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Programme du Forum des jeunes mathématiciennes et mathématiciens

Mercredi 22 novembre 2023 (Atrium, batiment R, Campus du Solbosch)

14h : Ouverture par Annemie Schaus, rectrice de I’'Université Libre de Bruxelles et Anne Boyé,
présidente de femmes et mathématiques

14h30 : Elise Goujard, Institut Universitaire de France et Université de Bordeaux, médaille de
bronze du CNRS 2023 :

Conférence inaugurale : Géomeétrie et dynamique des surfaces plates : un panorama des
questions actuelles

Cet exposé passe en revue les principales questions lices I’étude de la dynamique et la géométrie
des surfaces plates et de leurs espaces de modules. Ces questions sont principalement motivées par des
problémes de dynamique pour les billards polygonaux rationnels ou pour les échanges d’intervalles.

15h30 : pause-café
16h : Catherine Dehon, Université Libre de Bruxelles

Conférence pléniére : Biais de genre dans les évaluations comportant des questions fermées
avec points négatifs

L’évaluation des étudiants au moyen de questions fermées, appelées questions thoix multiples (QCM),
est devenue populaire dans I’enseignement supérieur au cours des 30 derniéres années. Si la rapidité de
correction des QCM est universellement admise, des débats existent quant leur objectivité en raison des
biais de genre qu’ils peuvent induire, du fait des différentes stratégies de réponse au hasard et de prise
de risque des étudiantes par rapport aux étudiants.

17h : Laurence Broze, Université de Lille, responsable du Comité de programme du Forum des
jeunes mathématiciennes et mathématiciens

Femmes et mathématiques : quels problémes et quelles solutions 7

17h45 : présentation de ’exposition et cocktail



Jeudi 23 novembre 2023 (Salle Solvay, Département de mathématiques,
batiment NO, Campus de la Plaine)

9h : Introduction par Samuel Fiorini, président du département de mathématiques

9h10 : Session de communications courtes présidée par Isabelle Chalendar, Université Gustave
Eiffel

e Ensembles K-spectraux et inégalités de type Kreiss, Maeva Ostermann, Université de Lille

e Construction d’approximations grossiéres pour un probléme de Schrodinger toefficients
hautement oscillants, Simon Ruget, Université Gustave Eiffel

e Autour du probléme du sous-espace invariant, Noémie Fougnies, Université de Mons

e Domaines ouverts de discontinuité de la variété des caractéres, Suzanne Schlich, Université
Grenoble Alpes

11h : pause-café
11h15 : Anne-Sophie Libert, Université de Namur

Conférence pléniére : Approche hamiltonienne pour la caractérisation des systémes plané-
taires

De tout temps, ’étre humain a été fasciné par le mouvement des astres. La question de la pluralité
des mondes a taraudé les esprits humains jusqu’la découverte en 1995 de la premiére exoplanéte autour
d’une étoile de type solaire. A ce jour, plus de 5500 exoplanétes, plus de 850 systémes extrasolaires
multi-planétaires aux caractéristiques souvent surprenantes ont été recensés. En raison des limites ob-
servationnelles, notre connaissance de ces systémes est limitée. Cet exposé illustre en quoi la mécanique
céleste et en particulier la théorie hamiltonienne contribuent tine meilleure caractérisation des systémes
extrasolaires et montre que les modéles mathématiques sont un atout pour contraindre les incertitudes
observationnelles.

12h30 : pause

14h : Session de communications courtes présidée par Jasmin Raissy, Université de Bordeaux

Non-Abelian Painlevé equations and their monodromy surfaces, Irina Bobrova, Max Planck
Institute, Leipzig

Sur la généralisation d’un théoréme de Bryant, Nicolas Choueiry, Université de Marseille

Structures réelles sur les surfaces de Hopf primaires, Zahraa Khaled, Université de Marseille

Une inégalité isosystolique pour les tores de Finsler réversibles et 'aire de Busemann-
Hausdorff, Teo Gil Moreno de Mora Sard; Université Paris-Est Créteil



16h : pause-café

16h15 : Julie Guerreiro, Chargée de mission égalité et lutte contre les violences sexistes et
sexuelles, Ministére de I'Enseignement supérieur et de la Recherche (France) :

Lutter contre les violences sexistes et sexuelles dans ’enseignement supérieur et la recherche.
17h : Colette Guillopé, université Paris-Est Créteil :
atelier mentorat : comment candidater sur les postes académiques en France ?

Diner (sur invitation)



Vendredi 24 novembre 2023 (Salle Solvay, Département de mathématiques,
batiment NO, Campus de la Plaine)

9h : Introduction par Cécile Moucheron, doyenne de la Faculté des sciences

9h10 : Session de communications courtes présidée par Sandrine Grellier, Université d’Orléans

e Approche du calcul pseudodifférentiel par les groupoides de Lie, Clément Cren, Georg-
August-Universitat Gottingen

e Généralisation supersymétrique de I'infini null, Noémie Parrini, Université de Mons
e Equivalence orbitale quantitative, Amandine Escalier, Université Paris-Saclay

e Représentations en string C-groups des groupes symétriques, Jessica Mulpas, Université
Libre de Bruxelles

11h : pause-café 11h15 : Simone Gutt, Université Libre de Bruxelles
Conférence pléniére : Structures (presque) complexes et structures symplectiques
12h30 : pause
13h45 : Natacha Portier, ENS Lyon
atelier mentorat : le syndrome de I'imposteur
15h45 : pause-café

16h : Session de communications courtes

e Procédure de test pour 'auto-calibration basée sur les courbes de lorenz et de concentration,
Julie Huyghe, Université Libre de Bruxelles

e Inférence basée sur les rangs pour ’ACP sous faible identifiabilité, Laura Peralvo Maroto,
Université Libre de Bruxelles

17h : fin
Renseignements sur I’ensemble de la conférence : https://forumbx12023.sciencesconf.org/

Le Forum est une initiative de ’association femmes et mathématiques. 1l est organisé avec le
soutien de la Mission pour la place des femmes du CNRS, de I'Institut des Sciences Mathéma-
tiques et leurs Interactions (INSMI), du Ministére de I’Enseignement Supérieur et la Recherche,
du Département de Mathématiques de I’Université Libre de Bruxelles, de ’Ecole Doctorale Thé-
matique Mathématiques, du Fonds de la Recherche Scientifique-FNRS et de la Solvay Brussels
School of Economics and Management.
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Sur la généralisation d'un théoréme de Bryant

Nicolas Choueiry

Département de Mathématiques, Aix-Marseille Université

30 octobre 2023

Liste de mots clés : Théoréme de representabilité de Weierstrass, correspondance de
Bryant, surface minimales, immersions nulle-holomorphe space like (de type espace), immer-
sion CMC1, métrique riemanienne, courbure moyenne vectorielle d'une immersions.

Définition 1. Une surface lisse immergée ¢ : M — R3 est dite minimale si sa courbure
moyenne est identiquement nulle.

Proposition 2. Soit M une surface de Riemann (variété complexe de dimension un). Une
immersion holomorphe F = (Fy, Fy, F3) : M — C3 est nulle holomorphe si elle est dirigée
par la sous-variété quadratique

U = {(21, 22, 23) € C* 22 + 22 + 22 = 0},

c-a-d la dérivée F' = (FY, F}, F}) : M — C3 par rapport a toute coordonnée local holomorphe
sur M (dans une carte locale (U, ), F! = (Fop™') ) prend des valeurs dans U \ {0}.

Théoréme 3 (Théoréme de représentation de Weierstrass). La partie réelle et la partie ima-
ginaire d’une immersion nul holomorphe M — C3? sont des immersions M — R® minimales
conformes (conservant les angles) .

Inversement, toute immersion minimale conforme M — R3 est localement (sur tout
domaine simplement connexe de M) la partie réelle d’une immeérsion nulle holomorphe.

Le théoréme de représentabilité de Weierstrass établit donc une correspondance entre les
surfaces minimales (de courbure moyenne nulle) dans R? et les courbes nulles-holomorphes
dans C3. Une fameuse version hyperbolique de cette correspondance est due a Bryant [Br],
qui a démontré en 1987 le résultat suivant.

Rappelons avant que :

2 sciencesconf.org:forumbx12023:500273



1. Pespace hyperbolique H? s’identifie au quotient SL(2, C)/SU(2).

2. Si (Y, J) est une surface de Riemann et (M, (.,.)) variété riemannienne, on dit alors
qu’une immersion ¢ : Y — M est dite conforme si : Vy € Y,Vv € T)Y

e« (W) = [le«(JO)| et { oul(v),02(JV) Joy) = 0.
Soit
7 : SL(2,C) — SL(2,C)/SU(2) ~ H?

la projection canonique et soit Y une surface de Riemann. Une immersion holomorphe F' :
Y — SL(2,C) est dite nulle-holomorphe si det(F~1dF) = 0.

Théoréme 4 (Théoréme de Bryant). Soient F' : Y — SL(2;C) une immersion nulle-
holomorphe. Alors mo F 'Y — H? est une immersion conforme de courbure moyenne
constante égale a 1.

S1Y est simplement connexe, alors, réciproqguement, toute immersion conforme f:Y —
H? de courbure moyenne constante 1 est la projection d’une immersion nulle-holomorphe
F:Y — SL(2;C), qui est unique a translation a droite par une élément de SU(2) prés.

Donc, si Y est simplement connexe, le théoréme de Bryant établit une correspondence
entre les immersions nulles-holomorphes de Y dans SL(2,C) et les immersions conformes a
courbure moyenne constante 1 (les immersions CMC1) de Y dans I’espace hyperbolique H?.

Cette présentation porte sur une généralisation commune de tous ces résultats.

Définition 5. Un groupe de Lie réel (resp. complexe) est une variété différentiable (resp. ana-
lytique complexe) munie d’une structure de groupe, telle que les applications produit et inverse
soient lisses (resp. analytiques). La dimension de la variété sous-jacente est constante, on
Uappelle la dimension du groupe de Lie.

Soit G un groupe de Lie. Pour un élément g € G, on définit le C'"*°—difféomorphisme
Lg: G — G; hw— gh.

Remarque 6. L’espace tangent T.G est isomorphe a l’espace des champs de vecteurs inva-
riants & gauche, c’est-a-dire des champs de vecteurs X € T'(G) vérifiant

Vg € G, (Lg).X = X.
On peut alors construire une structure d’algébre de Lie sur T,G.

Définition 7. L’algébre de Lie du goupe G noté g est l’espace tangent T.G muni de la
structure d’algébre de lie.

3 sciencesconf.org:forumbx12023:500273



Définition 8 (Représentation adjointe). Soit G un group de lie, g son lie algébre, on définit
l’automorphisme intérieure :

ig: G — G ig(7) = g7g
On définit aussi [’application représentation adjointe de G par :
Ad : G — GL(g) = Aut(g); Ad(g) = Ad, = d.(i,).
Enfin on définit ’application représentation adjointe de g par :

ad: g — gl(g)

adx : g — gl(g)
X o= Y s adyY = [X,Y]

avec ad = d.(Ad).

Soit g une algebre de lie réelle muni du crochet [.,.]. Sa complexification est une algébre
de lie complexe gc = g ®r C = g @ ig avec le crochet [.,.]c défini par

[Xl + iXQa}/l + /I’}/Q](C = [X171/1] - [X27}/2] + /I’([Xla}/Q] + [X27}/1])

Définition 9. Soit g une algebre de lie complexe, une forme réelle de g est une sous algébre
de lie réelle h C g telle que le morphisme h @g C — g induit par l'inclusion (En appliquant
la propriétés universelle) est un isomorphisme.

Soit G un group de lie compleze connexe, g = Lie(G) et H C G un sous group de lie réelle
de G tel que h = Lie(H) est une forme réel de g, dans ce cas on dit que H est une forme

réel de (.

Définition 10. Soient (X, g) une variété pseudo-riemannienne et Y wvariété différentielle.
Une immersion f 1Y — X est dite de type espace (space-like) si f*(g) est définie positive
(i.e. si f*(g) est une métrique riemannienne surY ).

L’object de départ est un espace pseudo-riemannien homogéne de la forme M := G/H,
ol G est un groupe de Lie complexe, et H est une forme réelle de G munie d’une forme
bilinéaire symétrique non-dégénérée y : h x h — R, Ady-invariante sur son algeébre de Lie b
i.e.

X (Adh(u), Adh(v)) = x(u,v).

puis on va définir une condition de nulle holomorphie. Le résultat envisagé va établir une
correspondance entre les immersions space-like (de type espace) nulle-holomorphes f : Y —

4 sciencesconf.org:forumbx12023:500273



G et les immersions space-like ¢ : Y — M dont la courbure moyenne vectorielle (le champ
vectoriel courbure moyenne ) est donnée par une formule explicite.

En particulier, ce théoréme met en évidence une relation générale entre la courbure
moyenne vectorielle d'une immersion space-like ¢ : Y — M associée a une immérsion space-
like nulle-holomorphe, et la restriction a Y de la courbure riemannienne (en tant que 2-forme)
de M ; cette relation générale devient trés simple dans les cas particuliers classiques ou M
est un espace a courbure constante.
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NON-ABELIAN PAINLEVE EQUATIONS
AND THEIR MONODROMY SURFACES

Irina Bobrova !

Y Max Planck Institute for Mathematics, Inselstrafie 22, 04103, Leipzig, Germany;
E-mail ia.bobrova94@gmail.com

Abstract. We discuss a connection between different linearizations for non-abelian
analogs of the second Painlevé equation. For one of the non-abelian analogs, we derive
the corresponding non-abelian generalizations of the monodromy surfaces.

Keywords. Non-abelian ODEs, Painlevé equations, isomonodromic Lax pairs, mon-
odromy surfaces.

Introduction

In recent years, quantum, or more generally, non-abelian extensions of various integrable
systems have acquired considerable attention. It was motivated by problematics and
needs of modern quantum physics as well as by a natural attempts of mathematicians to
extend and to generalize the “classical” integrable structures and systems. In particular,
the Painlevé transcendents provide a good example of this phenomena. Some examples of
integrable non-abelian Painlevé systems are contained in [Kaw15], [BS98], [AS21], [BS22],
[RR10], [Ad]20], [AK22]. Some of them were found using the existence of special isomon-
odromy representations or the Painlevé-Kovalevskaya test while several of the systems
have been derived from integrable PDEs and lattices by reductions.

The famous Painlevé equations have being studied in various branches of mathemat-
ics and mathematical physics and have important properties. It is natural to generalize
these properties to the non-abelian case. Here we are interested in non-abelian general-
izations of the well-known monodromy surfaces related to different linearizations of the
non-commutative analogs for the second Painlevé equation, obtained in [AS21] and labeled
by P9, P3, and P3. Below we will briefly present the results from the paper [Bob23]

Setting
We would like to work with an algebra A formed by the generators mfl, ey a:ﬁl that
is a non-abelian generalization of the Laurent polynomials in the variables zy, ..., zn

depending on the variables ¢;, [ € N. All elements ¢; belong to a center Z(A) of the
algebra.

6 sciencesconf.org:forumbx12023:494167



One can define a derivation d;, on A. Note that for any element F € A, the element
dy,(F') is uniquely determined by the Leibniz rule. We use the notation “ ' instead of d,.
Consider the system of non-abelian ODEs

dy, (zx) = F, F, € A, k=1,...,N. (1)

If for some k the element F} depends on t; explicitly, the system is non-autonomous,
otherwise — autonomous.

Results

In the commutative case, the Py equation has two monodromy surfaces of the FN-type
and JM-types. The corresponding linearizations are related to each other by a generalized
Laplace transformation [JKT09], while the FN-type and HTW-type pairs are just gauge-
equivalent [KH99] by the Fabry-type map.

We extend the list of the HTW-type pairs by those obtained in the paper [BS22] by
the limiting transitions of the corresponding Lax pairs for the matrix P4-type systems.
They are given by the HTWY pair for PS, HTW’) and HTW}, for P}, and HTW3 for the P}
system. To derive the FN-type pairs from them, one is able to use the same Fabry-type
map.

Note that the generalized Laplace transformation can be also extended to the non-
abelian case, if we assume that one is able to eliminate terms which arise from the
integration-by-parts. But, actually, that is an extra problem to prove that such a contour
can be chosen. We leave this issue for a further research. Let all spectral parameters! be

~

elements of Z(A).

Proposition 1. Let functions W (p, z) and Y (), z) be solutions of a linear problem of the
form

WP\, z) = AN z2) PN 2), )
{82@()\,2) = B\ 2)®(\ 2) @

of the HTW-type and JM-type, respectively. Then the HTW-type pair is equivalent to the
JM-type pair by a non-abelian analog of the generalized Laplace transformation:

Wi, z) = /L MY (N, 2)dA. (3)

Thanks to the proposition above, we suggest a method how to construct in the non-
abelian case the JM-type pairs from the HTW-pairs. It turns out that the Pg system

", ¢

7 sciencesconf.org:forumbx12023:494167



has a polynomial JM-type pair, the JMg pair, which can be generalized to a fully non-
commutative case. The P} system has polynomial and non-polynomial JM-type pairs
(pairs JM’) and JMj, respectively). In the case of the P3 system, the JM-pair is degen-
erate? (see the J Mg pair). As a result, we present for each of the non-abelian Py systems
linearizations of the HTW, FN, and JM types.

Proposition 2. The non-abelian Pg, P%, and P% systems possess linearizations of the
HTW, FN, and JM types.

To proceed to the non-abelian monodromy surfaces, we need to present a formal
solution near a singular point. The following proposition is derived for this purpose.

Proposition 3. Set r > 0% and A € Z(A). Let us consider n x n-matrices A(\), F(\),
D(N), T(X) of the form

A<)‘) = Z Ak)\ikila A—r = diag(alv s 7an)7 8% 7£ Qy, i 7é Js (4)

k>—r
FN)=I+Y FXxF* DA =I+> DA™ 9T\ = XO: TA ™1, (5)
k=1 k>1 k=—r
where
(a) A(\) € Mat,(A) and A_, € Mat,(Z(A));
(b) F, € Mat,(A), k > 1, are off-diagonal matrices;
(c) Dy € Mat,(A), k > 1, are diagonal matrices;
(d) Ty € Mat,(Z(A)), k= —r,...,1, and Ty € Mat,(A) are both diagonal matrices;
and suppose that
(e) the operator (kI+ adg) : Mat, (A) — Mat,(A), k > 1, is invertible.
Then the system
OxB(\) = A(N) B() (6)

admits a unique* formal solution near an irreqular singular point X = oo that can be
written as

k=1
2We follow the terminology suggested in [JKTO07], [JKTO09)].
3y is called the Poincaré rank of an irregular singular point. When r = 0, the singular point is
Fuchsian.

P rorm(A) = F(A) D(X) exp <i 2T A" +1In(N) TO> as A — oo. (7)

4Up to a conjugation by a non-singular matrix G € Matn(ft).

3
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The proposition generalizes Proposition 2.2 in [JM81] to the non-commutative case,
whose particular case was discussed in the paper [BCR18]. As a result, the formal solutions
of the HTW- and JM-types near infinity were constructed.

Regarding the case of the Pg system, the monodromy surfaces related to the FNg and
JMY pairs are given in the following

Proposition 4. Let x;, i = 1,2,3, and q belong to fl, and o, 0 € C. Then the monodromy
surfaces related to the FNY and JMY pairs are given by the equations

T Ty X3 + 11 + 2o + 13 — 2sin(n ) g =0, (8)
T 293 — 21 — T (g?) — a3+ (1 +a)g® =0, 9)

respectively.

In the commutative setting, ¢ = 1 and, thus, the relations above become the well-
known affine cubics for the second Painlevé equation. Note also that in the commutative
case these equations are equivalent by a simple scaling that cannot be generalized to
the non-abelian setting. Regarding the remaining systems P} and P2, the monodromy
data are not isomonodromic and, thus, we cannot parameterize their solutions by the
Stokes multipliers. But, in fact, one can ask about a gauge-transformation that makes
the monodromy data isomonodromic. As far as we know, such a transformation does not
exist.

References

[AdI20] V. E. Adler. Painlevé type reductions for the non-Abelian Volterra lat-
tices. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, 54(3):035204, 2020.
arXiv:2010.09021.

[AK22] V. E. Adler and M. P. Kolesnikov. Non-Abelian Toda lattice and analogs of
Painlevé III equation. J. Math. Phys., 63:103504, 2022. arXiv:2203.09977.

[AS21] V. E. Adler and V. V. Sokolov. On matrix Painlevé II equations. Theoret. and
Math. Phys., 207(2):188-201, 2021. arXiv:2012.05639.

[BCR18] M. Bertola, M. Cafasso, and V. Rubtsov. Noncommutative Painlevé equa-
tions and systems of Calogero type. Communications in Mathematical Physics,
363(2):503-530, 2018. arXiv:1710.00736.

[Bob23] 1. Bobrova. Different linearizations of non-abelian second Painlevé systems and
related monodromy surfaces. arziv preprint arXiv:2302.10694, 2023.

[BS98]  S. P. Balandin and V. V. Sokolov. On the Painlevé test for non-Abelian equa-
tions. Physics letters A, 246(3-4):267-272, 1998.

4

9 sciencesconf.org:forumbx12023:494167



[BS22] 1. A. Bobrova and V. V. Sokolov. On matrix Painlevé-4 equations. Nonlinearity,
35(12):6528, nov 2022. arXiv:2107.11680, arXiv:2110.12159.

[JKTO07] N. Joshi, A. V. Kitaev, and P. A. Treharne. On the linearization of the Painlevé
ITI-VI equations and reductions of the three-wave resonant system. Journal of
Mathematical Physics, 48(10):103512, 2007. arXiv:0706.1750v3.

[JKTO09] N. Joshi, A. V. Kitaev, and P. A. Treharne. On the linearization of the first and
second Painlevé equations. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical,
42(5):055208, 2009. arXiv:0806.0271v1.

[JM81] M. Jimbo and T. Miwa. Monodromy perserving deformation of linear ordinary
differential equations with rational coefficients. I. General theory and 7-function.
Physica D: Nonlinear Phenomena, 2(2):306-352, 1981.

[Kaw15] H. Kawakami. Matrix Painlevé systems. Journal of Mathematical Physics,
56(3):033503, 2015.

[KH99] A. A. Kapaev and E. Hubert. A note on the Lax pairs for Painlevé equations.
Journal of Physics A: Mathematical and General, 32(46):8145, 1999.

[RR10] V. S. Retakh and V. N. Rubtsov. Noncommutative Toda Chains, Hankel
Quasideterminants and Painlevé II Equation. Journal of Physics. A, Mathe-
matical and Theoretical, 43(50):505204, 2010. arXiv:1007.4168.

10 sciencesconf.org:forumbx12023:494167



Approche du calcul pseudodifférentiel par les
groupoides de Lie

Clément Cren
Mathematisches Institut,
Georg-August-Universitat Gottingen,
Bunsenstrafle 3-5, D-37073 Géttingen, Germany
clement.cren@u-pec.fr

Résumé

Cet exposé a pour but d’introduire & des travaux récents permettant de définir
le calcul pseudodifférentiel sur une variété lisse de maniere intrinseque (i.e. en se
passant de cartes locales) a 1’aide du groupoide tangent. Je décrirai principalement
I’approche de Debord et Skandalis ayant donné un second souffle au sujet et permet-
tant de définir le calcul pseudodifférentiel de maniére intrinséque et en se passant
de distributions. Si le temps le permet, je parlerai d’'une partie de mon travail de
these étendant le résultat de Debord et Skandalis au cas des variétés filtrées et de
leur calcul pseudodifférentiel (résultat préalablement obtenue par Ewert via d’autres
méthodes). Une conséquence important de cette approche est la décomposition de
I'algebre des symboles dans le calcul filtré généralisant celle d’Epstein et Melrose
pour les variétés de contact.

Mots-clefs : Groupoides de Lie, groupoide tangent, calcul pseudodifférentiel, variétés
filtrées.

Abstract

I will talk about recent work that allowed to define pseudodifferential calculus
on a manifold intrinsically (i.e. without local charts) using the tangent groupoid.
I will mainly describe the Debord-Skandalis approach as their definition doesn’t
use distributions. If time allows it I will talk about a part of my PhD extending
the results of Debord and Skandalis to the case of filtered manifolds and their
corresponding pseudodifferential calculus (previously obtained by Ewert using other
methods). An important byproduct of our method is a generalization of Epstein and
Melrose decomposition of the symbol algebra for contact manifolds to the filtered
case.

Keywords: Lie groupoids, tangent groupoid, pseudodifferential calculus, filtered manifolds
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1 Le groupoide tangent

Les groupoides sont des objets généralisant la notion de groupe pour encoder des
symétries de nature plus locale. La multiplication n’y est plus définie pour toute paire
d’éléments. Elle est régie par deux applications "source" et "but', s,7: G — G, len-
semble G est ensemble des unités du groupoide et peut étre vu comme sous-ensemble
de G. Une multiplication vy, n’est alors définie que si le but de v, est égal a la source de
7 (la définition d’un groupoide nécessite d’autres applications de structure permettant
d’encoder aussi l'inversion et ses relations avec la multiplication). Un groupoide est dit de
Lie si G et G et les applications de structure sont lisses et si la source, le but et la mul-
tiplication sont des submersions. Un exemple important est donné par le groupoide des
paires. Etant donné une variété M on peut définir une structure de groupoide sur M x M
avec M comme espace d'unités (vu comme la diagonale dans M x M). Le but et la source
sont respectivement la projection sur les premiers et second facteurs. La multiplication de
deux couples (z,y) et (z,t) est alors définie lorsque y = z et on a :

(a:,y)(y,t) - ({L’,t).

Cet exemple est important pour la raison suivante : les groupoides de Lie induisent naturel-
lement une opération de convolution sur I’algebre des fonctions €. Si f, g € €°°(M x M)
on pose :

frglz,z)= /yf(x,y)g(y,Z)-

Cette opération s’étend aux distributions a support propre et permet de de réinterpréter
le théoreme des noyaux de Schwartz. Les opérateurs sur M sont des distributions sur des
distributions sur M x M et la composition des opérateurs correspond a la convolution des
distributions correspondantes.

Dans les années 80, Alain Connes introduit le groupoide tangent d’une variété M [3].
C’est une déformation au cone normal du groupoide des paires M x M le long de sa
diagonale. Il s’écrit algébriquement comme :

TM:=MxMxR UTM x {0} = M xR.

La structure de groupoide pour t # 0 est donnée par le groupoide des paires et la structure
de groupoide en t = 0 est donnée par la structure de fibrés en groupes abélien du fibré
vectoriel TM — M. Alain Connes se sert de ce groupoide pour définir 'application
d’indice analytique sans utiliser d’opérateurs (pseudo)différentiels. Ce groupoide est muni
d’une action de zoom : si A # 0 on pose :

ay: (z,y,t) = (2,9, A7)
(,€,0) = (2,2, 0)

2 Algebre de Schwartz et calcul pseudodifférentiel

Dans leur article [5], Debord et Skandalis utilisent le groupoide tangent pour défi-
nir intrinsequement les opérateurs pseudodifférentiels. Pour cela ils utilisent 1’algebre de
Schwartz associée. C’est une sous-algebre de €°(TM) telle que si f = (fi)ier € L (TM)
alors pour t # 0 f; € €°(M x M) et t — f; et ses dérivées ont une décroissance
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rapide a l'infini. Pour ¢ = 0 on a fy € (T'M) (fibre a fibre la fonction est dans la

classe de Schwartz). Debord et Skandalis définissent alors un idéal J C . (TM) en

considérant les fonctions dont la transformée de Fourier a ¢t = 0 s’annule sur la section

nulle de 7*M a tous les ordres. Ils montrent que si f € J et g € €>°(M x M) alors
+oo dt +oo dt

/ " fy * 95 € €°(M x M). De plus l'opérateur de convolution par / t_mftT est
0

0
un opérateur pseudodifférentiel d’ordre m sur M. Ils montrent aussi une formule explicite

pour le symbole principal. Si P; désigne 'opérateur construit précédemment a partir de

f alors on a o™ (Ps)(x,§) = /0+OO t_mfo(m,tf)dtt.

3 Extension par van Erp-Yuncken et lien entre les
constructions

L’idée d’utiliser le groupoide tangent pour définir le calcul pseudodifférentiel a aussi été
exploitée par van Erp et Yuncken d’une autre maniere [9]. Ils montrent que les (noyaux
des) opérateurs pseudodifférentiels sur M sont exactement les distributions a support
propre sur M x M admettant un prolongement P a TM qui soit quasi-homogene au sens
suivant :

YA > 0,00.P — AP € €2 (TM).

Cette définition s’étend alors mutatis mutandis aux variétés filtrées. Une variété filtrée est
une variété M munie d’une filtration de son fibré tangent :

{0 =HcH'Cc---C H =TM,
compatible avec le crochet de Lie de champs de vecteurs :
Vi, j [(H'),T(H7)| € T(H™).

Des exemples notables sont les variétés feuilletées, les variétés de contact et les variétés
sous-riemaniennes (équiréguliéres). Dans ce contexte il est alors naturel de changer la no-
tion d’ordre pour les opérateurs différentiels en considérant les sections de H? comme étant
d’ordre j (notamment pour 1’étude des sous-laplaciens). Le symbole principal n’est alors
plus une fonction sur ’espace cotangent mais un opérateur de convolution sur une famille
naturelle de groupes de Lie nilpotents (gradués) simplement-connexes T M associée a la
filtration appelée groupoide osculateur. La condition d’ellipticité est alors remplacée par
une condition dite de Rockland portant sur les représentations irréductibles non-triviales
de ces groupes osculateurs. Une version du groupoide tangent pour les variétés filtrées a
été développée par de nombreux auteurs. Elle correspond cette fois a déformer le grou-
poide des paires sur le groupoide osculateur (au lieu du fibré tangent). La définition du
calcul pseudodifférentiel par van Erp et Yuncken étend alors le calcul de Heisenberg [1]
(r = 2, i.e. les filtrations de profondeur 2) ou bien celui développé dans le cas ou M est
lui-méme un groupe de Lie nilpotent gradué simplement connexe [2, 8].

Dans l'article [4] on définit une algeébre de Schwartz sur le groupoide tangent d'une
variété filtrée et une variante Jy de l'idéal J de Debord et Skandalis. On peut alors
réconcilier les deux approches du calcul pseudodifférentiel :
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+oo

Théoréme 3.1 (Ewert [7], C. [4]). Soit f = (fi)ier € Tu alors/ t_mftit est un
0

opérateur pseudodifférentiel au sens de van Erp-Yuncken. Son (co)-symbole principal est

+o0 dt
donné par/ t’mak*f()?.
0

Une conséquence importante de notre approche est 1'obtention d'une décomposition
de l'algebre des symboles principaux. Si X" (Ty M) désigne les symboles principaux des
opérateurs d’ordre m alors X°(Ty M) se prolonge naturellement en une C*-algébre (non-
commutative) 3(Ty M). Nous en obtenons la décomposition suivante :

Théoréme 3.2 (C. [4]). Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. L’algébre
Y (G) se décompose en une suite d’idéaux imbriqués :

{0} =YgaX;<4---a3, = X(G),

ot
viz 15 26 (Mg k).

Ici A; est un sous-ensemble des représentations irréductibles non-triviales de G (muni de
la topologie de Jacobson) tel que les AV[R* sotent localement compacts (séparés). Les K;
+

correspondent aux algébres des opérateurs compacts sur des espaces de Hilbert séparables
(de dimension infinie pour i <r et de dimension 1 pour i = d).
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Résumé. On dit que deux groupes sont orbitalement équivalents si tous deux agissent
sur un meéme espace de probabilité en partageant les mémes orbites. Un célebre résultat
d’Ornstein et Weiss stipule que tout groupe moyennable infini, de type fini est orbitalement
équivalent a Z. Autrement dit : I’équivalence orbitale ne tient pas compte de la géométrie
des groupes. C’est pourquoi dans un récent article Delabie, Koivisto, Le Maitre et Tessera
proposent d’affiner cette relation avec une version quantitative de 1’équivalence orbitale.
Ils obtiennent en outre des obstructions a l'existence de telles équivalences a l'aide du
profil isopérimétrique.

Apres avoir présenté la version quantitative de I’équivalence orbitale, nous nous intéres-
serons dans cet exposé au probleme inverse de la quantification, & savoir : peut-on trou-
ver un groupe qui est orbitalement équivalent a un groupe prescrit avec quantification
prescrite 7 Nous proposerons une réponse dans le cas d’'une équivalence orbitale avec Z et
discuterons 'optimalité des résultats.

Mots-clés. Théorie mesurée des groupes, théorie géométrique des groupes, théorie
ergodique, dynamique, équivalence orbitale, profil isopérimétrique, groupes d’allumeurs
de réverberes.

Abstract. We say that two groups are orbit equivalent if they both act on a same
probability space with the same orbits. A famous result of Ornstein and Weiss states that
all infinite amenable groups are orbit equivalent to Z. In other words : orbit equivalence
does not take into account the geometry of groups. For this reason Delabie, Koivisto,
Le Maitre and Tessera offer in a recent article to refine this relations with a quantitative
version of orbit equivalence. They obtain obstructions to the existence of such equivalence
using isoperimetric profile.

After defining the quantitative version of orbit equivalence we will focus in this talk
on the “inverse problem®, namely : can we find a group that is orbit equivalent to a
prescribed group with prescribed quantification ? We will answer this question in the case
of a prescribed equivalence with Z and discuss the optimality of the results.

Keywords. Measured group theory, geometric group theory, ergodic theory, dynamics,
orbit equivalence, isoperimetric profile, lamplighter group.
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Dans cet exposé, nous étudierons les liens entre la géométrie des groupes et leur com-
portement du point de vue de la dynamique mesurée et plus spécifiquement d’une notion
d’équivalence appelée équivalence orbitale. Les résultats présentés sont ceux démontrés
dans Escalier (2022).

1 Equivalence orbitale

Nous étudions ici une notion de théorie ergodique appelée équivalence orbitale. Cette
notion s’intéresse a la structure des orbites sous I’action d’un groupe donnée, plus précisément
a la partition en orbite de 'espace sur lequel un groupe agit.

Pour le dire plus formellement, deux groupes de type fini G et H sont dits orbitale-
ment équivalents s’il existe un espace de probabilité (X, i) et des actions libres de G
et H sur X préservant la mesure qui ont les mémes orbites, i.e. telles que pour presque
tout z € X on ait G-z = H - x.

Les exemples auxquels nous nous intéressons dans cet exposés font partie de la famille
des groupes dits moyennables.

Le cas des groupes moyennable On dira qu'un groupe de type fini G engendré par
une partie finie S est moyennable s'il existe une suite (F},),en de sous-ensembles finis de
G tels que la proportion d’éléments au bord ! de F), tend vers 0, ie. lim,, ;o |0sFy,|/|F| =
0. On dit alors que (F,), est une suite de Fglner. On peut par exemple penser a la suite
d’intervalles F), := [0, n] dans Z.

Il existe de nombreuses autres définitions équivalentes de la moyennabilité, mais ce qui
est important ici n’est pas tant la définition de cette notion que la diversité géométrique
de la famille des groupes moyennables infinis. Par exemple, on y trouve aussi bien des
groupes a croissances polynomiales — tels que Z¢ ou le groupe de Heisenberg — que
des groupes a croissance exponentielle — comme par exemple les groupes d’allumeur de
réverberes.

A I'inverse, du point de vue de ’équivalence orbitale, cette famille se compose d’une et
une seule classe d’équivalence. En effet un célebre théoreme d’Ornstein et Weiss (1987) sti-
pule que tout groupe infini moyennable est orbitalement équivalent au groupe des entiers.
Ainsi la relation d’équivalence orbitale ne distingue-t-elle pas les groupes moyennables :
cette relation n’est pas sensible a la géométrie. Il est des lors naturel de se demander si
I'on peut affiner cette relation afin de distinguer les groupes moyennables.

1. Le bord relativement & la partie génératrice S est 9sF,, = {z € F,, | Is € S, sz ¢ F,}.
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2 Quantification et géométrie

Lorsque deux groupes agissent sur un méme espace X avec les mémes orbites nous
pouvons, en menant le niveau d’étude un peu plus loin, comparer ces deux groupes :
en comparant la maniere qu’ils ont d’agir a ’intéricur d’'une méme orbite nous pouvons
faire un lien entre leurs géométries respectives. C’est ce que I'on dénomme < équivalence
orbitale quantitative >.

Equivalence orbitale quantitative Pour formaliser cette quantification on munit
d’une distance 'espace sur lesquels nos groupes agissent. Ainsi, étant donné un groupe
de type fini G = (Sg) agissant sur un espace X, on définit le graphe de Schreier associé
a l'action comme étant le graphe dont les sommets sont les éléments de X et les arétes
sont données par {(z,s-z) | v € X, s € Sg}. Deux exemples sont représentés en figure 1.
Un autre exemple classique est donné par le graphe de Cayley de G : c’est le graphe de
Schreier correspondant a l'action de G sur lui méme par translation. En munissant le
graphe de Schreier de la distance usuelle fixant a 1 la longueur d'une aréte on obtient
donc une distance sur X notée dg,. De cette maniere 'information dynamique donnée
par l'action est traduite en une information géométrique : la représentation de ’action
sous forme de graphe.

Si G = (Sg) et H = (Sy) sont orbitalement équivalents nous pouvons alors considérer
les graphes de Schreier (X, S¢) et (X, Sy) associés a chacune des actions. L’idée derriere
la quantification est la suivante : si un générateur h de H agit sur un sommet x, alors h-x
sera un voisin de z dans (X, Sy) (par définition de (X, Sy)). En revanche, dans (X, Sg)
la distance entre ces deux mémes sommets peut-étre plus grande (cf. figure 1).

dsg (x,h-x) =2

(X,S¢ ={g}) (X,Sn ={h})

F1GURE 1 — Graphes de Schreier et comparaison de distances

C’est ’étude de cette distance qui va nous permettre de quantifier I’équivalence orbi-
tale. Lorsque G et H sont orbitalement équivalents, ces distances sont a valeurs finies. Pour
affiner cette relation on considere les applications distances données par x +— dg, (x, h- )
ouh € Sy etz — dg,(x,g-v) ot g € Sg et cherchons a quantifier leur intégrabilité. C’est
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ainsi qu’apparailt une premiere notion d’équivalence orbitale quantitative : lorsque les deux
applications distances sont dans LP, on dit que I’équivalence orbitale est LP-intégrable.
Delabie, Koivisto, Le Maitre et Tessera (2020) étendent cette notion de quantification
a un plus large panel d’intégrabilités.
Soient G' et H deux groupes de types finis orbitalement équivalents sur un espace de
probabilité (X, i) et ¢,7 : (0,400) — (0,+00) deux fonctions croissantes non-bornées.
On dit que ’équivalence orbitale est (i, 10)-intégrable si pour tout g € Sg et tout h € Sy

/X o (dsy (2,9 - 2))) dpa(z) < +00 /X b (dsy (2, - ))) du(z) < +oo.

Par exemple, Delabie, Koivisto, Le Maitre et Tessera (2020) montrent que pour tout
n > 2, le groupe d’allumeur de réverberes Z/nZ 1 7Z et le groupe de Baumslag-Solitar
BS(1,n) admette une équivalence orbitale (L, exp)-intégrable. Autrement dit : nous
avons ici deux groupes géométriquement tres proches qui produisent une équivalence or-
bitale a 'intégrabilité excellente. Ceci est une premiere illustration du bon comportement
de I’équivalence orbitale quantitative vis-a-vis de la géométrie. Mais ceci se traduit aussi
a travers d’autres résultats, par exemple la monotonie du profil isopérimétrique.

Profil Isopérimétrique Rappelons que le but originel était de rendre ’équivalence
orbitale sensible a la géométrie. Un exemple d’'un telle sensibilité est donné par I’étude
du comportement du profil isopérimétrique. Le profil isopérimétrique d’un groupe
G = (S), noté Ig, est défini comme

Io(n) := sup |Al/|9sA].

|[Al<n

Delabie, Koivisto, le Maitre et Tessera (2020) montrent que s’il existe une équivalence
orbitale (¢, L?)-intégrable de G vers H et si ¢ et @ — x/p(x) sont croissantes alors
(p O [H j Ig.

Ainsi, I’équivalence orbitale quantitative est sensible a la donnée géométrique qu’est
le profil isopérimétrique : si les profils de nos deux groupes sont tres différents alors
I'intégrabilité ne peut étre excellente. En particulier, des lors que les profils de nos deux
groupes (G et H sont connus, nous disposons d’une borne supérieure a l'intégrabilité
possible d’une équivalence orbitale entre G et H.

Par exemple, le profil isopérimétrique de Z vérifie Iz(z) ~ x et celui de Z? vérifie
Iz2(x) ~ 2'/2. Ainsi le théoreme précédent nous dit que toute équivalence orbitale (¢, L°)-
intégrable de Z? vers Z doit vérifier p(x) =< z'/2. Plus généralement, si I'on a une
équivalence orbitale (¢, L°)-intégrable d’un groupe G vers Z alors ¢ doit croitre moins
vite que Ig.

Delabie et al. (2020) posent ainsi la question suivante : existe-t-il un groupe G tel que
I'on ait une équivalence orbitale (I, L°)-intégrable de G vers Z 7

4

18 sciencesconf.org:forumbx12023:494973



3 Probleme inverse

Le probleme au coeur des résultats présentés ici est le probleme dit < inverse » de
la quantification c’est a dire : étant donnés un groupe H et une fonction croissante ¢,
existe-t-il un groupe G' admettant un couplage (¢, L°)-intégrable avec H ? Autrement dit,
peut-on prescrire le degré de ressemblance des deux actions? Enfin, le théoreme sur les
profils isopérimétrique susmentionné souleve la question de I'optimalité suivante :

Existe-t-il un groupe G' admettant un couplage (¢, L°)-intégrable avec H et vérifiant
IG =@o [H ?

Nous proposons dans cet exposé de répondre au probleme inverse dans le cadre d’équivalence
avec le groupe des entiers en présentant le résultat suivant. Notons que 1’équivalence or-
bitale donnée par ce théoreme est optimale (& un facteur logarithmique pres).

Théoréme [Escalier (2022)] Pour toute fonction croissante non-bornée ¢ : [1, +oo[—
[1, +o0f telle que log(x)/y(x) est croissante il existe un groupe G tel que
— lg~yp
— 1l existe une équivalence orbitale de G vers Z qui est (., L°)-intégrable pour tout
e >0, ol () := p(x)/(log op(x)) **.
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Autour du probléme du sous-espace
Ivariant

Noémie Fougnies (Université de Mons)

Résumé Ayant commencé ma thése cette année académique 2023-2024, j’abor-
derai principalement lors de cet exposé les travaux que j’ai effectués durant mon
mémoire de Master. Ce dernier concerne le probléme du sous-espace invariant.
C’est un probléme bien connu en théorie des opérateurs. Il s’énonce de la maniére
suivante : si X est un espace de Banach complexe séparable de dimension in-
finie réflexif, un opérateur linéaire borné T défini sur X posséde-t-il toujours un
sous-espace fermé invariant non trivial 7 Rappelons qu’un sous-espace M est dit
invariant pour un opérateur 7" si (M) C M. De plus, on dit qu’il est non trivial
si M # {0} et si M # X. Notons que si X est un espace non séparable ou de
dimension finie plus grande ou égale a deux, il existe pour chaque opérateur T
linéaire borné défini sur X, un sous-espace invariant fermé non trivial. De plus,
on sait qu’il existe des opérateurs étant définis sur des espaces non réflexifs et ne
possédant aucun sous-espace invariant fermé non trivial. C’est par exemple le cas
pour l'espace ¢! (|2]). Le probléme actuel se restreint donc & I’énoncé ci-dessus.

Un des résultats les plus importants concernant le probléme du sous-espace in-
variant est le théoréme de Lomonosov. Celui-ci affirme que s’il existe un opérateur
compact non nul commutant avec un opérateur linéaire borné T', alors ce dernier
posséde un sous-espace fermé hyperinvariant non trivial. On dit d’un sous-espace
qu’il est hyperinvariant pour un opérateur 7' s’il est invariant pour tous les opéra-
teurs commutant avec T. Ce théoréme a été démontré par Lomonosov en 1973 ([1]).
Ce résultat a été un grand tournant dans I’histoire du probléme du sous-espace in-
variant. Il a permis d’introduire une nouvelle technique de preuve basée sur un
théoréme de point fixe : le théoréme du point fixe de Schauder. Il a également
amené un grand nombre d’extensions dont les preuves reposent sur des méthodes
similaires.

Dans cet exposé, nous abordons également une nouvelle question proche du
probléme classique du sous-espace invariant. Elle concerne les sous-espaces presque
invariants. Tout d’abord, on dit qu’un sous-espace M est presque invariant pour
T s’il existe un opérateur F' de rang fini tel que M est invariant pour T + F.
L’idée de ce nouveau probléme est de laisser plus de liberté au probléme classique
du sous-espace invariant. Cette liberté implique assez facilement que tout sous-
espace de dimension finie ou de codimension finie est presque invariant. On peut
cependant se demander si tout opérateur linéaire borné défini sur un espace de
Banach complexe de dimension infinie posséde un sous-espace presque invariant
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qui soit a la fois de dimension et de codimension infinies. Ce probléme a été résolu
par Tcaciuc en 2019 ([3]). La preuve de ce résultat se découpe en trois parties. Le
théoréme est d’abord démontré dans le cas ot 9o (T")\o,(T) est non vide et ensuite
dans le cas ot do(T*)\o,(T™*) est non vide. La preuve se conclut avec le cas ot on
suppose que o(T) et o(T*) ne possédent que des valeurs propres.

Durant ma thése, un des objectifs est d’essayer d’étendre le résultat obtenu par
Tcaciuc aux espaces de Fréchet. Pour rappel, les espaces de Fréchet généralisent
les espaces de Banach en permettant & la topologie d’étre induite par une suite
de seminormes et pas juste par une unique norme. Etant donné que les preuves
de Tcaciuc reposent sur des arguments de théorie spectrale qui ne passent pas aux
espaces de Fréchet, il ne sera pas immédiat d’obtenir cette extension.

Mots clés Sous-espace invariant, Analyse fonctionnelle, Théorie des opérateurs,
Espace de Banach complexe
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Résumé. En 1949, Loewner prouva une célebre inégalité : la systole de tout tore
riemannien de dimension 2 est controlée par son aire. La généralisation de cette inégalité
au cadre de la géométrie de Finsler conduit a une grande variété de résultats. Dans
cet exposé je présenterai les différentes inégalités isosystoliques connues pour les tores de
Finsler bidimensionnels impliquant les deux principales notions d’aire en géométrie de
Finsler : l'aire de Busemann-Hausdorff et I'aire de Holmes-Thompson. Je completerai
également le tableau en présentant une nouvelle inégalité isosystolique pour les tores de
Finlser réversibles et pour l'aire de Busemann-Hausdorff.

Mots-clés. Aire de Busemann-Hausdorff, aire de Holmes-Thompson, inégalité isosys-
tolique, métrique de Finsler, systole.

Abstract. In 1949, Loewner discovered a much celebrated inequality: the systole
of any Riemannian torus of dimension 2 is controlled by its area. The generalization of
this inequality to the Finsler framework results in a wide variety of results. In this talk
I will survey the different known isosystolic inequalities on two-dimensional Finsler tori
involving the two main notions of area in Finsler geometry: the Busemann-Hausdorff
area and the Holmes-Thompson area. I will also complete the picture by presenting a
new isosystolic inequality on reversible Finsler 2-tori for the Busemann-Hausdorff area.

Keywords. Busemann-Hausdorff area, Holmes-Thompson area, isosystolic inequality,
Finsler metric, systole.
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1 L’inégalité de Loewner

Soit ¥ une surface fermée et non simplement connexe munie d’une métrique riemannienne
g. La systole de ¥ désigne la plus petite longueur d’une courbe fermée non contractile, et
on la note par sys(X, g).

(2,9)

Figure 1: La systole sur une surface (X, g) (d'un tore, plus précisement).

Loewner en 1949 (non publié, voir [Gromov 1996] pour une preuve) démontra une
propriété des tores riemanniens : la systole de tout tore riemannien (T?,g) est toujours
controlée par son aire A(T? g). Plus précisement, il prouva que pour toute métrique g
sur T?

A(T?, g) > ?sysQ(TQ,g), (1)

olt 'on a égalité si et seulement si (T?, g) est un tore plat obtenu comme le quotient du
plan euclidien par un réseau hexagonal.

Cette inégalité fut le premier exemple d’'inégalité isosystolique (que 'on peut inter-
preter comme une borne inferieure strictement positive pour le quotient A /sys?, souvent
appellé aire systolique), et donna naissance a la géométrie systolique, qui vise a généraliser
ce type d’inégalités. Une possibilité consiste a étudier si une inégalité de ce type existe
lorsque 'on considere une classe plus large de métriques sur le tore, plus précisement, les
métriques de Finsler sur T?2.

2 Meétriques de Finsler

Rappelons qu'une métrique de Finsler F' sur T? est la donnée d’'une norme® |||, sur
chaque espace tangent 7, T2, de la méme facon quune métrique riemannienne le munit

LContrairement & la convention standard, nous entendons par norme une fonction positive en dehors
de l'origine, convexe et positivement homogene, et nous n’exigeons donc pas qu’elle soit symétrique.
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d’un produit scalaire. Lorsque chacune de ces normes [|-||, est symmétrique, on dira que
F' est réversible.

Comme on pouvait s’y attendre, une métrique de Finsler F' continue d’étre un objet de
nature géométrique. Notamment, elle nous permet de mesurer des longueurs de courbes,
et en particulier induit de mani¢re naturelle une notion de systole sys(T?, F). D’autre
part, et contrairement au cas riemannien, il n’existe pas de notion d’aire canonique pour
les surfaces de Finsler. Nous nous intéresserons a deux des notions d’aire les plus utilisées
en géométrie de Finsler : l'aire de Busemann-Hausdorff (qui coincide avec la mesure
de Hausdorff dans le cas réversible) et I'aire de Holmes-Thompson (liée au volume de
Liouville), que I'on note respectivement Agy et Agr.

3 Inégalités isosystoliques pour les tores de Finsler

Nous nous intéressons donc a la question suivante : pour une certaine classe F de
métriques de Finsler sur le T?, existe-t-il une constante positive C' telle que pour toute
métrique F' dans F laire systolique vérifie I'inégalité isosystolique suivante

A

CHE)2C )

ou * = BH ou HT?

Si on a égalité pour une certaine métrique de Finsler dans F, alors on dit que I'inégalité
isosystolique est optimale. Si une telle C' n’existe pas, on dit que la classe de métriques F
est systoliquement souple. F pourrait étre, par exemple, la classe de métriques de Finsler
réversibles sur T?, ou encore la classe de métriques plates.

Table 1: Constantes isosystoliques optimales pour des différentes classes de métriques de
Finsler.

Réversibles Possiblement non réversibles
Métriques Loewner 1949 (non publ.)
. . X
riemanniennes V3 /2

Métriques Finsler Ouvert Souplesse systolique
ABH ? 0

Métriques Finsler [Sabourau 2010] [Alvarez - Balacheff - Tzanev 2016]
AHT 2/7T 3/27T

La Table 1 résume les constantes optimales connues pour certaines classes de métriques.
Chacune des trois inégalités isystoliques presentées est en fait obtenue par réduction au
cas plat, ou I'inégalité était préalablement connue.
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Nous complétons ensuite le tableau avec le résultat suivant.

Theorem 1 ([Balacheff - S 2023]) Soit F' une métrique de Finsler réversible sur T?.
Alors on a linégalité isosystolique optimale suivante:

A (T F) > 7 sys”(T%, F) (3)

pour laquelle on a égalité si (T?, F) est obtenu comme le quotient de R* muni de la norme
infini ||-||, par Uaction par des translations de Z*.
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1 Courbes de Lorentz, de concentration et auto-calibration.

Nous considérons dans ce travail un contexte de régression classique dans lequel on a (i)
une variable aléatoire réponse Y a valeurs réelles et (ii) un ensemble de caractéristiques

Xi,...,X, regroupées dans un vecteur aléatoire X a valeurs dans R?. La structure de
dépendance a l'intérieur du vecteur aléatoire (Y, X1, ..., X,) est ici exploitée pour extraire
I'information contenue dans X a propos de Y. Soit

u(X) = E[Y[X]

I’espérance conditionnelle de Y sachant X et soit
m:RP - R
x — m(x)

un estimateur de E[Y|X = x]. On peut associer a cet estimateur m, deux courbes qui

seront importantes ici:
e la courbe de concentration de (X)) par rapport a m(X) définie par

E [u(X)I[(X) < F5'(a)]

a— CClu(X),m(X);a] = B[] , ae(0,1),
out F-" est la fonction quantile associée a m(X) et
e la courbe de Lorenz associée a m(X) définie par
a — LC[m(X); o] = CCIMm(X), m(X); o
_E [ﬁz(X)I[ﬁzA(X) < Fm_l(oz)ﬂ’ oc(0.)

B[m(X)]
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En assurance, L’estimateur m de la fonction de régression a pour objectif d’étre utilisée
comme un prime et il est donc naturel que la somme des primes correspondent le plus possi-
ble a la somme des pertes réelles. Ceci conduit naturellement au concept d’autocalibration.
L’estimateur m est dit auto-calibré si et seulement si

EY|m(X)=m]=m

pour tout m € R. Comme nous allons le décrire dans la prochaine Section, les courbes
de concentration et de Lorenz vont étre utilisée pour tester 'auto-calibration. Plus
précisément, nous fournissons ci-dessous un test fondé sur la comparaison de fonctions
aléatoires.

1.1 Procédure de test pour ’auto-calibration

Nous avons que
CClu(X), m(X); a] = LC[m(X); a]pour tout «

si et seulement si la version non-biaisée de m donnée par Myppiased (X ) = %ﬁl(X )
est auto-calibrée. Nous utilisons ci-dessous cette caractérisation en comparant des version
empirique des courbes de concentration et de Lorenz. Cette caractérisation de 'auto-
calibration via les courbes de performance nous permet de proposer une procédure de test
pour I'auto-calibration & partir de n copies i.i.d. (Y1, X1),..., (Y,, X,) de (Y, X). Plus

précisément, nous souhaitons tester I’hypothese nulle :

Ho : CClu(X), m(X); o] = LC[m(X); a] pour tout a € (0,1)
contre I’hypothese alternative :

Hy: CClu(X), m(X); a] # LC[m(X); ] pour un «a € (0, 1).

La procédure de test est donc naturellement basée sur la différence entre les versions
empiriques des courbes de Lorenz et de concentration, définies comme suit :

n

—_ 1

GOl(X), (X0l = = S v 1 (X)) < By (o] e (0.1,
et .
TC[(X):a] = % > X 1 [(X0) < Fyl)], o€ (0,1)

Plus précisément, ’hypothese nulle est rejetée pour de grandes valeurs de la statistique
de test suivante :
T = Supa6(0,1)|Tn<a>"
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ou

Ty(a) = v (CCl(X), (X); o] = LC[(X); a))

> Zn: (; _ %) I[(X;) < F'(a)]

i=1

On peut ensuite dériver le comportement assymptotique du processus 7T),(a). En
supposant que (Y;, m(X;)), i = 1,2,...,n, sont tels que : E[Y;] # 0, E[m(X,)] # 0,
E[m*(X;)] < oo et E[Y}?] < co. Alors sous 'hypothese nulle, T, («) converge vers un
processus gaussien de moyenne zero et de covariance

Clay, ag) = V' (ay, a9)B(ay, ag)v(ay, as).

avec (en supposant que toutes ces quantités existent et sont finies) :

Zi(0) = Y; I[(X,) < Fz'(@)] and Wi(a) = m(X,) [[A(X,) < F3'(a))
Y (aq, an) la matrice de covariance du vecteur aléatoire
(M(X3),Yi, Zi(an), Wilan), Zi(a), Wias))',

pour (o, ) € (0,1)2, et enfin
—ewlen) _elo) oo ool '
'U(O[l,OéQ) = _ew(nOLéZ) _ez(g‘Q) —1 —1 ’

¢, = E[Y], en = E[M(X))]. e.(a) = E[Z(a)] and e,(a) = E[Wi(a)]

La procédure de test rejette donc 'hypothese nulle si 7 > cg ol # est un niveau de con-
fiance fixé tel que Plsup,e(1)|Tn(a)| > cg] = B sous 'hypothese nulle. On ne peut pas
calculer cg car la distribution de (Y;, m(X;)) reste inconnue. Nous utilisons néanmoins
ce résultat pour fournir une procédure bootstrap.
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STRUCTURES REELLES SUR LES SURFACES DE HOPF
PRIMAIRES

ZAHRAA KHALED

RESUME. Le premier objectif est de donner une classification compléte (& bi-
holomorphismes Réels) des surfaces de Hopf primaires Réelles (H, s), et, pour
chaque paire de ce type, de décrire en détail le groupe Auty (H, s) des auto-
morphismes holomorphes Réels.

Notre deuxieme objectif est la classification des surfaces de Hopf primaires
Réelles a difféomorphismes équivariants, ce qui nous permettra de décrire ex-
plicitement dans chaque cas le lieu réel H(R) = H*® et le quotient H/{s).

Définition 0.1. Soit V un espace vectoriel réel. Une structure presque complexe
sur'V est un endomorphisme J € End(V), vérifiant J? = —idy .

Soit (V,J) un espace vectoriel réel muni d’une structure presque complexe. La
multiplication C x V' — V définie par

(x + iy).v = 2v + yJ(v)

donne une structure de C-espace vectoriel sur V. Réciproquement, si V' est un C-
espace vectoriel, alors 'endomorphisme J € Endr(V') défini par J(v) = v définit
une structure presque complexe. En conclusion

Remarque 0.2. Soit V un espace vectoriel réel. Les données suivantes sont équiva-
lentes :

(1) Une structure d’espace vectoriel complexe qui étend sa structure d’espace
vectoriel réel.

(2) Une structure presque compleze sur V.

Définition 0.3. Soit M wune variété différentiable réelle de dimension 2n. Une
structure presque complexe sur M est la donnée d’une application différentiable J,
qui & chaque point x € M associe une structure presque compleze J,, € End(T,M).
Une variété presque complexe est une paire (M, J), ot J est une structure presque
complexe sur M.

La condition de différentiabilité peut étre formulée de la maniére suivante :
une carte locale f : Uy — V§ < R?" induit une famille de champs tangents
(&1, ..., &an) sur Uy telle que pour tout x € Uy, la famille ({1 (), ...., &2n(2)) est une
base de T, Uy. En exprimant T, Uy dans cette base, on obtient une matrice carrée
J(z)e May, 20 (R). La différentiabilité de J est équivalente & la différentiabilité de
I’application

I o f™1: Vi — Moy on(R)

pour toute carte f de M.

Une question naturelle se pose : Soit (M, J) une variété presque complexe. Est ce
que J est associée a une structure complexe (donc & un atlas maximal holomorphe)
sur M ? La réponse est donnée dans le théoreme fondamental suivant :

1
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2 ZAHRAA KHALED

Théoréme 0.4. Soit (M,J) une variété presque complexe. La structure presque
complexe J est associée a une structure compleze (donc a un atlas mazximal holo-
morphe) sur M ssi le tenseur de Neijenhuis Ny : x(M) x x(M) — x(M) de J
définit par

N;(X,)Y)=2(JX,JY] - [X,Y] - J[X,JY] - J[JX,Y])
est nul. Dans ce cas, J est une structure presque compleze intégrable.

Ici on a noté par x(M) 'espace des champs tangents sur M, i.e. I'espace des
sections du fibré tangent Thy — M.

Réciproquement, on a :

Toute variété complexe (X, A) ou A est un atlas holomorphe maximal sur X est
naturellement munie d’une structure presque complexe sur X . En effet, soient x € X
et f: Uy — Ve A une carte de X tel que x € Uy . L’application tangente fy, :
T,X — C" induit une structure d’espace vectoriel complexe (donc une structure
presque complexe) sur 7, X qui ne dépend pas de choix de f.

Définition 0.5. Soient X, X' deux variétés complexes, et J, J' les structures
presque complexes associées.

(1) Une application ¢ : X — X' est dite holomorphe si Yz € X et Yv e T, X,
on a ¢x(J(v)) = J' (¢4 (v)).

(2) Une application ¢ : X — X' est dite anti-holomorphe si Vx € X et Vv €
T.X, on a ¢ (J(v)) = =J (¢4 (v)).

Soit X une variété complexe, et soit J la structure presque complexe holomorphe
(intégrable) sur sa variété différentiable sous-jacente X, définissant sa structure
complexe. On va noter par X la variété complexe définie par —.J. Remarquons que
la donnée d’un isomorphisme anti-holomorphe X — X est équivalente a la donnée
d’un biholomorphisme X — X.

On introduit maintenant la notion fondamentale de cette présentation :

Définition 0.6. Une structure Réelle sur X est une involution anti-holomorphe
sur X. Une variété complezre Réelle est une paire (X,s) composée d’une variété
compleze et d’une structure Réelle sur celle-ci.

Le lieu réel d’une variété complexe Réelle (X, s) est simplement le lieu five X° =
{x € X/s(x) =z} de sa structure Réelle.

Exemple 0.1. Comme exzemples des variétés complexes Réelles, on a

(1) C™ muni de la conjugaison compleze c.

(2) Pour la droite projective complexe P, nous avons deuz classes d’isomor-
phismes :

(a) PL muni de la structure Réelle standard ¢ : [Zo, Z1] — [Zo, Z1], donc
X(R) = PL est un cercle.

(b) P& muni de la structure Réelle quaternionique ¢ : [Zo, Z1] — [—Z1, Zo),
donc X(R) = &.
Définition 0.7. Soient (X, s), (Y, o) deux variétés complexes Réelles. Un isomor-
phisme (X, s) — (Y,0) est un biholomorphisme g : X — 'Y qui est compatible avec
la paire (s,0), i.e. tel que cog=gos.
Le probleme fondamental de la théorie est la classification des variétés complexes
Réelles a biholomorphismes Réels.

Le groupe des biholomorphismes Réels d’une variété complexe Réelle (X s) est
le sous-groupe

Aut(X,s) = {f: X — X| f est un biholomorphisme et fos = so f}
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du groupe de biholomorphismes Auty (X).

Les objectifs de cette présentation sont les suivants :

(O1) Donner une classification compléte des surfaces de Hopf primaires Réelles
(& biholomorphismes Réels) avec une description explicite de I’ensemble des
classes d’isomorphismes.

(O2) Décrire explicitement, pour toute surface de Hopf primaire Réelle (H, s), son
groupe des automorphismes holomorphes Réels Aut(H, s) < Auty,(H).

(03) Classifier topologiquement les surfaces de Hopf primaires Réelles et, pour
toute surface de Hopf primaire Réelle (H, s), décrire explicitement le lieu des
points fixes (réels) H*® et le quotient H /{s).

Pour (O1), rappelons tout d’abord que [BHPV] :

Définition 0.8. Une surface de Hopf primaire est une surface complexe compacte
H dont le revétement universel est biholomorphe a W == C?\{0} et dont le groupe
fondamental est isomorphe a Z.

D’aprés un théoreme fondamental de Kodaira [Kol], il en résulte que toute sur-
face de Hopf primaire est biholomorphe & W /{f) ol f est un biholomorphisme de
la forme

fz,w) = (az + 2", fw)
ou
0<lal <8l <1, neN, Na-p3")=0.

Si les coefficients de f sont réels, la conjugaison standard ¢ : W — W induit
évidemment une structure Réelle sur Hy. Nous verrons qu’il existe des classes
intéressantes des surfaces de Hopf primaires Réelles qui ne sont pas de ce type.
De plus, il existe des surfaces de Hopf primaires Réelles définies par des contrac-
tions holomorphes f dont les coefficients ne sont pas réels.

Remarquons tout d’abord que le théoreme de Kodaira ne donne pas une clas-
sification précise des surfaces de Hopf primaires, car il n’est pas clair sous quelles
conditions les surfaces associées & deux 4-uplets (a, 8, \,n), (o/, ', N, n’) comme
ci-dessus sont biholomorphes.

D’apreés [We], nous introduisons cinq classes de contractions holomorphes :

{0 () v
IIlz{f W W|f<) ( ) reN>2,0<|6|<1},

Haz{f W — W|f<z> ( ”w) reN>2,0<|6|<1}, (1)
el () - () o).

I, = {f W — W|f<> ((‘5";) %i'gﬂjll,a;éé*weN}.

L’application
IVOIITuIl, oIl ull. > f— [Hf] (2)

qui associe a une contraction holomorphe f la classe de biholomorphisme de la
surface de Hopf correspondante Hy est surjective, mais pas injective. En effet, les
contractions f, f’ € II. associées aux paires («,0d), (o/,¢") = (4,a) sont biholo-
morphes. Notez que cette exception & 'injectivité n’est pas mentionnée dans [We].
En fait, dans [We|, la classe I, est définie en imposant la condition |a| < |4].
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Malheureusement, avec cette définition restrictive de I1., on perd la surjectivité de
Uapplication (2), car les types de biholomorphismes des surfaces de Hopf associées
aux paires («, d) satisfaisant

O<|al=10l<1, a#d6 VreN (3)

n’appartiennent pas a son image. Cette remarque est importante pour nos buts, car
c’est précisément dans la sous-classe de I, définie dans (3) - la sous-classe omise
dans [We] - que nous trouverons des contractions f pour lesquelles Hy admet des
structures Réelles bien que les coefficients de f ne sont pas réels.

Notre premiere étape dans la classification des structures Réelles sur les surfaces
de Hopf primaires est de les diviser en deux classes : une structure Réelle ¢ sur Hy
sera appelée paire (impaire) si elle admet un relevé bW — W tel que ¢? = idy
(respectivement ¢? = f).

En ce qui concerne (02), nous donnerons des descriptions explicites du groupe
des automorphismes Aut(X, s) de toutes les surfaces de Hopf primaires Réelles. Par
exemple, lorsque f € IV avec un coefficient négatif o, nous obtenons Aut(Hy,ss) ~
Spin©(3), ou 57 désigne la structure Réelle impaire canonique sur Hy.

Nos résultats pour 'objectif (O3) donnent une classification différentielle complete
des surfaces de Hopf primaires Réelles. Le résultat final est le suivant :
— Toute surface de Hopf primaire Réelle paire (X,s) est difféomorphe d’une
maniere équivariante soit a

(81 x 82, (¢, (w,0)) = (¢, (a, ),
soit a
(8" x 8%, (¢ (w,0)) = (¢, (@, Cv))).
— Toute surface de Hopf primaire Réelle impaire (X, s) est difféomorphe d’une
maniere équivariante a

(8" x $%,(¢, 2) = (—¢, 2)).

L’idée principale de la démonstration de ce résultat de classification est la sui-
vante : pour une contraction f € IV u IIl v II, u Il, u Il. avec des coeffi-
cients réels et des coeflicients diagonaux positifs, nous construisons un groupe de
diffSomorphismes & 1-parametre (f!);cr de W agissant librement sur W de telle
sorte que f = f1. De plus, nous construisons également une sous-variété compacte
¥ < W de dimension 3 qui est transversale aux trajectoires de ce groupe et peut
étre identifiée & S? via un difféomorphisme qui commute avec la conjugaison et les
involutions (z,w) — (+z, tw).

Enfin, nous montrons que :

— Le lieu réel X® d’une surface de Hopf primaire Réelle paire (X, s) est soit un
tore, soit une bouteille de Klein, tandis que le lieu réel d’une surface de Hopf
primaire Réelle impaire est toujours vide.

— Le quotient X /{s) associé a une surface de Hopf primaire Réelle (X, s) est
toujours homéomorphe & S! x S3, et nous décrivons la position du lieu des
points fixes X* dans ce quotient.

D’apres le théoreme équivariante de la tranche, pour toute surface complexe
Réelle (X, s), le quotient X /{s) est une variété topologique de dimension 4.
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Résumé. Les représentations en string C-groups sont des paires constituées d’un
groupe et d'une séquence de ses générateurs (dont la longueur est appelée rang) satis-
faisant certaines propriétés que nous définirons précisément. Comme nous le verrons,
pour un groupe donné, ces représentations sont en correspondance directe avec les poly-
topes abstraits réguliers (abstractions des polytopes convexes, riches en symétries) dont
le groupe en question est le groupe d’automorphismes. Déterminer une représentation en
string C-group d’un groupe donné, c’est donc en spécifier I’action sur un objet géometrique
et en déterminer une présentation.

La recherche de ces représentations des groupes symétriques a commencé en 20006,
avec des avancées nettement accélérées depuis 2010, particulierement au niveau des rangs
élevés.

Nous présentons ici des manipulations possibles sur les graphes de permutations des
groupes symétriques représentés comme string C-groups (appelés graphes CPR). Ces ma-
nipulations permettent d’obtenir de nouvelles représentations en string C-groups a partir
de représentations connues.

Mots-clés. Polytopes abstraits réguliers, string C-group representations, groupes de
permutations, groupes symétriques, graphes CPR
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1 Prérequis

1.1 Polytopes abstraits réguliers

Un n-polytope abstrait est un ensemble partiellement ordonné (P, <) possédant quatre
propriétés (P1), (P2), (P3) and (P4) telles qu’explicitées ci-dessous. On nommera les
éléments de P faces. Pour deux faces F' et G de P tells que F' < G, on définira également
la section G/F comme étant I’ensemble des faces H de P telles que F' < H < G. Notons
que chaque section d’un polytope abstrait est en elle-méme un polytope abstrait.

(P1) P a deux faces impropres : une plus petite face F'_; de rang —1 et une plus grande
face F), de rang n.

(P2) Chaque drapeau (a savoir sous-ensemble totalement ordonné maximal) de P contient
n + 2 faces (en incluant les deux faces impropres).

(P3) P est fortement conneze, c¢’est-a-dire que chaque section de P (y compris P lui-
méme) est connexe (dans le sens donné ci-dessous).

(P4) P satisfait la condition diamant, autrement dit : pour toute paire de faces (F,G)
de P telle que F' < G et rang(G) = rang(F) + 2, il y a exactement deux faces H, H' telles
que F<H<Get F<H <G.

Un ensemble partiellement ordonné P de rang d possédant les propriétés (P1) et (P2)
est dit connexe si d < 1 ou si d > 2 et pour toutes faces propres F' et GG de P, il existe
une suite de faces propres F' = Hy, Hy,--- ,Hi_1, H, = G telle que H; < H;y; pour
ie{0,1,--- k—1}.

Un polytope abstrait est dit régulier lorsque son groupe d’automorphismes est transitif
sur ses drapeaux.

1.2 Représentations en string C-groups

Soit G un groupe de permutations. Une représentation en string C-group de rang r de
G est une paire (G,S), ou S = {po, ..., pr—1} est un ensemble d’involutions (c’est-a-dire
élément d’ordre deux) génératrices de G de cardinalité r, satisfaisant les deux propriétés
suivantes :

(SP) La propriété string, & savoir que (p;p;)? = lg pour tous i,j € {0,1,...,n — 1} tels
que | i—j|>2;

(IP) La propriété d’intersection, a savoir que (p; |t € )N (p; | j € J) = (pr | k € INJ)
pour tous 7, J C {0,1,....,n — 1}.
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On notera souvent Gy, pour (p; | i # k) et Gy pour (p; | i # k,1).

Comme démontré par McMullen et Schulte (2002), les réprésentations en string C-
group de GG sont en correspondence bijective avec les polytopes abstraits réguliers dont G
est le groupe d’automorphismes. Rechercher les polytopes abstraits réguliers dont G est
le groupe d’automorphismes revient donc a lister ses représentations en string C-group.

1.3 Graphes CPR

Tout groupe fini peut étre vu comme groupe de permutations. On peut donc considérer
un ensemble fini non-vide 2 (de cardinalité n) sur lequel G agit comme groupe de per-
mutations. Lorsque G posséde un ensemble d’involutions génératrices {py, ..., pr—1}, nous
pouvons construire un graphe simple non-orienté possedant n sommets, un pour chaque
élément de (2, et une aréte d’indice i € {0, ...,r — 1} entre les sommets représentant les
éléments a et b de Q2 lorsque p;(a) = b (et donc, a fortiori, p;(b) = a).

Lorsque (G, {po, ..., pr—1}) s’avere étre un string C-group, le graphe de représentation
permutante décrit ci-dessus est appelé graphe CPR.

Le lemme suivant de Pellicer (2008), indiquant la forme générale d'un graphe CPR,
est relativement intuitif sur base de la propriété string :

Lemme. Toutes les composantes connezxes du sous-graphe d’un graphe CPR G induites
par les arétes de labels i et j pour |i — j| > 2 (c’est-d-dire de labels © et j ou p; et p;
commutent) sont d’une des formes suivantes: un sommet isolé, une aréte isolée, une
double aréte isolée ou un carré alterné.

2 De la complexité de la réduction de rang

Brooksbank et Leemans (2019) ont démontré le théoreme de réduction de rang suivant,
permettant d’obtenir un représentation en string C-group de rang r — 1 de tout groupe G
a partir de I'une de ses représentation de rang r.

Théoréme. (Théoréme de réduction de rang) Soit (G,{po, p1, ..., pr—1}) un string C-group
de rang r > 4 tel que deux générateurs adjacents ne commutent jamais. Si psps a ordre
impair alors (G,{p1, pop2, P3, -, Pr—1}) est un string C-group de rang r — 1.

Il apparait, comme nous le verrons, que la procédure inverse d’augmentation de rang
est complexe. Nous donnerons quelques exemples illustrant les difficultés qui peuvent
étre rencontrées et justifierons donc des hypotheses du théoreme suivant, permettant
d’augmenter le rang de certaines représentations en string C-group du groupe symétrique
du rang 3 vers le rang 4.

Théoréeme. Soient n > 5 et I' = S, la représentation permutante canonique de S, sur
n points. Soit (I, {po, p1,p2}) une représentation en string C-group de rang 3 du groupe
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symétrique I et soit G son graphe CPR. Supposons que py n’est pas une transposition.
Soit G' le graphe de représentation permutante obtenu en remplacant, dans G, une aréte
1 qui n’est adjacente d aucune aréte 2 par une aréte (—1). Soit (I',{p_1, po, p1,p2}) le
groupe représenté par G' (ot p_1p1 = p1). Supposons que les orbites de I'_y 5 sont de
tailles au plus 3 et supposons, de plus, que ['une de ces trois propositions est satisfaite :

1. Ty a une orbite de taille 4 et I' _y agit imprimitivement sur les composantes connexes
de G_1 qui contiennent plus d’une composante connexe de G_1 o sur 3 sommets;

2. T'y a une orbite de taille 5, py, p1 et p2 sont toutes des permutations paires et I'_y agit
imprimitivement sur les composantes connexes de G_1 qui contiennent plus d’une
composante connexe de G_1 9 sur 3 sommets;

3. T'y a une orbite de taille 6.

Alors (T, {p_1, po, p1, p2}) est une représentation en string C-group de S,.

3 Composer deux graphes CPR pour un former un
nouveau, état actuel de notre recherche

L’article de Cameron, Leemans et Fernandes (2022) propose une liste de graphes de
permutations possibles pour les groupes symétriques. Leurs profils, ainsi qu'une analyse
empirique a 'aide de MAGMA (Bosma , Cannon et Playoust (1997)), un logiciel de calcul
compatible avec les banques de données de représentations en string C-groups existantes,
nous ont permis de rédiger la conjecture et le théoreme suivants, présentant deux manieres
de composer des graphes CPR entre eux :

Conjecture. Soit 1 > 2. Soit G un graphe CPR

0 1 -3 -2 -1 1
o O----0

o g

ou G est un sous-graphe de G qui, lorsqu’il n’est pas réduit da un seul sommet, n’a que des
arétes de labels au moins 1.

Alors
017” -3 -2 -1 zo G
EEUEE R
O—O0—O---
0 1 -8 i-2
4
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est un graphe CPR.

Théoréme. 57

A g

O—0 g’
et

By

O O g/l

sont des graphes CPR tels que G' et G" en sont des sous-graphes dont toutes les arétes
(s’ils en ont) ont labels au moins 1.
Alors identifier A a B et relabelliser les arétes du premier graphe en transformant tout |
en —(I 4+ 1) donne un graphe CPR.

g/ O—O—O g//

Nous donnerons quelques exemples et les grandes lignes de la démonstration de la seconde
proposition.
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ENSEMBLES K-SPECTRAUX ET INEGALITES DE TYPE
KREISS
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Résumé. Introduits par von Neumann en 1951, les ensembles K-spectraux permettent
d’estimer la norme des fonctions de matrices grace au supremum de ces fonctions. Au
cours de cet exposé, je parlerai d’exemples classiques d’ensembles K-spectraux et du role
que joue la constante de Kreiss dans I’étude des ensembles K-spectraux.

Mots-clés. Ensembles K-spectraux, constante de Kreiss.

Abstract. Introduced by von Neumann in 1951, K-spectral sets allow us to estimate
the norm of the functions of matrices with the help of the sup norm of these functions.
In this presentation, I will talk about classical examples of K-spectral sets and the role
that the Kreiss constant plays in the study of K-spectral sets.

Keywords. K-spectral sets, Kreiss constant.

Estimer la norme des fonctions de matrices ou opérateurs joue un role essentiel dans de

nombreux domaines des Mathématiques pures et appliquées, tels que 1’Algebre Linéaire
(numérique), I’Analyse Fonctionnelle et 1’Analyse Numérique. Pour les opérateurs nor-
maux, le spectre fournit de précieuses informations sur la norme du calcul fonctionnel.
Cependant, la situation est tres différente pour les opérateurs non normaux.
Introduits par von Neumann en 1951, les ensembles K-spectraux permettent d’estimer la
norme des fonctions de matrices grace au supremum de ces fonctions. Précisément, on
dira qu'un ensemble Q C C est un ensemble K-spectral pour une matrice 1" si o(T') C Q
et si pour toute fonction rationnelle f bornée sur €2, on a

I£(D)] < Ksup|£(2)|.

Lorsque cette égalité est vraie pour K = 1, on dira simplement que €2 est un ensemble
spectral pour T

Un exemple tres classique d’ensemble spectral est fourni par I'inégalité de von Neumann
qui stipule que si une matrice T est une contraction (i.e. ||T|| < 1), alors pour tout
polynéme p, on a
[p(T)|| < sup[p(2)].
2€D
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Autrement dit, D est un ensemble spectral pour toute matrice de contraction (et plus
généralement pour toute contraction agissant sur un espace de Hilbert). Plus générale-
ment, on sait que I est un ensemble 2-spectral pour une matrice 7 dés que son image
numérique, définie par W(T) = {(Tz,z), ||z|| = 1}, satisfait W(T) C D. Ce résultat est
une conséquence de deux résultats: un théoreme de dilatation de Berger et d’une con-
séquence directe d'un résultat d’Okubo et Ando.
Lorsque le disque unité est un ensemble K-spectral pour une matrice ou un opérateur
T, il est assez simple de constater que T' va satisfaire deux propriétés: T est a puissance
bornée, c’est-a-dire sup,,~ ||7"]] < oo et T" est Kreiss bornée, c’est-a-dire que sa constante
de Kreiss, définie par
Kr(D) = sup (jw| = 1)[|(wl = T)7"],
Jw|>1
vérifie 7 (D) < oo. En 1962, Kreiss a montré que, pour une matrice, ces deux propriétés
sont en fait équivalentes. Une estimation entre le suprémum des puissances et la constante
de Kreiss peut étre déduite de la preuve de Kreiss et celle-ci a été améliorée au cours des
années qui ont suivi jusqu’a donner celle qu’on connait sous le nom de théoréeme matriciel
de Kreiss dii a Spijker. Cette derniere stipule que pour une matrice T de taille N x N,
on a
Kr(D) < sup||T"|| < eNKr(D).
n>0
En 2005, Vitse a montré que, dans le cas matriciel, une matrice Kreiss bornée avait
toujours le disque comme ensemble K-spectral en montrant que pour une matrice 7' Kreiss
bornée de taille N x N et pour toute fonction f € A(D), on a que

1T < 25K () sup £ (2)]

zeD

Mais qu’en est-il pour des domaines généraux?

Une généralisation géométrique naturelle de la constante de Kreiss pour un domaine €2
est définie par
Kr(Q) = supdist(z,Q)||(z —T)7!|.
2¢Q

Il est facile de voir que si Q est un ensemble K-spectral pour T, alors Kr(2) < oc.
Etant donné que dans le cas ol 2 est un disque, cette condition implique qu’il s’agit d'un
ensemble K-spectral pour la matrice T, il est naturel de se poser la question suivante:
Sous quelle(s) condition(s) sur € a-t-on que pour toute matrice T telle que K7 () < oo,
il existe une constante K telle que €2 soit K-spectral pour 77

Dans un papier publié en 1999, Toh et Trefethen ont obtenu des estimations sur les
polynémes similaire au théoreme de Kreiss mais faisant apparaitre le degré des polynoémes
dans la majoration. Dans un article publié en 2022, j’ai obtenu une inégalité similaire
a celle de Toh et Trefethen pour les fonctions rationnelles. Précisément, si 00 est C2, il
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existe une constante Cq ne dépendant que de 2 telle que pour toute fonctions rationnelles
f bornée sur €2, on a que

1£(T)] < (14 deg f)CaKr(2) sup | f].

Bien que cela ne permet pas de déduire que €2 est K-spectral pour une matrice 7', une
adaptation de la méthode pour pour l'obtenir permet de montrer que, sous certaines
conditions supplémentaires sur €2, une inégalité de la méme forme est vérifiée ou le terme
(1+deg f) est remplacé par la taille de la matrice. Précisément, sous certaines conditions
supplémentaires sur Q, il existe une constante Cq telle que, pour toute fonction f €
H*>(Q) et toutes matrices 7' € My(C), on a

IF(T)] < NCakr(Q) sup | f1.

Je terminerai mon exposé par expliquer brievement comment les obtenir, quelles adap-
tations faire pour obtenir la derniere inégalité ainsi que les contraintes sur ) que cela
donne.
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Résumé. Dans cet exposé, nous étudions la compactification conforme de ’espace
de super Minkowski, qui est une généralisation du cas usuel de compactification con-
forme de Minkowski. Nous proposons une décomposition de ce super espace compactifié
en sous-espaces invariants sous l'action du groupe de super Poincaré. Ceci menera a
une description géométrique du “super infini nul” comme sous-espace du bord de super
Minkowski.

Mots-clés. Physique mathématique, géométrie asymptotique, supergéométrie

Abstract. In this talk, we review the conformal compactification for the super
Minkowski space, which is a generalisation of the usual case of the conformal compact-
ification of Minkowski. We propose a decomposition of the compactified superspace in
subspaces invariant under the action of the super Poincaré group. This will lead to a
geometric description of the super null infinity as a subspace of the boundary of super
Minkowski.

Keywords. Mathematical physics, asymptotic geometry, supergeometry

1 Résumé long de la communication

Depuis les travaux précurseurs de R. Penrose (1963), I'holographie est un concept qui a
pris une place tres importante en physique théorique. Le cas des espaces-temps asympto-
tiquement plats est particulierement intéressant & étudier puisqu’il permet de modéliser
toutes sortes de phénomenes physiques, comme les systeémes isolés. L’idée tres générale
de I’holographie est d’obtenir des informations sur I’espace-temps a partir de 1’étude du
“bord” de celui-ci. Une maniere efficace de travailler sur ce “bord” est de réaliser une
compactification conforme de 'espace-temps, permettant ainsi de traiter I'infini comme
un simple sous-espace de 'espace compactifié. Un sous-ensemble de ce bord est appelé
infini de genre lumiere, c¢’est une hypersurface nulle de la variété compactifiée, appellé 7.

Il a été montré dans un article de Bondi, Van der Burg, Metzner (1962) et Sachs
(1962) que le groupe de symétries asymptotique de tels espaces était un groupe infini

1
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dimensionnel, contenant le groupe de Poincaré, qui fut des lors nommé groupe BMS. Plus
récemment, le groupe BMS a été réalisé dans un contexte plus géométrique par Duval,
Gibbons et Horvathy (2014), ce qui lui a redonné une certaine popularité en physique.
En effet, le groupe BMS peut également étre vu comme le groupe d’automorphismes de
la structure géométrique a l'infini null.

D’autre part, le réle important de la supersymétrie en physique n’est plus a prouver.
En théorie quantique des champs, les champs de Fermi obéissent non pas a des regles de
commutation mais d’anticommutation, nécessitant I'introduction d’éléments de 1’algebre
de Grassmann.

L’étude de la géométrie des espaces supersymétriques, la supergéométrie, a été devel-
oppée en mathématiques par exemple par F. A. Berezin (1987), B. De Witt (1992) ou
encore Yu. Manin (1988). La subtilité de la supergéométrie en fait un sujet difficile a
appliquer en pratique.

Il nous semble donc naturel, pour des raisons physiques et géométriques, d’essayer
de généraliser les travaux sur les espaces asymptotiquement plats dans un contexte su-
pergéométrique, et de voir jusqu’otl nos intuitions du cas usuel peuvent étre étendues au
cas supersymétrique.

Pour cela et pour faire le lien avec les applications physiques, nous commencgons par
construire des exemples concrets de super-espaces asymptotiquement plats. Le cas de
'espace de super-Minkowski en quatre dimensions M3V est traité. Une définition de la
compactification conforme de super-Minkowski est proposée, en accord avec par exemple
Yu. Manin (1988). Cette définition généralise la définition de la compactification conforme
de (la complexification de) Minkowski en termes de twisteurs.

Nous avons décomposé cette compactification de super-Minkowski en sous-espaces in-
variants sous le groupe de super Poincaré. Cela permet de repérer le candidat pour une
généralisation supersymétrique naturelle de .#, vu comme hypersurface de la compact-
ification et invariante sous super Poincaré. Une description de super .# comme espace
homogene pour super Poicaré est également obtenue et permet d’aborder cette partie du
bord de facon géométrique.

D’autre part, notons que certains travaux de Awada, Gibbons et Shaw (1986) existent
déja sur la généralisation super symétrique de BMS. Il s’agirait de retrouver ces résultats
par des considérations plus globales de géométrie, et en commencant par des exemples
concrets, en étudiant la supergéométrie sur ce super .. Ceci fait partie d’'un travail
toujours en cours actuellement.
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Résumé. Sur base d’'un échantillon aléatoire elliptique p-dimensionnel de matrice de
forme V,,, on considére le probléme testant 'hypothése nulle Hy : @ = 0y contre la contre-
hypothése H; : 0 # 6, ou 6 est le « premier » vecteur propre de la matrice de forme V,,
et @y est un p-vecteur unitaire fixé. Nous montrons que le test des rangs signés, obtenu par
Hallin, Paindaveine et Verdebout (2010) pour les vecteurs propres, s’avére plus performant
que le test pseudo-gaussien classique, méme dans des conditions d’identifiabilité faible de 6.
Plus précisément, méme lorsque le rapport des deux plus grandes valeurs propres A, /A2 de
V,, converge vers un, le test basé sur les rangs de van der Waerden domine uniformément le
test pseudo-gaussien sous I’hypotheése d’ellipticité. Pour obtenir nos résultats, nous dérivons
des résultats généraux pour le comportement asymptotique du rapport de vraisemblances de
tableaux triangulaires d’observations et fournissons une représentation asymptotique de la
statistique du test des rangs signés sous faible identifiabilité. Nos résultats sont confirmés par
des simulations de Monte-Carlo.

Mots-clés. Densités elliptiques, normalité locale asymptotique, rangs et signes multiva-
riés, analyse en composantes principales, matrices de diffusion a pointes, matrices de forme
a pointes, faible identifiabilité.

Abstract. On the basis of a p-dimensional elliptical random sample with shape ma-
trix V,,, we consider the problem of testing the null hypothesis Hy : 8 = 6, against the
alternative H; : @ # 0y, where 0 is the “first” eigenvector of the shape matrix V,, and 6 is
a fixed unit p-vector. We show that the signed-rank test, obtained by Hallin, Paindaveine
and Verdebout (2010) for the eigenvectors, outperforms classical pseudo-Gaussian tests even
under weak identifiability of 8. More precisely, even if the ratio of the two largest eigenvalues
An1/An2 of 'V, converges to one, the van der Waerden rank test uniformly dominates the
pseudo-Gaussian test under the assumption of ellipticity. To obtain our results, we derive
general results for the asymptotic behavior of likelihood ratio of triangular arrays of obser-
vations and provide an asymptotic representation of signed-rank test statistics under weak
identifiability. Our results are confirmed by Monte-Carlo simulations.

Keywords. Elliptical densities, local asymptotic normality, multivariate ranks and signs,
principal component analysis, spiked scatter matrices, spiked shape matrices, weak identifia-
bility.
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1 Objectifs et résultats de la communication

L’un des outils statistiques les plus largement utilisés dans ’analyse statistique multi-
variée est 'analyse en composantes principales (ACP) dont I'objectif est la réduction de la
dimension d'un p-vecteur aléatoire X en le projetant dans un nouvel espace de dimension
inférieure. Cette projection géométrique permet de représenter les données de maniére plus
compacte, ce qui est essentiel pour la visualisation et la compréhension. Cette réduction de la
dimension de X s’effectue tout en préservant ’essentiel de sa variabilité totale, typiquement
capturée dans la matrice de covariance. Soit ¥, la matrice de covariance de X admettant
la décomposition spectrale X.,, = prl)\ 0, 0' (A1 > Ay > -+ > )\,). La j° composante
principale est 0;»X et est de variance \;. Les Composantes principales obtenues par ’ACP
sont linéairement indépendantes et orthogonales les unes aux autres. Géométriquement, cela
signifie qu’elles forment un ensemble d’axes principaux perpendiculaires dans I'espace des
composantes principales. La matrice ¥.,, étant généralement inconnue dans la pratique, il
est naturel d’effectuer de l'inférence sur celle-ci, et plus particuliérement sur ses vecteurs
propres.

Bien que les problémes d’inférence traditionnels s’expriment & partir de la matrice de
covariance .., ceux-ci peuvent s’étendre naturellement & des modéles elliptiques arbitraires
caractérisés par un vecteur de position g € RP, un paramétre d’échelle o € Ry, une matrice
réelle de taille p x p symétrique définie positive V appelée matrice de forme, et une densité
radiale standardisée f,. Lorsque cette densité elliptique admet des moments finis d’ordre deux,
la matrice de forme V et la matrice de covariance ¥, sont proportionnelles et partagent
donc la méme collection de vecteurs propres ainsi, qu’a un facteur positif prés, la méme
collection de valeurs propres.

Notre intérét réside plus précisément ici dans le probléme de tester 'hypothése nulle
Ho : 6 = 0, contre la contre-hypothése Hy : @ = 0, , ot §y est un vecteur unitaire fixé de RP.
Ce probléme a été traité par Hallin, Paindaveine et Verdebout (2010) sur base d’un n-uple
Xy, ..., X, de p-vecteurs elliptiques de position g et de matrice de forme V. Plus précisément,
en notant Z; ;= V~/2(X;—pu) la version sphérique de X; (A'/2 représente la racine symétrique
définie positive de la matrice symétrique définie positive A), par U; = U;(u, V) := Z;/||Z;]|
les signes multivariés correspondants et par R™ = R™ (4, V) les rangs des normes ||Z;],
i=1,...,n, le test basé sur les rangs de Hallin, Paindaveine et Verdebout (2010) (b () rejette

I'’hypotheése nulle (au niveau asymptotique «) lorsque

p
n npp+2 n
o = > @sie )
Jj=

dépasse le quantile supérieur d’ordre av de la distribution chi-carré a (p—1) degrés de liberté,
ot Jp(K) est une constante de normalisation, 8; représente un estimateur contraint du j°
vecteur propre de V et la matrice de covariance de rangs signés est de la forme

(n)
) ._ o :
Sk = E 1: (n+1>UiUiv
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avec K : (0,1) — R une fonction de score, et U; = Uy(i, V) et R™ = R™ (i1, V) sont
calculés a partir d’estimateurs appropriés i et V de p et V. En plus d’étre robuste en termes
de validité, Hallin, Paindaveine et Verdebout (2010) ont montré que ce test est, pour une
fonction de score bien particuliere K = Ky, , localement et asymptotiquement optimal au sens
de Le Cam) sous toute densité radiale réguliére f.

Notre objectif est I’étude des propriétés asymptotiques de ce test dans un contexte
d’identifiabilité faible introduit par Paindaveine, Remy et Verdebout (2020), en ce sens que le
premier vecteur propre @ n’est pas correctement identifié a la limite. En d’autres termes, nous
considérons un cadre asymptotique non standard dans lequel les valeurs propres peuvent dé-
pendre de n et oul A,1 /A\n2 converge vers 1 lorsque n diverge vers U'infini. Nous nous limitons
aux spectres de la forme \,; > A\,2 = ... = ), en considérant des tableaux triangulaires
d’observations a symétrie elliptique X,,;, i =1,...,n,n=1,2,..., 00 X,1, ..., X,, forment
un n-uple de p-vecteurs aléatoires mutuellement indépendants issu d’une distribution ellip-
tique caractérisée par un parameétre de position g, une matrice de forme définie positive

V, = (1 +7r,0)"YP(1, 4 r,000'),

ol v est un nombre réel positif, (r,,) est une suite réelle positive bornée, I, désigne la matrice
identité de dimension ¢ et pour une certaine fonction f;. Les valeurs propres de la matrice
de forme V,, sont alors \,; = (1 + 7,v)®~Y/P (de vecteur propre correspondant 8) et \,; =
= Appv, = (14 rnv)_l/ P (I'espace propre correspondant étant le complément orthogonal
de 6§ dans RP). Lorsque r,, = 1, le rapport des deux premiéres valeurs propres valant 1 + v,
le premier vecteur propre reste bien identifié a la limite. Il en est de méme dans le cas plus
général ou r, reste éloigné de 0 quand n diverge vers 'infini. Par contre, si la suite r,, converge
vers zéro lorsque n diverge vers l'infini, le premier vecteur propre @ n’est plus correctement
identifié a la limite. Ce concept d’identifiabilité faible rend donc le probléme de test consistant
a tester 7—[6”) . 9 = 6, contre H\" : 8 = 6, de plus en plus difficile lorsque n diverge vers
I'infini.

Dans un premier temps, nous construisons un résultat de représentation asymptotique de
la statistique du test des rangs signés ¢§?) de Hallin, Paindaveine et Verdebout (2010), valable

sous faible identifiabilité du paramétre @ qui simplifie grandement I’étude du comportement
asymptotique de ce test sous faible identifiabilité. A partir de ce résultat, nous montrons que
le test des rangs signés ¢§?) est robuste en termes de validité a 'identifiabilité faible en ce

sens qu’il respectera asymptotiquement la contrainte de niveau nominal dans des scénarios
arbitrairement proches du cas sphérique, sans aucune hypothése requise sur la densité sous-
jacente au-dela de Dellipticité.

Dans un second temps, nous souhaitons étudier des propriétés d’optimalité sur le test basé
sur les rangs gf)g?) de Hallin, Paindaveine et Verdebout (2010). Dans ce sens, nous construi-

sons un résultat général sur le comportement asymptotique du rapport de vraisemblances
dans une configuration de tableaux triangulaires. En particulier, nous généralisons un résul-
tat bien connu dans Van der Vaart (1998) aux tableaux triangulaires d’observations a savoir
que la différentiabilité en moyenne quadratique d’une suite d’expériences implique que cette
méme suite est localement et asymptotiquement normale. Cette généralisation aux tableaux
triangulaires nous permet par suite de dériver le comportement asymptotique du rapport de

3
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vraisemblances elliptiques (avec une potentielle identifiabilité faible) et d’obtenir le compor-

tement asymptotique du test basé sur les rangs sous des alternatives locales. On montre ainsi

que ce test bénéficie encore de fortes propriétés d’optimalité sous faible identifiabilité.
Finalement, nous comparons le test basé sur les rangs gb%) au test pseudo-gaussien clas-

sique obtenu par Hallin, Paindaveine et Verdebout (2010) en calculant efficacité relative
asymptotique du test basé sur les rangs par rapport au test pseudo-gaussien. On montre que
celle-ci n’est pas impactée par 'identifibialité faible de 6.

Les différents résultats obtenus sont finalement illustrés a travers plusieurs exercices de
Monte-Carlo.
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Résumé. Cet exposé aborde la thématique des probléemes inverses dans un cadre
multiéchelle. Pour un probleme donné, on se propose de reconstruire certaines grandeurs
caractéristiques du point de vue de ’homogénéisation (coefficient homogénéisé, correcteur,
etc.) a partir de la connaissance des solutions du-dit probleme. Notre méthode s’affranchit
des hypotheses classiques de I’homogénéisation qui peuvent étre restrictives en pratique
(la périodicité par exemple), et est valide dans des cas plus généraux, y compris en dehors
du cas limite ou les échelles sont tres séparées. Dans un premier temps, on justifiera
théoriquement cette méthode, puis nous l'illustrerons avec des résultats numériques.

Mots-clés. Probleme Inverse, Homogénéisation, Approximations Grossieres

1 Positionnement du probleme

Cet exposé aborde la thématique des problemes inverses dans un cadre multiéchelle. Con-
sidérons ’équation de Schrodinger suivante :

—Au, +V.u. = f dans €, ue = 0 sur 09, (1)

avec un potentiel hautement oscillant V. = %V (g) (dérivant d'un potentiel originel V')
c’est a dire un potentiel dont la distance caractéristique d’évolution est petite.

Dans le cas ou ce potentiel V' est périodique et a moyenne nulle, la théorie de
’homogénéisation (voir Bensoussan-Lions-Papanicolaou (1978)) indique que la limite ho-
mogénéisée du probleme (1) est encore une équation de Schrodinger :

—Au, + Viu, = f dans €, u, =0 sur oS, (2)

avec un potentiel homogénéisé V, constant, qui peut se calculer en fonction du poten-
tiel périodique du probleme de départ et d’un correcteur (comme il est classique en ho-
mogénéisation).
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Au cours de cet exposé, notre objectif est de développer une méthode, utilisant des
solutions du probléme oscillant (1) pour plusieurs seconds membres, afin de définir le
potentiel effectif constant permettant d’approcher au mieux le probleme oscillant. Cette
méthodologie est inspirée du résultat d’homogénéisation ci-dessus, ainsi que de résultats
préliminaires (voir Le Bris-Legoll-Li (2013)). Il s’agit de calculer une approximation de
V, sans utiliser les ingrédients classiques de I'homogénéisation (qui repose souvent sur des
hypotheses géométriques sur le potentiel, comme la périodicité) qui peuvent étre restric-
tives en pratique. Du fait que la stratégie ainsi développée ne fasse pas appel aux outils
usuels de I'homogénéisation, nous montrerons qu’elle possede un champ d’applications
tres large.

Notre approche, qui est donc reliée a la problématique des problemes inverses en
présence d’échelles multiples, se traduit sous la forme d’un probleme d’optimisation (voir
section 2). Les liens entre le meilleur potentiel effectif constant obtenu par notre approche
et le potentiel homogénéisé V, sont étudiés (voir section 3). Nous présentons également
une démarche permettant, une fois une bonne approximation de V, calculée, de récupérer
une bonne approximation du correcteur. Notre présentation sera illustrée par des résultats
numériques (voir section 4).

Des nombreuses extensions de ces travaux (non abordées dans cet exposé) sont envis-
ageables : question de sensibilité aux données, choix des espaces d’approximations pour
les grandeurs considérées, reconstruction du potentiel oscillant V., ...

2 Un algorithme d’optimisation

Notre approche se traduit sous la forme de problemes d’optimisation.

Dans un premier temps, on cherche a obtenir une description du systeme a ’échelle
macroscopique via la reconstruction d’un potentiel effectif constant V. Le systeme est
ainsi correctement décrit (i.e. au sens L?) au travers des solutions u du probléme de
Schrodinger associé au potentiel V. Pour définir ce potentiel, I'idée consiste & considérer
I'erreur maximale liée a ’approximation des solutions u. du probleme (1) par les solutions
@ du probleme de Schrodinger associé au potentiel V. On veut minimiser ce scénario du
pire des cas vis & vis du potentiel V. On en déduit la formulation suivante :

inf - sup ue(f) = @(f)Z2) (3)

VER feL?(Q)

o L2(Q) = {f € L*(Q), || fllz2( = 1}, et ot @(f) est la solution de Schrédinger pour
un potentiel constant V:

—~Au+Vu = f dans Q, u=0 sur 0f. (4)

Inspiré par Le Bris-Legoll-Lemaire (2018), la fonction de cout est en réalité légerement
modifiée afin d’obtenir un probleme quadratique en V, et ainsi de faciliter
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I'implémentation numérique. On applique en effet 'opérateur d’ordre 0 (—A)~}(—A +V)
a la différence u.(f) —u(f), et on s’'intéresse donc en pratique au probléme (6) ci-dessous.

Dans un second temps, on peut chercher a définir un terme d’ordre 1 en € permettant
de corriger les solutions u, afin de proposer une description plus fine du systeme, c’est a
dire proche de u. en norme H!. Pour se faire, on s’inspire du résultat d’homogénéisation
suivant (dans le cadre périodique) : il existe un correcteur w tel que les solutions u.(f)
sont bien approximées en norme H'! par la solution corrigée :

uea(f) = wa(f) (L+cw(e™)

L’étude du gradient de cette approximation suggere de considérer le probleme (5) dans le
but de définir notre terme correcteur:

inf su Vu.(f) — Va(f) —a(£)C|2 0. 5
Ce(L>=(Q))? feL%I()Q) H <f) (f) <f) HL Q) ( )

Nous noterons C le minimiseur de (5).

3 Un résultat de consistance
Le résultat de consistance suivant justifie notre méthode :

Proposition 1 (Consistance asymptotique, cas périodique) Considérons le

probléeme
2

L=inf s |l(=8)7" (=2 + V)(u(f) ~a()))

VER feL2(Q)

(6)

L2(Q)
Sous les hypothéses classiques d’homogénéisation pour (1), on a lin% 1. =0.
e—

, . . . . . —opt
Pour e > 0 fixé et suffisamment petit, il existe un unique minimiseur V. € R. On a
. . —opt
de plus la convergence suivante hH(l) V., =V.
E—>

En pratique, il ne sera pas possible d’optimiser sur tous les seconds membres dans
L2(Q) dans (6). Dans nos expérimentations numériques, nous réaliserons une approx-
imation de ce supremum par un maximum sur un ensemble de seconds membres bien
choisis.

4 Reésultats numériques

Notre méthodologie a été mise en oeuvre sur un cas test en dimension 2.

Concernant la reconstruction des grandeurs macroscopiques (i.e. le potentiel ho-
mogénéisé, et les solutions associées), I'algorithme s’est avéré avoir des performances tres
satisfaisantes en terme de cout de calculs (voir figure 1a) et de précision (voir figures 1b
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et 1c). De plus, la versatilité de notre stratégie peut se lire dans la figure 1d. On y voit
en effet qu’on parvient a définir un potentiel effectif satisfaisant (i.e. générant des taux
d’erreur de 'ordre de la dizaine de pourcents pour un critére pertinent) y compris en
dehors du régime de 'homogénéisation.

Concernant la reconstruction du terme correcteur, les résultats numériques sont
également satisfaisants (voir figures le et 1f). L’étude des résultats montre en effet que
la correction est optimale puisque les taux d’erreur sont exactement ceux de 'erreur de
troncature du développement a deux échelles.
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Résumé. Dans cet exposé, on introduira la variété des caracteres et ’action du groupe
des automorphismes extérieurs sur celle-ci. On s’intéressera a la question de la dynamique
de cette action et on cherchera des exemples d’ouverts de propre-discontinuité. Ainsi on
commencera par donner deux exemples de tels ouverts motivés par la géométrie : 1’espace
de Teichmiiller et les représentations convexes-cocompactes. Ensuite, on définira les
représentations primitives-stables et les représentations de Bowditch qui donnent encore
d’autres exemples et on présentera I’équivalence entre ces deux classes de représentations.

Mots-clés. Variété des caracteres, ouverts de propre-discontinuité, géométrie hyper-
bolique, espace de Teichmiiller, représentation de Bowditch, représentations primitives-
stables

Abstract. In this talk, we will introduce the character variety and the action of
the outer automorphism group on it. Understanding the dynamics of this action is a
central issue, and thus finding open domains of discontinuity for this action is particularly
interesting. We will start by giving two geometrically motivated examples of such open
sets : the Teichmiiller space and the set of convex-cocompact representations. Next,
we will define primitive-stable representations and Bowditch representations, which give
yet more examples, and we will present the equivalence between these two classes of
representations.

Keywords. Character variety, open domains of discontinuity, hyperbolic geometry,
Teichmiiller space, Bowditch representations, primitive-stable representations

1 Ouverts de discontinuité de la variété des caracteres

1.1 La variété des caracteres

Dans ce qui suit, on fixe I un groupe de type fini et G un groupe topologique (en général G
un groupe de Lie ou plus généralement G le groupe des isométries d'un espace métrique).
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On s’intéresse a l'espace Hom(I', G) des représentations de I' dans G' muni de la topolo-
gie compacte-ouverte. Cet espace, bien trop gros d’un point de vue géométrique, admet
un quotient par l'action de G par conjugaison que 'on appelle la variété des caractéres
(en fait on rend le quotient séparé en considérant 1’ Hausdorffisation” de Hom(I', G) /G,
c’est a dire son plus grand quotient séparé). On note cet espace x(I', G) = Hom(I', G)//G.
Comme nous le verrons plus tard, la variété des caracteres est particulierement intéressante
car dans bien des contextes, elle encode des structures géométriques.

On considere également le groupe des automorphismes extérieurs Out(I') = Aut(I") /Inn(T),
c’est a dire le quotient du groupe des automorphismes du groupe I' par les automor-
phismes intérieurs. Le groupe des automorphismes extérieurs interagit naturellement
avec la variété des caracteres. En effet, il y a une action de Out(I') sur x(I',G) par
précomposition :

Out(l') x x(I',G) — x(I',G)
(oL, [p)) = [@llp) = [poo™]

Remarque 1. Bien que 1'élément p o ¢! ne soit pas bien défini puisque ¢ est uniquement
défini aux automorphismes intérieurs pres, sa classe [p o ¢71], elle, est bien définie.

Comprendre la dynamique de cette action et trouver des sous-espaces de la variété
des caracteres sur lesquels 'action est géométriquement ”sympathique” est une question
centrale et tres active dans le domaine. Plus précisément, on recherche des ouverts de
discontinuité, c’est a dire des sous-ensembles ouverts sur lesquels l'action est proprement
discontinue. On rappelle que 'action d’un groupe G sur un espace topologique X" est dite
proprement discontinue si, pour tout compact K de X', ensemble {g € G | (¢K)NK # ()}
est fini.

1.2 Premier exemple : espace de Teichmiiller

Dans cet exemple I' = m1(5) et G = PSL(2,R).

L’exemple de départ qui motive 1’étude des ouverts de discontinuité de la variété des
caracteres est I'espace de Teichmiiller 7(.5).
On se donne S une surface compacte orientée de caractéristique d’Euler x(S) < 0 et
on note m(5) son groupe fondamental. L’espace T(S) est l'espace des métriques hyper-
boliques vues a isotopies pres sur S. C’est un fait classique que 'espace de Teichmiiller
s'identifie & une composante connexe de la variété des caracteres x(m(.S), PSL(2,R)).

Le groupe modulaire MCG(SS) de la surface S est le groupe des classes d’homotopies
d’homéomorphismes de S préservant 'orientation. Il s’identifie a un sous-groupe d’indice
deux du groupe Out(71(.S)) et agit sur 'espace de Teichmiiller. La dynamique de 'action
du groupe modulaire sur 'espace de Teichmiiller est donnée par le Théoreme de Fricke :
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Théoréme 1 (Fricke). L’action de MCG(S) sur T(S) est proprement discontinue.

1.3 Deuxieme exemple : Les représentations convexes-cocompactes

Dans cet exemple I" est hyperbolique et G = SOq(n, 1).

Un autre exemple central d’ouverts de discontinuité de la variété des caracteres est
I’espace des représentations convexes-cocompactes. Soit I' un groupe hyperbolique et
G = SOq(n, 1) le groupe des isométries de H", 'espace hyperbolique usuel de dimen-
sion n. On définit CC(T", G) le sous-espace de la variété des caracteres constitué des
représentations qui préservent un convexe non-vide de H"™ sur lequel 'action est pro-
prement discontinue et cocompacte. Cette condition est équivalente a demander que
'application orbitale soit un plongement quasi-isométrique. En particulier CC(T", G) est
uniquement constitué de représentations discretes. On peut montrer que CC(T', G) est
ouvert et que l'action du groupe des automorphismes extérieurs Out(I") agit proprement
discontinuement sur CC(I", G).

Ainsi on peut naturellement se demander s’il existe d’autres exemples d’ouverts de
propre-discontinuité pour I'action de Out(I'). Ces exemples sont-ils maximaux ou en
existe-t-il de plus gros ? Peuvent-ils contenir des représentations non-discretes 7

Les représentations de Bowditch et primitives-stables vont répondre a ces questions.

2 Représentations de Bowditch et primitives-stables

2.1 Représentations de Bowditch

En 1998, Bowditch a introduit dans [Bow98] une classe de représentations du groupe
[' = Iy (le groupe libre de rang deux) dans PSL(2, C), ensuite généralisé par Tan, Wong,
Zhang dans [TWZ08]. Ces représentations sont définies par des conditions sur les traces
des images des éléments primitifs de Fy. (On rappelle qu'un élément de Fy, est dit primitif
s'il appartient a une base de Fy.) On note P(Fy) I'ensemble des éléments primitifs de
Fy. En particulier, ils montrent que cet ensemble de représentations, noté BQ, est ouvert
et que le groupe des automorphismes extérieurs de Fy agit proprement discontinuement
dessus. De plus, ils montrent que les conditions qu’ils introduisent sur une représentation
p sont équivalentes a 'existence C' > 0 telle que pour tout élément primitif v de Fy, on

1
a l'inégalité : EHWH < I(p(7)). Ici ||v]| désigne la longueur de mot cycliquement réduite

de v dans Fy, et [(p(7)) la longueur de translation de I’élément p(vy) vu comme une
isométrie de H? (on rappelle que PSL(2,C) = Isom™ (H?)). Cette derniere inégalité, qui
n’utilise plus les traces dans PSL(2, C) se généralise directement a n’importe quel groupe
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G des isométries d’un espace métrique. En particulier, dans ce travail on s’intéressera
particulierement a G = Isom(X), avec X un espace d-hyperbolique (géodésique, propre).
Cela motive la définition suivante pour les représentations de Bowditch dans le contexte
plus général d'un groupe G d’isométries d'un espace métrique (hyperbolique) :

Définition 1. Soit p : Fy — Isom(X) une représentation. On dit que p est une
représentation de Bowditch s’il existe deux constantes C' > 1, D > 0 telles que :

V1€ PE). gl - D <i(p()

On note BQ(Fy,Isom(X)) I'ensemble des représentations de Bowditch de Fy dans
Isom(X).

2.2 Représentations primitives-stables

Par ailleurs, Minsky a introduit en 2010 dans [Min13] les représentations primitives-stables
d’un groupe libre F,, & valeurs dans PSL(2,C). 1l s’agit de représentations pour lesquels
I’application orbitale réalise des plongements quasi-isométriques uniformes sur les axes des
éléments primitifs dans le graphe de Cayley de IF,,. Cette définition, bien qu’initiallement
introduite dans PSL(2,C) par Minsky, se généralise directement aux groupes Isom(X)
d’isométries d’espaces métriques (hyperboliques).

Définition 2. Soit p : F,, — Isom(X) une représentation. On dit que p est primitive-
stable s’il existe deux constantes C' > 1 et D > 0 telles que pour tout élément primitif
v € F,, 'application orbitale 7, restreinte a ’axe de vy dans le graphe de Cayley, est un
(C, D) plongement quasi-isométrique.

On note PS(F,,, Isom(X)) 'ensemble des représentations primitives-stables de F,, dans
Isom(X'). Minsky montre que ’ensemble des représentations primitives-stables de F,, dans
PSL(2,C) forme un ouvert de propre discontinuité pour 'action de Out(F,). De plus, il
montre que cet ensemble contient strictement les représentations convexes-cocompactes,
et contient en particulier des représentations non-discretes.

2.3 Equivalence

Il n’est pas tres difficile de remarquer que les représentations primitives-stables sont en
particulier des représentations de Bowditch. En revanche, 'autre inclusion est bien plus
difficile.

Lee et Xu d'une part (dans [LX19]), et Series indépendemment (dans [Ser20]), ont

montré que I’ensemble des représentations de Bowditch et 'ensemble des représentations
primitives-stables de Fy & valeurs dans PSL(2, C) sont égales.
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On s’est intéressé au cas ou le groupe G est remplacé plus généralement par un
groupe d’isométries d'un espace d-hyperbolique (géodésique, propre). Nos méthodes sont
indépendantes de celles de Lee-Xu et Series pour le cas PSL(2, C).

Théoréme 2 (S. '22). Soit X un espace §-hyperbolique, géodésique, propre.

BO(Fy, Isom (X)) = PS(Fo, Isom(X))

Il n’est pas dur de montrer que les représentations primitives-stables forment un ouvert
de propre-discontinuité de x(Fy, Isom(X)). On en déduit donc le corollaire suivant :

Corollaire 3. L’ensemble BO(Fy, X) est un ouvert de propre-discontinuité pour l’action
de Out(Fs) sur x(Fz, Isom(X)).
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