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Plan de l’exposé.

• complexus: Structures complexes et presque complexes sur une variété

• συµπλεκτικoζ : Variétés symplectiques

• Variétés de Kähler

• Structure complexe transverse associée à une structure presque
complexe.
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Variétés réelles et complexes.

ϕi ϕj

M

ϕj ◦ ϕ−1
i

Une variété (différentiable) réelle est un espace topologique qui est localement modelé par des
ouverts de Rm avec des changements de coordonnées C∞.

Une variété complexe est un espace topologique qui est localement modelé par des ouverts de
Cm avec des changements de coordonnées holomorphes.
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Exemples de variétés complexes.

La sphère S2

UN = S2 \ {(0, 0, 1)}, ϕN : UN ⊂ R3 → C : (x1, x2, x3) 7→ z := x1+ix2

1−x3

US = S2 \ {(0, 0,−1)}, ϕS : US ⊂ R3 → C : (x1, x2, x3) 7→ w := x1−ix2

1+x3

x3

x2

x1

•

•

•

•
•

•

x3 = 0

L’espace projectif complexe Pn(C) = (Cn+1 \ {0})/C∗

Ui = {[w1; ..;wn+1] |wi 6= 0}, ϕi : Ui → Cn : [w1; ..;wn+1] 7→ (z1 := w1

w i , .., z
n := wn+1

w i )

Toute variété réelle de dimension m se plonge dans R2m (Whitney).
Une variété complexe compacte connexe n’admet aucune fonction holomorphe non constante,
donc ne peut pas se plonger dans CN .
Une sous-variété complexe fermée de Pn(C) est algébrique (Chow).
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Structures presque complexes.

Une structure presque complexe J sur une variété M est une section C∞ de End(TM) telle que
J2 = −Id.
Si M est une variété complexe, elle possède une structure presque complexe associée:
{z1 = x1 + iy1, . . . , zn = xn + iyn} étant des coordonnées holomorphes, J s’écrit

J

(
∂

∂x j

)
=

∂

∂y j
J

(
∂

∂y j

)
= −

∂

∂x j

•

J = Rot(π
2

)
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Integrabilité - Tenseur de Nijenhuis.

Une structure presque complexe J sur M est dite intégrable si elle est associée à une structure
complexe sur M.

Le tenseur de Nijenhuis (torsion de Nijenhuis ) NJ associé(e) à une structure presque complexe
J est défini(e) par

NJ(X ,Y ) := [JX , JY ]− J[JX ,Y ]− J[X , JY ]− [X ,Y ].

Théorème(Newlander, Nirenberg) : Une structure presque complexe J est intégrable ssi son
tenseur de Nijenhuis NJ est identiquement nul .

On décompose TMC = T 1,0
J ⊕ T 0,1

J en espaces propres de J de valeurs propres ±i et on note

T 1,0
J , T 0,1

J les espaces de sections

A+ : X(M)→ T 1,0
j : X 7→ 1

2
(X − ijX ) A− : X(M)→ T 0,1

j : X 7→ 1
2

(X + ijX ) X + iW = A+(X + jW ) + A−(X − jW ).

NJ est nul ssi le crochet de deux sections de T 1,0
j est une section de T 1,0

j :
[
T 1,0
j , T 1,0

j

]
⊂ T 1,0

j .

[X − ijX , Y − ijY ] = [X , Y ]− [jX , jY ]− i ([jX , Y ] + [X , jY ])

= A+ (. . .) + A− ([X , Y ]− [jX , jY ] + j[jX , Y ] + j[X , jY ])

= A+ (. . .) + A−
(
−N j (X , Y ))

)
.

T 1,0
j +

[
T 1,0
j , T 1,0

j

]
= T 1,0

j + ImN j avec (ImN j )p = span{N j
p(X ,Y ) |X ,Y ∈ TpM }.
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Mécanique classique.

La configuration d’un système est décrite par (q1, ..., qn); pour exprimer toutes les positions et
les vitesses possibles : (q1, ..., qn, q̇1, ..., q̇n).

Si les forces derivent d’un potentiel, on introduit le Lagrangien L := T −V et les lois de Newton

sont :
d

dt

∂L

∂q̇i
=

∂L

∂qi

Formulation hamiltonnienne: pi = ∂L
∂q̇i

H := pi q̇
i − L et les équations du mouvement s’écrivent

q̇i =
∂H

∂pi
ṗi = −

∂H

∂qi

donc les trajectoires dans l’espace des phases sont définies par le champ de vecteurs hamiltonien

XH =
∂H

∂pi

∂

∂qi
−
∂H

∂qi
∂

∂pi
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De la mécanique classique aux variétés symplectiques.

On considère ainsi une variété M [par ex. l’espace des phases avec les coordonnées {qj , pj}].
A chaque fonction H (définie à une constante près) on associe un champ de vecteur XH qui
dépend linéairement de dH et on a une bijection linéaire T∗x M → TxM : dHx 7→ XH(x)

ωx : TxM × TxM → R bilinéaire, non dégénérée and ωx (XH ,U) = dHx (U) ∀U

Comme H est une constante du mouvement, dH(XH) = ω(XH ,XH) = 0, donc

ω est antisymétrique

Les équations de la mécanique sont invariantes au cours du temps : LXH
ω = i(XH)dω = 0 ∀H

donc
dω = 0.

Dans les coordonnés {qi , pj} comme précédemment ω =
∑n

j=1 dpj ∧ dqj .
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Variétés symplectiques

Une structure symplectique sur une variété M est la donnée d’une 2-forme symplectique ω sur
M c’est-à-dire une 2-forme fermée (dω = 0) et non dégénérée.
Exemples: • R2n avec les coordonnées {x1, ...x2n} et ω =

∑n
j=1 dx

j ∧ dxn+j ;

• Le fibré cotangent à une variété T∗N
π→ N avec ω = dΘ où Θα(X ) =< α, π∗(X ) >;

• L’orbite d’un groupe de Lie G dans g∗ , ωξ(X∗,Y ∗) = − < ξ, [X ,Y ] > X ,Y ∈ g.
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Flexibilité vs rigidité des variétés symplectiques

Théorème de Darboux : Si (M, ω) est une variété symplectique, au voisinage de chaque point il
existe des coordonnées locales {x1, ...x2n} dans lesquelles ω =

∑n
j=1 dx

j ∧ dxn+j .

Il y a donc une grande flexibilité et aucun invariant local!

Théorème (Non squeezing) de Gromov : On ne peut pas plonger symplectiquement une boule
symplectique de rayon R, B4

R dans un cylindre symplectique B2
r × R2 sauf si R ≤ r .

Dortmund, Eglise St Boniface

On ne peut donc pas déformer une boule de l’espace des phases en utilisant des transformations
canoniques de sorte qu’on puisse la faire passer à travers un trou dans un plan de coordonnées
conjuguées si la surface du trou est plus petite que la section de la balle.
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Structure presque complexes et symplectiques compatibles

Soit (M, ω) une variété symplectique.
Une structure presque complexe J ( i.e. une section C∞ de End(TM) telle que J2 = −Id) sur (M, ω) est
compatible ssi ω(JX , JY ) = ω(X ,Y ), donc

ssi gJ defini par gJ(X ,Y ) := ω(X , JY ) est symétrique.
Elle est positive si de plus gJ est défini positif.

Théorème :Sur toute variété symplectique, il existe des structures presque complexes
compatibles positives et l’ensemble J+(M, ω) de telles structures est connexe par arcs.

On choisit une métrique g , on écrit ω(X ,Y ) = g(AX ,Y ) et on pose J :=
(√

AA∗g
)−1

A.
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Variétés de Kähler : complexes et symplectiques.

Définition Une variété de Kähler est une variété symplectique (M, ω) munie d’une structure
presque complexe compatible positive intégrable J.

Examples: S2, toute variété complexe de dimension 1 (complexe) , Pn(C)...

Etant données une métrique g et un J compatible (g(JX , JY ) = g(X ,Y )), en posant
ω(X ,Y ) = g(JX ,Y ), et notant ∇g la connexion de Levi Civita, on a

2ω((∇g
X J)Y ,Z) = −dω(X , JY ,Z)− dω(X ,Y , JZ) + ω(NJ(Y ,Z), JX ),

donc une variété de Kähler est une variété riemannienne (M, g) avec une structure presque
complexe compatible J telle que ∇gJ = 0 (ou telle que J soit integrable et dω = 0).
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Symétrie miroir

Définition Une variété de Calabi Yau est une variété compacte de Kähler (M, ω, J) dont la
première classe de Chern est nulle.
dimC = 1 : 2-Tore dimC = 2 : 4-tore ou K3-surface dimC ≥ 3 :∞

La symétrie miroir est une relation entre des variétés de Calabi Yau . Elle donne une dualité
entre deux d’entre elles : un objet associé à la structure complexe de l’une (the derived category
of coherent sheaves) est equivalent à un objet associé à la structure symplectique de l’autre (the
Fukaya category) et vice versa.
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Exemple d’une variété symplectique qui n’est pas Kähler

Conditions nécessaires : Si une variété compacte (M, ω) de dim 2n est Kähler:
les nombres de Betti impairs doivent être pairs .

Exemples de variétés symplectiques non Kähler:
“Nilmanifold” : M = Γ\G avec (G , ω) un groupe de Lie symplectique nilpotent non abelien et Γ
un sous-groupe discret cocompact. [Malcev’s criterium]

Thurston (1976) G = R4 = R× H3,

(a1, a2, b1, b2) · (x1, x2, y1, y2) =
(a1 + x1, a2 + x2 + b1y2, b1 + y1, b2 + y2),

ω = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2, et Γ = Z4 .

[2mm]
Mc Duff (1984) : Construction d’un exemple simplement connexe.
Reznikov (1993), Fine, Panov (2009) : Exemples de fibrés de twisteurs sur des variétés
Riemanniennes qui ne sont pas Kähler.
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Structures complexes transverses induites par un J

Définition : Soit D une distribution (généralisée) involutive sur M. Une structure presque
complexe D-transverse est une classe d’équivalence [k] d’une section k de End(TM) telle que
k(D) ⊂ D, k2U + U ∈ D, ∀U ∈ X(M), et

[F , kU]− k[F ,U] ∈ D pour tous F ∈ D,U ∈ X(M),

l’équivalence étant définie par k ∼ k ′ ssi Im (k − k ′) ⊂ D.
Une structure complexe D-transverse est une structure presque complexe D-transverse [k] telle
que

Nk (U,V ) ∈ D, pour tous U,V ∈ X(M)

avec Nk (U, V ) := [kU, kV ]− k[kU, V ]− k[U, kV ] + k2[U, V ].

Structures complexes transverses induites par une structure presque complexe : Soit J une
structure presque complexe, et D une distribution involutive stable par J. Ce J induit une
structure presque complexe D-transverse ssi

(LF J)(U) := [F , JU]− J[F ,U] ∈ D ∀F ∈ D, ∀U ∈ X(M),

et une structure complexe D-transverse ssi, de plus, D contient l’image de N j .
Donc J définit une structure complexe D-transverse ssi

T 1,0
J +D est involutive.

Simone Gutt (ULB) Structures (presque) complexes et structures symplectiquesULB, 22 novembre 2023 15 / 21



Distributions dérivées de T 1,0
J

Etant donnée une distribution (C∞) (généralisée réelle ou complexe) D, dont les sections
forment l’espace noté D, le drapeau dérivé est la suite des distributions

D(0) = D D(1) = D + [D,D] D(i+1) = D(i) + [D(i),D(i)].

La première distribution dérivée de T 1,0
J est T 1,0

J +
(
ImNJ

)C
. La k-ème distribution dérivée de

T 1,0
J s’écrit (

T 1,0
J

)(k)
=: T 1,0

K ⊕ A−(D(k)
J ) = T 1,0

J +
(
D(k)

J

)C
.

avec D(1)
J = ImNJ , chaque D(k)

J est stable par J et donné de manière inductive par

D(k+1)
J = D(k)

J +
∑

M∈D(k)
J

(ImLMJ) + [D(k)
J ,D(k)

J ].

(
T 1,0
J

)∞
:= ∪k

(
T 1,0
J

)(k)
= T 1,0

J ⊕ A−(∪kD
(k)
J ) = T 1,0

J +D∞J est involutive;

avec D∞J := ∪kD
(k)
J , qui est involutive.

J définit toujours une structure complexe D∞J -transverse!
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Structure presque complexe maximalement non intégrable

Définition : Une structure presque complexe J sur une variété M est maximalement non
intégrable if

ImN j = TM i.e. si T 1,0
j +

[
T 1,0
j , T 1,0

j

]
= TMC

Exemples naturels: Sur des espaces de twisteurs et sur des variétés 4-symétriques .

L’espace hyperbolique H2n = SO(1, 2n)/SO(2n,R) a pour fibré
des twisteurs

Z+(H2n) = SO(1, 2n)/U(n)

C’est l’orbite de j̃ =

0 0 0
0 0 −Idn
0 Idn 0

 dans so(1, 2n). En

identifiant

TU(n)Z
+(H2n) =

{
(u, B) :=

(
0 tu
u B

)
| BJ0 + J0B = 0

}
on définit 2 structures presque complexes SO(1, 2n)-invariantes

j±
U(n)

(u, B) = (±J0u, J0B) avec J0 =

(
0 −Idn

Idn 0

)
.

j+ est compatible,intégrable, non positive ; j− est compatible, positive et maximalement non integrable.

Theorem : (R. Coelho, G. Placini, and J. Stelzig , 2022) S’il existe une structure presque complexe sur M
et si dimM ≥ 10, alors il en existe une maximalement non intégrable.
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Structure presque complexe minimalement non intégrable

Définition : Une structure presque complexe J sur une variété M est minimalement non
intégrable ssi

T 1,0
j + ImN j est involutive (1)

(et dim ImN j = 2). La condition (1) est équivalente à

[N, jX ]− j[N,X ] ∈ ImN j , ∀X ∈ X(M),N ∈ ImN j

qui implique que ImN j est involutive.

Exemple naturel : Fibré non holomorphe en droites complexes sur une variété complexe.
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J minimalement non intégrable avec un ω sympl.transverse

Si J est compatible avec ω et si D est une distribution J-stable régulière, ω définit une structure
symplectique D-transverse ssi D⊥ω est involutive.

Soit J une structure presque complexe invariante à gauche sur une groupe de Lie G , et soit
j := Je . Le tenseur de Nijenhuis NJ est invariant à gauche et sa valeur au neutre est donnée par

N jX ,Y ) := [jX , jY ]− j[jX ,Y ]− j[X , jY ]− [X ,Y ] X ,Y ∈ g := Lie(G).

La distribution régulière invariante à gauche ImNJ définit un feuilletage dont les feuilles ont
une structure presque complexe induite, et J induit une structure complexe transverse si

[N, jX ]− j[N,X ] ∈ ImN j , ∀X ∈ g, N ∈ ImN j .

Cette relation implique que ImN j est une sous-algèbre et est vérifiée dès que c’est un idéal.

Si G admet une structure symplectique invariante ω, si J est compatible, et si ImNJ est un
idéal, alors on a une structure transverse de Kähler.

Exemple: Thurston g = R⊕ h3 =< X1,X2,Y1,Y2 >, [Y1,Y2] = X2, Ω = X∗1 ∧ Y ∗1 + X∗2 ∧ Y ∗2 ,

avec n’importe quel J compatible positif, ImNJ =< X2, JX2 >.
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