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Cette rencontre est organisée par I'association Femmes et Mathématiques en partenariat avec
la Mission pour la Place des Femmes du CNRS, les sociétés savantes de mathématiques (la
Société Francaise de Statistique, la Société de Mathématiques Appliquées et Industrielles, la
Société Mathématique de France) ainsi qu'avec le soutien de I'Institut des Sciences
mathématiques et de leurs interactions du CNRS et de [I'Institut Henri Poincaré.

Elle est jumelée avec les activités organisées a I’lHP I’apres-midi du 17 octobre autour de
son 20éme anniversaire. Elle sera suivie le lendemain d'une journée destinée aux jeunes
mathématiciennes, dans la tradition des forums des jeunes mathématiciennes.

Quelques rappels

En France, les mathématiques attendent plus de femmes. En 20 ans, la situation s'est dégradée
pour devenir aujourd’hui critique quant a la présence des femmes en mathématiques dans
I'enseignement supérieur et la recherche. Les statistiques actuelles en section 25 au niveau
rang A (7% de femmes) amenent en particulier a se poser la question suivante : est-ce qu'il
y aura des femmes en mathématiques pures dans 5 ans ?

Pourtant les bachelieres qui ont fait d'excellentes études ne manquent pas ! Nous les
attendons. Car au niveau recherche, on assiste a une explosion de femmes excellant en
mathématiques. Les récents prix que nos mathématiciennes ont recus en sont la
preuve. Autre illustration : sur la liste des conférenciers invités au Congreés International de
Mathématiciens d'aolt 2014 a Séoul (Corée), on trouve 6 femmes en poste dans les
institutions francaises, c'est-dire plus que de représentants de beaucoup de pays.
Tous pays confondus, on parle d'une femme lauréate pour la médaille Fields.

Ce forum est I'occasion de donner aux mathématiques francaises au feminin le coup de
projecteur qu'elles méritent et de montrer aux lycéennes et étudiantes que les femmes ont
pleinement leur place en mathématiques, et dans les sciences en général.






l4eme Forum des jeunes mathématicien-ne-s :
les mathématiciennes au regard de 1’excellence.

IHP-Amphithéatre Darboux—17-18 octobre 2014

Vendredi 17 octobre

e 9h Ouverture et présentation du Forum
e 9h15-10h15
Zoé Chatzidakis
Théorie des modeles des corps aux différences, et applications aux systémes
dynamiques algébriques
Dép. de Mathématiques et Applications, Ecole Normale Supérieure, CNRS
e 10h1S Pause-café
e 10h45-11h45
Sandrine Péché
Grandes matrices aléatoires : les modeles déformés
Laboratoire de Probabilités et Modeles Aléatoires, Université Paris VII
e 11h45-12h45
Michela Varagnolo
Algebres de Hecke et actions catégoriques
Laboratoire Analyse, Géométrie et Modélisation, Université de Cergy Pontoise

e 12h45-14h Déjeuner libre

o 14h-16h Atelier pour les jeunes mathématicien-ne-s sur I’insertion profession-
nelle et les rapports sociaux de sexe
e 16h-18h Témoignages dans le cadre de 1’anniversaire de 'THP



Samedi 18 octobre-Sessions jeunes mathématicien-ne-s

e Session Algebre

e 9h-9h30 Frobenius et ramification logarithmique, Stéphanie Reglade, Ins-
titut de Mathématiques de Bordeaux, Doctorante.

e 9h30-10h Noeuds et intersections triples équivariantes de surfaces, Del-
phine Moussard, Univ. Pise, Post-Doc.

e 10h-10h30 Pause-café

e 10h30-11h00 Le probleme de Yamabe sur les espaces stratifiés, [laria Mon-
dello, Laboratoire de Mathématiques Jean Leray, Univ. Nantes, Doctorante.

e 11h-11h30 De I’ergodicité sur deux espaces de mesure infinie, Alba Marina
Mailaga Sabogal, Département de Mathématiques d’Orsay, Doctorante.

e 11h30-12h00 Pseudo real closed fields and NTP2, Samaria Montenegro,
IMJ, Université Paris Diderot, Doctorante.

e Session Analyse

e 9h-9h30 Propagation d’états cohérents, Lysianne Hari, Université de Pise,
Post-Doc.

e 9h30-10h Formal solutions of singularly-perturbed linear differential sys-
tems, Suzy S. Maddah, Université de Limoges, XLIM, Doctorante.

e 10h-10h30 Pause-café

e 10h30-11h00 Inégalités de concentration pour les statistiques d’ordre, Maud
Thomas, LPMA, Université Paris Diderot, Doctorante.

e 11h-11h30 Inégalités de concentration pour un modele d’occupation avec
nombre infini d’urnes, Anna Ben-Hamou, LPMA, Université Paris Diderot,
Doctorante.

e 11h30-12h00 Poster. Calcul exact des coefficients de la décomposition
HDMR pour une fonction multi-linéaire, Manon Bondouy, Université de
Toulouse, Doctorante.

e 12h-13h Comment candidater aux postes académiques

e 13h Déjeuner sur place



FROBENIUS ET RAMIFICATION LOGARITHMIQUE

Stéphanie Reglade
Institut de mathématiques de Bordeaux
351 cours de la Libération F 33405 Talence Cedex
sstephre@gmail.com

Résumé - L/K étant une (-extension de corps de mnombres, p une place de K est dite
logarithmiquement non ramifiée dans L selon la définition posée par Jaulent dans [2], si :
Ly C Kg ou Ky désigne la Z¢-extension cyclotomique de Ky. Par suite le sous-groupe de
décomposition de p est cyclique. Se pose alors naturellement la question : pouvons nous, dans
le contexte de la non-ramification logarithmique, mettre en évidence un générateur particulier
de ce sous-groupe de décomposition, qui jouerait le réle du Frobenius classique ¢ Pour ce
faire, nous étudions le £-adifié du groupe multiplicatif d’un corps local muni de la valuation
logarithmique introduite par Jaulent, dont nous rappelons la construction. Le but est de de
montrer que le contexte logarithmique peut aussi étre compris grace a la théorie abstraite de
Neukirch. Ainsi nous obtenons pour une £-extension locale un symbole local logarithmique qui
ne différe du symbole local (-adique [5] que pour les places p au dessus de L. L’intérét réside
dans le fait que nous sommes alors en mesure de définir un Frobenius logarithmique associé
au contexte de la ramification logarithmique : ce dernier coincide avec le Frobenius classique
sauf pour les places au dessus de £ : cela permet donc d’étendre la théorie a des places p au
dessus de £ ramifiées au sens classique mais non ramifiées au sens logarithmique.

Mots clés - théorie /-adique du corps des classes, ramification logarithmique

1 Introduction

La théorie f-adique du corps des classes de Jaulent [3] établit, dans le cas local, I'existence
d’un isomorphisme entre le groupe de Galois de toute f-extension abélienne finie d’un corps
local Ky et un quotient du f-adifié du groupe multiplicatif de ce corps local, Rk,. D’apres
[5], la théorie f-adique peut se déduire de la théorie abstraite, développée par Neukirch dans
[1]. Le contexte de Neukirch est celui d’une théorie de Galois abstraite avec pour point de
départ un groupe G abstrait profini. Cette théorie abstraite repose sur ’existence de deux
morphismes fondamentaux : le degré et la valuation et sur I’axiome du corps des classes :
condition cohomologique sur le G-module A que nous étudions.

Par rapport a [5], nous considérons le méme objet local, a savoir, le ¢-adifié du groupe mul-
tiplicatif d’un corps local que précédemment. Cette fois-ci nous le munissons de la valuation
logarithmique introduite par Jaulent, dont nous rappelons la construction. Et nous modifions
également 'application degré. De facon générale, pour un corps local Kj, nous remplacons
aussi sa Zg-extension non ramifiée par sa Zg-extension cyclotomique, et la valuation usuelle de
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Rk, par la valuation logarithmique : les différences par rapport au contexte local précédent
vont donc apparaitre pour les places au dessus de /.

Le but est de de montrer que le contexte logarithmique peut aussi étre compris grace a la
théorie abstraite de Neukirch. Ainsi nous obtenons pour une f-extension locale un symbole
local logarithmique qui ne differe du symbole local ¢-adique que pour les places p au dessus
de £. L’intérét réside dans le fait que nous sommes alors en mesure de définir un Frobenius
logarithmique associé au contexte de la ramification logarithmique : ce dernier coincide avec
le Frobenius classique sauf pour les places au dessus de £ : cela permet donc d’étendre la
théorie a des places p au dessus de ¢ ramifiées au sens classique mais non ramifiées au sens
logarithmique.

Dans tout ce qui suit ¢ désigne un nombre premier fixé.

1.1 Le contexte logarithmique

Nous introduisons le f-adifié du groupe multiplicatif du corps local considéré : Rp,, défini

comme la limite projective des ng / L%ék [3, définition-proposition 1.2].

Definition 1 Degré (-adique et valuation logarithmique [2]

Logrw(p) sip#L
Logry(1+4) sip="{

ii)Le degré d’une place p du corps de nombres K est : dege(p) = [Qg N K, : Q- dege(p) ot

i)Le degré (-adique d’un nombre premier p est : degy(p) = {

@g désigne la Z-extension cyclotomique de Q.
i41) La (-valuation logarithmique associée a p est définie sur Ry, par :

p(2) = Logrw(Nr, q,(x))/dege(p)
ot Logr,, désigne le logarithme d’lwasawa. Cette valuation est a valeurs dans Zy,

Proposition 1 Valuations logarithmique et usuelle [2]
Soit K, une extension finie de Qp, alors pour p ¢, la £-valuation logarithmique est propor-
tionnelle a la valuation classique sur R, .

Proposition 2 Uniformisantes pour la valuation logarithmique :

Dans le méme contexte, sip est une place au dessus de £, alors 7wy|1 4 est une uniformisante
pour la valuation logarithmique, et si p ne divise pas £, l'uniformisante classique m, est aussi
une uniformisante pour la valuation logarithmique.

Definition 2 L’application degré

La Z-extension cyclotomique de Q, nous doAnne un isomorphisme du Gal((@g/(@p) sur ([ 1,20 Uy)U3,
que l’on transporte par le logarithme sur Z. Pour extension finie K, de Qp, nous obtenons

sa Z-extension cyclotomique comme le compositum de K, et de la Z-extension de Qp. En
considérant les pro-£-parties, nous obtemons respectivement la Zg-extension cyclotomique de

Qp et la la Zy-extension cyclotomique de Ky, notée K.

Nous définissons application degré par :

deg : G = GalKP/K,) —  Zy
¢ = ¢\Kg



Frobenius et ramification logarithmique

ou Kgb désigne la pro-f-extension abélienne mazimale de K,. C’est un homomorphisme
continu et surjectif, dont le noyau est le groupe de Galois Gal(Kﬁb/Kg). Nous suivons alors
la construction abstraite de Neukirch. Pour Ly une (-extension finie de Ky, lindice de ra-
mification logarithmique et le degré d’inertie logarithmique apparaissent alors naturellement,
définis par :

Froyi, = Ly NKS Kyl €k, = (Lo : Ly 0 K]

Ces définitions coincident alors avec celles données par Jaulent [2] .

Proposition 3 La valuation logarithmique v, satisfait les deux propriétés :

(i) Up(Ri,) = Z tel que Z.C Z et Z/n.Z ~ Z[n.Z pour tout n

(ii)@p(NLm/KpRLm) = fLy/K,-Z pour toute extension finie Ly of Ky .

Ainsi la valuation logarithmique est hensélienne par rapport deg selon la définition de Neu-
kirch.

1.2 Le symbole local logarithmique et le Frobenius logarithmique

Théoréme 1 Le degré et la valuation logarithmique constituent une paire de corps des classes
et Ry, satisfait l'axiome du corps des classes [4, théoreme 2.5.1]. Ainsi pour toute (-
extension abélienne finie Ly de Ky extension finie de Qp, nous avons l’isomorphisme :

Gal(Ly/Ky) =~ RKp/NLm/KpRL‘n

Definition 3 Cela permet de définir ’homomorphisme surjectif suivant appelé le symbole

local logarithmique :

Proposition 4 [2, i), p. 4/

Pour une place non archimédienne p de Q, nous avons

Rq, =~ pp-p%  pourp# € et Ro, ~ (1+ 0% g pour p =/
Ainsi nous avons une décomposition de la forme : Rq, ~ an.pr‘f.

Proposition 5 Nous avons une expression explicite pour le symbole local logarithmique dans
le contexte suivant : soit ¢ une racine de l'unité d’ordre une puissance de £, et a € Rq,, alors

(@, (Qp(€)/Qp))e = ¢

avec

ny = p* (@ pour p £ 0 et p # o

np=(1+07"@  pourp=1

n, = sgn(a)  pour p = oo

ot (Q(€)/Q)¢ dénote la projection sur le £- sous-groupe de Sylow de Gal(Q(¢)/Q).
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Definition 4 Le Frobenius logarithmique
Soit L/ K une (-extension abélienne finie. Le Frobenius logarithmique associé a une place p
de K logarithmiquement non ramifiée dans L est défini par :
L/K. .
(——) = (Tp, Lp/ Ky)

avec Ty l'uniformisante logarithmique, définie préalablement.

Théoreme 2 Cas quadratique

Soit K = Q(v/d) étant une extension quadratique,

.5t d est congru a 1 modulo 8, 2 est a la fois complétement décomposée au sens classique et
au sens logarithmique : Frobenius classique et logarithmique sont tous deux triviauz

.s1.d est congru a 2 modulo 16, 2 est ramifiée au sens classique mais logarz'th@igu/ement inerte :

seul le Frobenius en 2 au sens logarithmique existe et peut étre explicité : (KT/Q)(Q;) = Cgt?’.

Théoreme 3 Cas général d’une L-extension

Considérons K/Q une (-extension abélienne finie et p une place de K.

-5t p n’est pas au dessus de £, ramification classique et logarithmique coincident. Si p est
une place non ramifiée dans un sens ou dans 'autre, Frobenius classique et logarithmique
coincident également.

-Sip est au dessus de £, les seuls cas possibles sont les suivants :

.s0it p est totalement décomposée au sens logarithmique et au sens classique. Le sous-groupe
de décomposition est trivial, et Frobenius classique et logarithmique sont tous deuxr égaur et
triviaux.

.s0it p est logarithmiquement non ramifiée mais ramifiée au sens classique. Alors seul le
Frobenius logarithmique existe.

1.3 L’application d’Artin logarithmique
Grace a la valuation p-adique, nous disposons d'une partition de Z,, :

Z\{0} = | ) ¥z}

k>0

Or sur Rq,, nous connaissons le groupe des unités logarithmiques : Uy, ~ ¢%¢. Ceci nous
amene donc a considérer les définitions suivantes :

Definition 5 Ly /K, étant une (-extension abélienne finie, nous posons :
si plt, U = {x € Ri, /N, g, (x) € ()"}
sip [, nous savons que ZIKp ~ pyp et la filtration naturelle est 0 C puyp.
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Definition 6 i)Si Ly /K, est une {-extension abélienne finie ,et si n est le plus petit entier
tel que Z/{}}p C Npy/K, (RLy) alors lidéal :

fp =19

est appelé conducteur logarithmique local associé a [’extension.

i1)S1 L/ K est une (-extension abélienne finie, le conducteur logarithmique global est défini

par : ) )
fr/e = H fp
p

Proposition 6 Le p-conducteur fp est trivial si et seulement si l’extension L/K est logarith-
miquement non ramifiée en p. fr i contient donc tous les premiers de K qui sont logarith-
miquement ramifiés dans L et seuls cela. En outre, si M est intermédiaire entre K et L alors

far/xlFr 5

Definition 7 [2, definition 2.1]
Soit K un corps de nombres, le £-groupe des diviseurs logarithmiques de K est

DﬁK = JK/Z;[VK ~ @ng
p

par la valuation logarithmique vy il s’identifie au Z¢-module libre construit sur les places de
K.

Definition 8 Soit L/K une (-extension abélienne finie. Soit p une place de K logarithmi-
quement non ramifiée dans L. Soit DUk le groupe des diviseurs logarithmiques de K. Soit

%L/K le conducteur logarithmique global de de L/K , et DK%/K les diviseurs logarithmiques
premiers a 0.
Nous définissons l'application suivante pour une place p :

(LEY DAy o Gal(L/K)

L/K
P (M
Nous étendons cette application, par multiplicativité a DK%/K. Cette application est alors

appelée application d’Artin logarithmique.

Remarque : Lorsque p [/, les valuations classique et logarithmique sont proportionnelles :
en effet 7, = m, la Zj-extension non ramifiée et la Zs-cyclotomique coincident alors. Ainsi
symbole d’Artin classique et symbole d’Artin logarithmique correspondent sur les idéaux.

Proposition 7 Propriétés de Uapplication d’Artin logarithmique
L application d’Artin logarithmique satisfait les propriétés suivantes pour L /K une {-extension
abélienne finie, 1 i le conducteur global de lextension L/K :
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i)Si M est intermédiaire entre L et K, alors la restriction de (L/TK) a M est (%), pour

tout a € Dﬁ%”{
ii)Si L et L' sont des (-extensions abéliennes, et si nous considérons Gal(LL'/K) comme
sous-groupe de Gal(L/K) x Gal(L'/K), via Uapplication o € Gal(LL'/K) — (o|p,0|r) €

Gal(L/K) x Gal(L'/K), alors (%) est ((L/K), (L//K)) pour tout a € foLLLL/,/K

a a

i11)S1 K' est une sous-extension quelconque de K et si nous considérons Gal(LK’/K’) comme

isomorphe par restriction a K, a un sous-groupe du Gal(L/K), alors la restriction de (LK;,/K,)
\ /—E/ / ?L/K’
a K est (W) pour tout a’ € DI

iw)En particulier si M est un sous-corps entre L et K, alors (L/TM) = (ﬁ,ﬁ;), pour tout

e DI/

Théoréme 4 Le noyau de l'application d’Artin logarithmique
L/K étant une L-extension abélienne finie, nous avons :

AEL/K = ng(L/K) . NL/K(DgfLL/K)

ot PE;EL/K) est le sous-module des diviseurs logarithmiques principaut associés aux Eléments

de R(If(L/K) — RN jl(jL/K) avec I({fL/K) —1I R, II Z:{’Up(fL/K).

m}L/K p‘fL/K Ky

Remarque : Il faut noter I’analogie de I’expression du sous-module d’Artin logarithmique
avec celle du groupe de Takagi classique.
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N@EUDS ET INTERSECTIONS TRIPLES EQUIVARIANTES DE SURFACES

Delphine Moussard
Dipartimento di matematica, Universita di Pisa
Largo Bruno Pontecorvo 5, 56021 Pisa, Italie
moussard@mail.dm.unipi.it

Résumé - Un neeud est un plongement du cercle dans R®, a isotopie prés. On peut le voir
comme une ficelle fermée (ou un serpent qui se mord la queue) dans l’espace ambiant. Pour
étre en mesure de différencier deux neeuds, c’est-a-dire de déterminer quand deux ficelles sont
nouées de maniere différente, on définit des invariants de neuds. Dans cet article, on définit
un invariant classique, le module d’Alexander. On construit ensuite un invariant de neuds,
partir d’intersections triples de surfaces dans le revétement infini cyclique du complémentaire
du neud, sous la forme d’une application trilinéaire sur le module d’Alexander.

Mots clés - nceud, polynéme d’Alexander, module d’Alexander, intersections
triples équivariantes

1 Noeeuds orientés

Un neud géométrique est un plongement C' du cercle S! dans la sphere S® de dimension 3.
Etant donnés deux noceuds géométriques o : ST — S3 et B : ST — 53, une isotopie de «
vers (3 est une application h : [0,1] x ST — S telle que h(0,.) = «, h(1,.) = B, et pour
tout ¢ € [0,1], h(t,.) est un plongement C!. La derniére condition empéche que le nceud
géométrique se croise lui-méme lors de l'isotopie. On définit un neud comme une classe
d’isotopie de noeuds géométriques. Dans la suite, on identifiera un nceud avec I'image d’un
de ses représentants. Dans cet article, tous les noeuds seront orientés.

Noeeud trivial Noeud de trefle Noeud de huit

Figure 1: Exemples de noeuds orientés
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On peut définir les nceuds & partir de plongements dans R3. En voyant S comme R? avec
un point & I'infini, on vérifie que tout nceud de S3, et toute isotopie entre deux nceuds de S3,
peut éviter le point a I'infini. L’ensemble des nceuds est donc le méme dans les deux cas.

Il peut étre facile de montrer que deux nceuds géométriques représentent le méme noeud.
Il suffit d’exhiber des mouvements géométriques qui permettent de passer de 'un a 'autre.
Il est plus difficile de se convaincre que deux nceuds géométriques représentent des noeuds
différents. Qu’en est-il par exemple des noeuds de la figure 1 7 On définit pour cela des
invariants de nceuds.

2 Module d’Alexander

Soit K un nceud dans S3. Une surface de Seifert de K est une surface ¥ plongée dans S3,
compacte, connexe, orientée, dont le bord orienté est le nceud K. L’orientation du bord est
définie par la convention de la premiere normale sortante (voir Figure 2). On montre que tout

Figure 2: Orientation du bord d’une surface

nceud de S? admet une surface de Seifert (on peut par exemple utiliser I’algorithme de Seifert
décrit dans [2]). On va utiliser ces surfaces pour construire explicitement le revétement infini
cyclique de I'extérieur du nceud.

Soit T(K) un voisinage tubulaire de K, c’est-a-dire un tore plein plongé dans S% dont I’ame
est le nceud K. On note X = S3\ Int(T(K)) U'extérieur de K. On considere I'application
suivante définie sur le groupe fondamental de X.

m: m((X) — Z
v k(K

Cette application associe a une courbe « (plus précisément a sa classe d’isotopie) le nombre
d’enlacement de v avec K, défini comme le nombre d’intersection algébrique d’'une surface
de Seifert de K avec v, qui peut étre vu comme le nombre de tour qu’effectue la courbe ~
autour de K. Au noyau de 7 est associé un revétement p : X - X de groupe Z, appelé
le revétement infini cyclique de X. Etant donnée une surface de Seifert & de K , on peut
construire le revétement X de la maniére suivante. On définit une variété M = S3\¥ en
coupant S3 le long de la surface ¥. La variété M a un bord composé de deux copies L
et X7 de X et d'un anneau reliant leurs bords. Pour k € Z, on note M} une copie de M,
et Eg et X, les copies de Yt et = dans M. On construit X & partir des Mj, en collant
les surfaces Ez et ¥, , pour tout k € Z. Le groupe des automorphismes du revétement,

c’est-a-dire des homéomorphismes £ de X tels que p o & = p, est isomorphe & Z et engendré
par un automorphisme 7 qui consiste a passer d’une copie My de M a la copie My .
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On considere maintenant le premier groupe d’homologie singuliere de X, noté H; (f( ;7). On
a un isomorphisme canonique Hi(X;Z) = 71(X)® qui identifie la classe d’homologie dans
H 1(5( ;Q) d’une courbe fermée simple de X a l'image de la classe d’isotopie de cette courbe
dans I'abélianisé du groupe fondamental de X. On définit une structure de Z[t,t~1]-module
sur Hy(X;Z) en définissant Paction de ¢ comme I'action induite sur les classes d’homologie
par I'automorphisme 7. Le module d’Alexander du nceud K est le Z[t,t~!]-module A(K) =
Hi(X;7Z). On montre que ¢’est un module de type fini et de torsion sur Z[t,t~']. On en déduit
un invariant classique appelé le polynome d’Alexander et noté A, introduit par Alexander
dans [1], défini comme l'ordre du module d’Alexander. Cet ordre peut se calculer de la
maniere suivante. On regarde le Q[t,¢™1]-module Ag(K) = Q ®z A(K). Comme Q[t, ¢t ']

A - tt—1 .
est un anneau principal, ce module s’écrit sous la forme @, _,-,, Q[( ) | pour un entier n et
=t 1

des polynomes P; qui peuvent étre choisis dans Z[t,t~!]. L’ordre du module est le produit
Ak = [ly<j<, Pi- Le polynéme A est défini modulo un inversible de Z[t,¢~1]. On montre
quil peut étre normalisé sous la forme d’un polynéme symétrique (A (t71) = Ag(t)) tel
que A (1) = 1. On vérifie que le module d’Alexander (& isomorphisme pres) et le polynéme
d’Alexander (normalisé) ne dépendent pas du représentant du nceud utilisé pour les définir.
Ce sont donc bien des invariants du noeud.

Exemple
Pour les nceuds de la figure 1, le polynome d’Alexander prend les valeurs suivantes :

e Nceud trivial : A(t) =1,
e Neeud de tréfle : A(t) =t —1+¢71,
e Noeud de huit : A(t) = —t+3 -t L

Ces trois neeuds sont donc distincts. Il existe cependant des noeuds distincts qui ont le méme
polynéme d’Alexander. A ce jour, il n’existe aucun invariant (ou ensemble d’invariants) de
nceuds dont on ait montré qu’il est complet, c’est-a-dire qu’il différencie tous les nceuds.

3 Intersections triples équivariantes

Fixons un nceud K C 53, et notons X son extérieur, X le revétement infini cyclique associé, et
7 un générateur du groupe des automorphismes du revétement (le choix d’un générateur parmi
les deux possibles n’a pas d’incidence). On définit dans cette partie, & partir d’intersections
triples équivariantes de surfaces dans X , une forme trilinéaire sur le Z-module :

A(K) ®7 A(K) @7 A(K)
(B1® P2 ® B3 =1t Qtha @tP3)

Soient S1, Sa, S5 des surfaces compactes connexes orientées plongées dans X. On suppose que
les S; sont T-transverses dans X, c’est-a-dire que 715}, 77255, et 7%3 S5 sont transverses pour
tous entiers ki, ko, k3. On définit le nombre d’intersection triple équivariant < Si,S9,S3 >,
par :

Ae(K) =

41 E1 k1
2ty "ty 15 ]

_k —k ko, k
< 51,89, 83 >.= Z Z < Sy, 728y, 778y > 52153 € (triats — 1)

ko€Z ks
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On vérifie facilement les formules suivantes.
Lemme 1 Le nombre d’intersection triple équivariant vérifie :

e pour toute permutation o € Sz, de signature £(0), < Sq(1), Sx(2), S(3) >e (t1,t2,13) =
6(0’) < 81,852,535 >, (tg—l(l), t0—1(2)7t0—1(3)),

o Pl(T)(Sl>,PQ(T)(SQ),PQ,(T)(Sg) >e= Pl(tl)PQ(tg)Pg(tg) < 51752,53 >c, pour tous
P e Z[t,t71].

Soit dx € Z[t,t~!] 'annulateur du module d’Alexander A(K). Comme Ak, il peut étre
normalisé sous la forme d’un polynéme symétrique tel que dx (1) = 1. On Pécrit dx(t) =
S ait!, avec a; € Z et a_; = a;.

Soit v une courbe fermée simple dans X , telle que les Tk("}/) pour k € 7Z sont deux a deux
disjointes. La classe d’homologie de 6(7)(y) dans A(K) est nulle, ce qui peut s’interpréter de
la maniére suivante. Soit 7'(y) un voisinage tubulaire de 7 tel que les 7%(T'(v)) pour k € Z
sont deux a deux disjoints. Il existe une surface ¥ C X, compacte, connexe et orientée,
dont le bord est la réunion disjointe de courbes p; C 7¢(0T(7)) pour —n < i < n, ou p; est
isotope dans 7/(T'(y)) & a; fois la courbe 7¢(7). Par extension, on appellera une telle surface
une surface de Seifert de .

On peut maintenant définir une application Z-linéaire

H1 k1 Ll
2ty 5, 5]

¢r : Ac(K) = Rk = (titats — 1,0k (t1), 0k (t2), O (t3))

de la fagon suivante. Soient aq,ag,as € A(K). Pour i = 1,2, 3, soient 7; une courbe fermée
simple représentant la classe d’homologie «;, et ¥; une surface de Seifert de ~;. On choisit
les X; T-transverses. On pose alors :

K (a1 ® s ® az) =< 1, Y9, X3 > .
Théoréme 1 ([3]) L’application ¢x est bien définie, R -linéaire, et vérifie :
QSK(OZO'(I) ® aU(Q) & aa’(3)) = 5(0-) QSK(O[l ® a2 ® a3)(to'—1(1)a to'_l(2)7to'_1(3))7

pour toute permutation o € Ss de signature £(o) et tout (aq, a9, a3) € A(K)3.

d’isomorphisme de (A(K), ¢x) est un invariant du neud K.

La classe

Le point a démontrer dans ce résultat est le fait que I'application ¢ est bien définie. La
R i-linéarité et le comportement par permutation des membres d’un tenseur découlent alors
du lemme 1. 11 s’agit donc de démontrer que ¢ (o ® s ® a3) ne dépend ni du choix des
représentants ; des oy, ni du choix des surfaces de Seifert ¥;.

Compléments La construction de l'invariant ¢ est effectuée dans [3] dans le cadre plus
général des noeuds homologiquement triviaux dans les spheres d’homologie rationnelle. On
travaille alors avec des coefficients rationnels en homologie et dans les anneaux de polyndmes.
Dans cet article, on décrit les variations de 'application ¢x sous l'effet d’une transformation
géométrique appelée chirurgie borroméenne. Lorsque le nceud est muni d’une paramétrisation
de son module d’Alexander, on montre que I'invariant ¢ est un invariant de type fini de
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degré 1 par rapport aux chirurgies borroméennes dites nulles, et on décrit I’ensemble de toutes
les applications ¢x que I'on obtient a partir d’un nceud homologiquement trivial K dans une
sphere d’homologie rationnelle. On en déduit en particulier que l'invariant ¢ raffine le
module d’Alexander, au sens ou il existe des nceuds qui ont le méme module d’Alexander
mais des formes ¢ différentes.
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Résumé - Nous donnons une bréve introduction au probléme de Yamabe sur un espace stratifié
compact X. Un espace stratifié est un espace métrique singulier contenant un sous-ensemble
dense, muni d’une métrique Riemannienne g. Etant donné (X™, g) un espace stratifié compact,
nous cherchons une métriqgue conforme & g avec courbure scalaire constante. Nous rappelons
les résultats obtenus dans [1] sur lexistence d’une telle métrique. Comme dans le cas lisse,
celle-ci dépend fortement d’un invariant conforme : la constante de Yamabe locale Yy(X) dont,
en général, on ne connait pas la valeur.

Un espace stratifié peut étre décomposé en un nombre fini de strates et chaque point dans une
strate a un voisinage tubulaire qui est l’espace total d’un fibré en cones. Cela signifie que la fibre
est un cone sur un espace stratifié de dimension inférieure, qui est appelé le link de la strate.
La constante de Yamabe locale Yy(X) dépend de la géométrie des links. Nous démontrons que
si les links de X sont des espaces stratifiés d’Einstein, il est possible de calculer explicitement
Yy(X). Pour cela il faut séparer deux cas. Dans le premier cas, nous démontrons une inégalité
de Sobolev sur X inspirée par un résultat de D. Bakry [4]. Pour ’obtenir, nous étendons au cas
des espaces stratifiés un théoréme de Lichnerowicz sur la premiére valeur propre du Laplacien.
L’estimation obtenue sur la constante optimale dans ['inégalité de Sobolev permet de calculer
Yy(X). Dans le deuziéeme cas, la valeur de la constante de Yamabe locale découle de 'existence
d’une inégalité 1sopérimétrique euclidienne, que nous prouvons a l’aide de la conjecture de
Cartan-Hadamard, valide en deuz dimensions [11], et d’un résultat d’Antonio Ros [9].

Mots clés - Courbure scalaire constante, Constante de Yamabe, Espaces Stratifiés

1 Introduction

Le probleme de Yamabe a été posé pendant les années soixante par Hidehiko Yamabe, donnant
origine & une branche des mathématiques appelée analyse géométrique, qui se propose de
résoudre des problémes de géométrie differentielle avec des outils analytiques. Etant donnée
une variété Riemannienne compacte (M", g) de dimension n > 3, la question est de savoir
s’il est possible de modifier la métrique de départ avec un changement conforme et obtenir
une métrique & courbure scalaire constante. Un changement conforme consiste & multipier
g par une fonction lisse et positive : la classe conforme de g sera définie comme 1’ensemble
9] =4{9:Fu e C®(M),u >0, §= uﬁg} La loi de transformation pour la courbure
scalaire sous changement conforme implique que g est & courbure scalaire constante Sj si u
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satisfait ’équation suivante :

n+2 n—2
Agu+ apSgu = apSzur—2, a, = =1

(1)
Le probléme se réduit donc & démontrer 'existence d’une solution non nulle pour une telle
équation. A travers les outils classiques du calcul des variations, il est facile de voir que
(1) est I’équation d’Euler-Lagrange associée a une fonctionnelle. De plus, si une fonction u
réalise 'infimum d’une telle fonctionnelle, alors elle est une solution non triviale de (1). Nous
définissons alors la constante de Yamabe de (M™,[g]) :

Y (M, g]) = inf {/ (Jdul® + anSyu?)dvy, we€ WH2(M): Hu||27n2 = 1}

o o
A cause de I’exposant critique Z—fg, Péquation (1) ne peut pas étre résolue a I’aide des seuls out-
ils analytiques. Mais grace a l'invariant conforme Y (M, [g]) et aux informations géométriques
qu’il contient, il est possible de donner une réponse au probléme original. Thierry Aubin, [3], a
montré que pour toute variété Riemannienne, la constante de Yamabe Y (M, [g]) est inférieure
ou égale a celle de la sphére canonique de dimension n. De plus, si cette inégalité est stricte,
il existe une solution non triviale a 1’équation de Yamabe. Il est possible de démontrer que
pour toute variété de dimension n > 6 qui n’est pas conformément plate, Y (M™, [g]) < Y,
et par conséquent le probléme est résolu dans ce cas. Pour une variété conformément plate
ou de dimension 3,4, 5, le théoréme de masse positive prouvé par R. Schoen et S.T. Yau [10]
assure qu’ou bien I'inégalité stricte est verifiée, ou bien dans le cas d’égalité il existe un dif-
féomorphisme conforme entre la variété et la sphére, ce qui donne une réponse compléte a la
question originale.

1.1 Le cas des espaces stratifiés

Si & la place d’une variété compacte lisse nous considérons une variété ouverte ou avec sin-
gularités, il est toujours possible de chercher un changement conforme qui rende la courbure
scalaire constante, mais ’existence d’un tel changement n’est pas prouvée en général. Dans
[1], les auteurs considérent des espaces métriques presque lisses (X", d, g), c’est-a-dire des es-
paces qui contiennent une variété ouverte lisse €2 de dimension n, dense dans X, munie d’une
métrique Riemannienne g. Ils définissent la constante de Yamabe locale de la fagon suivante :
Yy(X) = inf lim Y(B(p,7)).
peX r—0

Pour tout (X,d,g) l'inégalité Y (X, [¢g]) < Yy(X) est verifiée. De plus, si la courbure scalaire
satisfait une certaine condition d’intégrabilité (Sy € L9, ¢ > n/2) et si I'inégalité est stricte,
alors il est possible de démontrer I'existence d'une solution u € W12(X), bornée, & I’équation
de Yamabe.

Ce résultat s’applique en particulier au cas des espaces stratifiés. Un espace stratifié X" est
un espace métrique presque lisse compact, qui admet une decomposition en un nombre fini
de strates X :

XQXn—QQXn—SQH- QX]

telles que pour tout j, X; \ X;_1 est une variété ouverte de dimension j, et @ = X \ X,,_o
est dense dans X. On suppose qu’il n’existe pas de strate de codimension 1. On appelle lieu
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singulier 'ensemble ¥ = X \ €. Si un point z € X appartient a une strate X, il admet un
voisinage tubulaire U; qui est ’espace total d'un fibré en cones; la fibre de ce fibré est un cone
C(Z;), ou Z; est un espace stratifié appelé le link de la strate X;. Les espaces stratifiés les
plus simples sont les variétés a singularités coniques, ou les variétés avec "simple edges". Cela
signifie que tous les links sont des variétés compactes lisses Z¢ et chaque point des strates a
un voisinage homéomorphe a R*~4~1 x C(Z9).

Il est possible de munir un espace stratifié d’'une métrique qui, proche d’un strate, se comporte
comme le produit de la métrique euclidienne et d'une métrique conique : g = dy? + dr? +r2hj,
ou h; est une métrique donnée sur le link. La constante de Yamabe locale sera alors :

Yi(X) = irj;f{Y(Rj x C(Z;), [dy* + dz® + 2*h]} (2)

Meéme dans le cas des variétés a singularités coniques, on ne connait pas la valeur explicite de
Yy(X). Mes travaux montrent qu’il est possible de calculer Y;(X) si on suppose que chaque link
(Z%,h) est un espace stratifié d’Einstein avec tenseur de Ricci qui satisfait Ricy, = (d — 1)h.
Cette hypothése n’est pas restrictive. En effet, si (Z,h) est une variété compacte lisse, il
est montré dans [1] que pour avoir la condition d’intégrabilité sur la courbure scalaire S,
nécessaire a l'existence de la solution, Sy doit étre égal & d(d — 1). Or, ceci est le cas pour une
variété d’Einstein avec Ricp, = (d — 1)h.

2 Calcul de la constante de Yamabe locale

D’apres I’expression (2) pour la constante de Yamabe locale, nous nous intéressons aux espaces
de la forme (R"~9=1 x C(Z9)),dy? + dr® + r2h), ot (Z% h) est un espace stratific compact
d’Einstein, avec Ric, = (d — 1)h. Il n’est pas difficile de montrer que de tels espaces sont
conformément équivalents & X = C (2 ), ou Z est un espace stratifié de dimension n — 1 et X
est muni d’'une métrique d’Einstein g. Nous pourrons donc étudier la constante de Yamabe
(globale) des espaces stratifiés d’Einstein pour donner des résultats sur la constante locale
(2).

Si Z est un cercle, deux situations différentes se présentent si son rayon est plus petit que 1 ou
plus grand que 1; nous allons distinguer deux cas. Dans le premier, nous définissons la classe
des espaces stratifiés admissibles : (X, g) est admissible si ses strates de codimension 2, quand
elles existent, ont diamétre inférieur & 7. Dans le second, nous traitons X = R"72 x C(S}),
ol S} est le cercle de rayon a > 1.

Considérons d’abord les espaces stratifiés admissibles. Nous allons exploiter le fait que la
constante de Yamabe est strictement liée & la constante optimale v dans I'inégalité de Sobolev :

2
Va2, < A5+ 1ldf 15, f € WH(X)

o V' = Voly(X). Il est possible de démontrer que cette inégalité est valide dans le cadre
des espaces stratifiés admissibles munis d’une métrique qui satisfait Ric, > (n — 1)g. Nous
pouvons aussi donner une estimation pour v qui ne dépend que de la dimension de X ; celle-ci
nous permettra de déduire la valeur de Y (X, [g]) dans le cas Einstein.

Nous nous sommes inspirés d’un résultat de D. Bakry [4] pour une variété lisse (M", g) telle
que Ricy > (n —1)g et nous avons démontré :
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Théoréme 1 (Inégalité de Sobolev [7]) Soit (X", g) un espace stratifié admissible tel que
Ricy > (n—1)g. Alors pour tout 1 < p < -2 et pour toute f € WP(X) linégalité de Sobolev
suivante est vérifiée :

_2 p—2
VI 15 < 115 + == lldf1l3 - (3)
n

ot V = Volg(X).
Cela a comme conséquence directe :

Corollaire 1 (Constante de Yamabe [7]) Sous les hypothéses du théoréme précédent, la
constante de Yamabe de X vérifie :
n(n —2)

2
1 Voly(X)n

Y (X, [g]) >

avec égalité si (X, g) est d’Einstein.
En particulier, si X est un espace stratifié avec une seule strate de link (Z¢, h), Ric, = (d—1)h,
sa constante de Yamabe locale est égale a :

- (1,

L’idée de la preuve du Théoréme 1 dans le cas lisse est d’étudier une fonction u qui réalise la

constante optimale v dans l'inégalité de Sobolev (3) pour p < 2n/(n — 2), et qui donc résout
I’équation :

YAGu 4+ u = uP -1
En maniant cette équation grace & la formule de Bochner-Lichnerowicz et l'intégration par
partie, qui font apparaitre des termes dépendant du gradient de w, il est possible d’obtenir
que v doit étre supérieure ou égale & (p — 2)/n. Si X est un espace stratifié, ces outils restent
valides sur le lieu régulier €2, mais pour pouvoir étendre le résultat & tout X il est nécessaire
d’estimer le comportement du gradient de uw proche du lieu singulier.
Un résultat contenu dans [2], montre que la régularité d’une solution de I’équation de Schrédinger
Agu = Vu est déterminée par la géométrie des links (Z%, h), et plus précisément par la pre-
miére valeur propre du Laplacien Ap. Nous avons étendu un résultat de Lichnerowicz pour le
bas du spectre au cas des espaces stratifiés :

Théoréme 2 (Lichnerowicz Singulier [7]) Si (Z,h) est un espace stratifié qui satisfait les
mémes hypothéses que le théoréme précédent, alors A\ (Ap) > d.
Ceci nous permet en particulier de donner une estimation sur le comportement du gradient
de u en fonction de la distance au lieu singulier X, et donc d’adapter la preuve de Bakry.
Remarquons que ce résultat est démontré par récurrence sur la dimension du link : pour la
dimension 1, Z = S}, et le théoréme de Lichnerowicz classique ne s’applique pas si a > 1.
Considérons donc X = R"2 x C(S!) pour @ > 1. Nous avons démontré qu'une inégalité
isopérimétrique euclidienne est vérifiée sur (X, g), c’est a dire :
Proposition 1 ([7]) Soit X = R"2 x C(SL) pour a > 1 avec la métrique g = dy* +
220D (dz? + dy?). Alors pour tout domaine D C X :
Vol, (0D) - Vol(0B™)
Voly(D)'=w — Vol(B")

ot B™ est une boule unitaire dans R™.
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Pour obtenir 'inégalité isopérimétrique, nous avons approché le cone C(S!) par des variétés
de Cartan-Hadamard de dimension 2. D’aprés [11] le profil isopérimétrique de ces variétés est
minoré par celui de R?. Un théoréme d’Antonio Ros contenu dans [9] nous donne ensuite la
minoration désirée pour le produit R"~2 x C(S}).

Cela permet de donner la valeur de la constante de Sobolev optimale : elle est en effet 1a méme
que celle de R™. Nous avons par conséquent :

Corollaire 2 ([7]) La constante de Yamabe de R"~2 x C(S)) pour a > 1 coincide avec la
constante de Yamabe de la sphére canonique de dimension n :

Y (R"™? x C(8,), [g]) = Ya.

Ces résultats nous permettent de donner la valeur explicite de la constante de Yamabe locale
pour les espaces stratifiés avec links d’Einstein.
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Résumé - Dans le cadre de ma thése, j'ai démontré qu’une famille de transformations du
cylindre discret est typiquement minimale et ergodique. Dans cet exposé j’expliquerat comment
appliquer mes résultats pour avoir plein d’exemples de flux directionnel ergodique et minimal
sur des surfaces de translation de genre infini appelées < échelle de Jacob >.

Mots clés - Surface de translation, théorie ergodique en mesure infinie

1 Introduction

Je commencerai par donner dans la section 2 la définition de la famille de transformations
de Fy , sur Z x T. Leur espace de phase Z X T est considéré avec la mesure et la topologie
produit.

Chaque transformation F, préservera la mesure (infinie) de I'espace de phases, mais ne sera
pas un homéomorphisme de cette espace. Cependant, si on prive l'espace de phase d’un
ensemble discret, appelé ensemble des singularités de F,, alors F}, y sera un homéomorphisme
sur son image.

L’espace des parametres sera un espace compacte de probabilité. Nous pouvons donc nous
poser la question des comportements typiques des transformations dans la famille. Qu’est-ce
qui arrive pour presque-tout parametre o ? Quelles propriétés possede F,, pour un ensemble
Gs-dense de parametres a7 Dans ma these j’ai obtenu quelques réponses a ces questions, je
les rapporte dans la section 3.

Enfin, dans la section 4, j’explique comment appliquer ces résultats a la construction d’exemples
de flot directionnel minimal et ergodique sur des surfaces de translation de genre infini.

2 Définitions

Soit T = R/Z le cercle unité. Considérons le produit cartésien du cercle avec les entiers relatifs
Z =7 x T. On peut voir Z comme une superposition de cercles en une sorte de cylindre
discret. Pour chaque n € Z, on dira que le cercle {n} x T est le niveau n du cylindre.

Sur Z, considérons la transformation bijective qui consiste a tourner chaque cercle puis a
couper tous les cercles en deux et a déplacer une moitié du cercle d’un niveau vers le haut
et 'autre d’un niveau vers le bas. Autrement dit, on est en train de regarder une famille de
transformations du cylindre discret ou le parametre est une suite bi-infinie o = (o, )nez de
rotations dans TZ.
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Nous pouvons voir T comme le recollement de deux intervalles fermés de méme mesure (par
exemple [—%,O] et [O, %], mais leur forme exacte importe peu). Considérons I~ et I les
intervalles ouverts qui sont les intérieurs de ces deux intervalles.

Pour chaque «, on définit

Fo:Z --» Z
1 si t+a,elt (1)
(t,n) (t+an,n+{_1 q t4a el

On adopte ici la notation avec une fleche en pointillé car, par convention, F,, n’est pas définie
sur les points qui donneraient une ambiguité lors de ’application de la définition. On appelle
ces points des singularités de Fy,.

Les singularités de F;! sont

sing(F, 1) =0I* x Z (2)

et les singularités de F, sont

sing(Fy) = | J(0IF — an) x {n} (3)

n

3 Comportements typiques de F},

Les résultats obtenus dans ma these parlent d’abord des comportements dynamiques “typi-
ques” de la famille Fy,, ou le mot “typique” peut se comprendre au sens de la mesure ou au
sens de la topologie. La mesure et la topologie considérées sur I’espace de parametres TZ sont
la mesure produit et la topologie produit.

Au sens de la mesure, on dira qu'une propriété est presque sire dans la famille {F, }, si
pour presque tout a € TZ, la transformation F, satisfait cette propriété.

Au sens de la topologie, on dira qu'une propriété est générique dans la famille {F,}, sl
existe un sous-ensemble de parametres G C TZ qui est une intersection dénombrable d’ouverts
denses tel que, pour tout a € G, la transformation F,, satisfait cette propriété.

Nous nous sommes intéressés aux propriétés dynamiques de conservativité, minimalité et
ergodicité.

Etant donnée une transformation qui préserve la mesure, on dit qu'elle est conservative si
aucun ensemble de mesure positive n’est disjoint de tous ses itérés.

Proposition 1 Une condition suffisante pour avoir la conservativité est que la suite de ro-
tations s’accumule sur la rotation du demi-tour en +00 et —oo.

On remarquera que cette condition est satisfaite presque partout et génériquement. La conser-
vativité est donc une propriété aussi bien générique que presque stire dans la famille {F, }4.
Etant donnée une transformation sur un espace topologique, on dit qu’elle est minimale si
toutes ses orbites sont denses.

Théoréme 1 La minimalité est générique dans la famille {Fy}q.

Etant donnée une transformation mesurable sur un espace de mesure, on dit qu’elle est
ergodique si et seulement si tout ensemble invariant soit est de mesure nulle, soit admet un
complémentaire de mesure nulle.



De lergodicité sur deux espaces de mesure infinie

Théoreme 2 L’ergodicité est générique dans la famille {Fg}q.
Remarque 1 Si la suite a est une suite constante, alors la transformation F, est conjuguée
a un cocycle sur une rotation. Si cette rotation est irrationnelle, alors F, est conservative (

c’est une application directe d’un résultat classique de Klaus Schmidt [1]) et ergodique (prouvé
par Jean-Pierre Conze et Michael Keane dans [2]).

4 Ergodicité du flot directionnel sur I’échelle de Jacob

Je vais maintenant exposer comment ’ergodicité de F, se traduit dans l'ergodicité du flot
directionnel sur une surface de translation de genre infini.

Definition 1 Une surface S est dite de translation s’il existe un sous-ensemble discret
¥ C S tel que S\ X posséde un atlas T ou les changements de cartes sont des translations.

Remarque 2 Si S est compact, I’ensemble X dans la définition 1 est forcement fini.

Considérons la surface de translation de genre infini appelée 1’échelle de Jacob. Topologique-
ment, elle est obtenue par identification des cotés opposés dans le polygone infini suivant :

il

Dans ce dessin on a mis toutes les marches de ’escalier de méme hauteur. Mais que se passe-
t-il lorsque les hauteurs des marches varient 7 Plus précisément, Pour chaque H > 0, on
considere le rectangle R(H) = [—3, 2] x [0, H].

Etant donnée une suite bi-infinie H = {Hp}nez, on considere la suite {R,,} ou R, = R(H,).
Ensuite on recolle les R,, pour obtenir I’échelle de Jacob S(H) : on quotiente I'union disjointe
des R, par la relation d’équivalence engendrée par :

Vi € Z¥(z,y) € RyV(u,v) € Ryy1 : (z,y) ~ (u,0) &z =u+3, et y=H,,v =0,
ouy=0,v=Hp4

(4)

et par

Vi:V(z,y) € Ry : x| == = (z,y) ~ (—x,y) (5)

N |
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Dorénavant, on identifie chaque rectangle R,, avec son image dans le quotient S(H). Dans
chaque rectangle R,,, on fixe C,, = [—%, %] X {%} On voit C), dans S(H ), comme R,,, donc
Ch, est en fait un cercle T x {1}.

L’ensemble C' = | J;c; Crn étant une union disjointe d’une collection dénombrable de cercles, il
est homéomorphe a Z x T. Pour chaque angle 6, considérons I’homéomorphisme fy : ZxT — C
défini comme suit :

Fo(n,z) = (m _ % + i%m(e)) « {;} dans R,,. (6)

Proposition 2 L’homéomorphisme fy conjugue lapplication de premier retour sur C du flot
directionnel dans la direction 0 avec la transformation F ot o = {—% + Hy, cot(6) }.

On observe que pour toute direction 6 fixée (ni verticale, ni horizontale), la formule
1
an=—5 + H,, cot(0)

définit un homéomorphisme entre (tan()T)Z et l'espace de paramétres de la famille {F,},
TZ.

On obtient donc, a partir des résultats énoncés dans la section 3, des exemples de surfaces
de translation :

— qui sont des échelles de Jacob,

— sur lesquelles le flot directionnel dans une direction fixée est ergodique et minimal.
Par contre, pour une suite fixée de hauteurs {H,}, la correspondance § — {a, = —3 +
H,, cot(f)} n’est pas surjective. Méme plus, le complément de son image contient un G-
dense dans 'espace des parametres de {Fy}.

Remarque 3 Dans le cas ot la suite a est une suite constante, alors la correspondance entre
F, et son échelle de Jacob a été explicitée par Pat Hooper, Pascal Hubert et Barak Weiss
dans [3].
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Résumé - In the talk we define the class of stable, NIP, simples and NT P, theories and
we give a positive answer to the conjecture by A. Chernikov, I. Kaplan and P. Simon that
says: A pseudo real closed field is NT Py if and only if it is bounded.

Mots clés - model theory, logic, field theory.

1 Introduction

One of the objects of study of model theory are the complete first-order theories and their
classification. Shelah classified complete first-order theories by their ability to encode certain
combinatorial configurations. For example the theories that are not able to encode linear
orders are the stable theories. Shelah and others produced results and techniques for analyzing
types and models in stable theories. In algebraic structures as groups or fields, these model-
theoretic properties are related with algebraic properties of the structure.

Unfortunately, most structures studied in mathematics are not stable. Recently many of the
tools used in stability theory could be generalized to larger classes of theories. This line of
research is called “neo-stability theory”.

In the first part of this talk we define the class of stable, NIP, simples and N1 P, theories
and give some examples. In the second part we define the class of pseudo algebraically closed
fields and pseudo real closed fields and we give a positive answer to the conjecture by A.
Chernikov, I. Kaplan and P. Simon that says: A pseudo real closed field is NT P; if and only
if it is bounded. All fields considered will have characteristic zero.

2 Shelah’s classification theory and generalizations of stability

Definition 1 Let T be a complete first-order theory. The theory T is called stable if there is
no formula ¢(Z,y) and (a;)jew (in some model) such that ¢(aj,a;) if and only if j < L.

Some examples of stables theories are: algebraically closed fields, modules, differentially
closed fields, free groups (Z.Sela), separably closed fields (C.Wood). It is clear from the
definition of stable theory that any theory with a definable linear order is not stable.

Definition 2 Let ¢(z,y) be a formula. We say that ¢(Z,y) has the independence property
(IP) if there is for any m € N a family of tuples {b; : | < m} such that for each A € P(m)
there is a tuple aa, such that ¢(aa,b;) if and only if | € A.
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A theory is called NIP (no independence property) if no formula has IP.

Some examples of NIP theories are: stable theories, linear order, ordered abelian groups
(Gurevich-Schmitt), any o-minimal theory (in particular the real closed fields), algebraically
closed valued fields, Q.

Definition 3 Let T be a complete first-order theory. The theory T is called simple if it is
not possible to encode a tree in a definable way.

Some examples of simple theories are: stable theories, the theory of the random Rado graph,
pseudo-finite fields, the theory of algebraically closed fields expanded by a generic automor-
phism.

Definition 4 Let ¢(Z,y) be a formula. We say that ¢(Z,7y) has TP, if there are (ai;)i,j<w
and k € w such that:

1. {o(Z, aij)jew} is k-inconsistent for all | < w.
2. Forall f:w— w,{o(T,a;4)) : | € w} is consistent.

A formula ¢(Z,y) is NT Py if it does not have the T Py. A theory is called NT Py if no formula
has T'Ps.

Some examples of NT' P, theories are: NI P theories, simple theories, ultraproducts of p-adics.

3 Pseudo algebraically closed fields

Definition 5 A pseudo algebraically closed field (PAC field) is a field M such that every
absolutely irreducible affine variety defined over M has a M -rational point. The concept of a
PAC field was introduced by J.Ax in [1] and has been extensively studied. The definition of
PAC field has an equivalent model-theoretic version: M is existentially closed (in the language
of rings) into each regular field extension of M. The class of PAC' fields is axiomatizable in
Ly the language of rings.

Theorem 1 [8, Corollary 6.5] If M is a PAC field which is not an algebraically closed field,
then Thr,, (M) has the independence property.

Bounded fields: A field M is called bounded if for any integer n, M has only finitely many
extensions of degree n.

Theorem 2 [4][5] Let M be a PAC field. Then Thr, (M) is simple if and only if M is
bounded.



Pseudo real closed fields and NT P,

4 Pseudo real closed fields

This notion of PAC field has been generalized by Basarab in [3] and then by Prestel in [7]
for ordered fields. The class of pseudo real closed fields (PRC-fields) was extensively studied
by L. van den Dries [9], A. Prestel [7], M. Jarden [2] and [6] and others.

Definition 6 A field M is called PRC if for every absolutely irreducible variety V defined
over M, if V has a simple M —rational point for every real closure M of M, then V has an
M -rational point. The definition of PRC' field has an equivalent model-theoretic version: M
is existentially closed (in the language of rings) into each reqular field extension N to which
all orderings of M extend. By [7, Theorem 4.1] we can aziomatize the class of PRC fields
in Lr the language of rings.

Theorem 3 Let M be a PRC' field which is not a real closed field. Then The, (M) has the
independence property.

Theorem 4 Let M be a PRC field. Then The,, (M) is NTP, if and only if M is bounded.

The strategies used in the proof of Theorem 4 can be generalize to another class of fields,
the class of pseudo p-adically closed fields (PpC fields). The PpC fields are the analogous
of PRC fields for p-adic valuations, more specifically: A field M is called PpC' if for every
absolutely irreducible variety V' defined over M, if V has a simple M” —rational point for
every p-adic closure M of M , then V has an M-rational point. Then we obtain the same
theorem for the PpC fields: Let M be a PpC field. Then Thy, (M) is NT P; if and only if
M is bounded.
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Résumé - Les questions et idées de réponses a celles-ci que je compte présenter concernent des équations
a dérivées partielles vues dans un régime semi-classique. Ces problémes apparaissent dans de nombreux
domaines en physique ou chimie quantique et je me cantonnerai au cas des systéemes d’équations de
Schrodinger couplées, et avec un petit paramétre noté . L’analyse s’effectue dans la limite semi-classique
€ — 0 et des notions de stabilité dans cette limite sont abordées pour certaines données localisées dans
l’espace des phases : les états cohérents ou paquets d’onde. On s’intéressera en particulier a la notion
d’adiabaticité et de validité de celle-ci.

1. MOTIVATION PHYSIQUE ET PRESENTATION DU PROBLEME : UN RAPIDE SURVOL

Nombre de phénoménes physiques sont décrits par des équations & dérivées partielles difficiles a ré-
soudre a cause de la complexité des données physiques et du nombre des variables en jeu. Une simplifica-
tion de ces études (par exemple, suite & un adimensionnement, ou a des approximations du systéme) fait
entrer en jeu un petit parameétre - parameétre semi-classique, noté e - qui dépend des données physiques
des équations initiales. Mathématiquement, on étudie le probléme dans la limite semi-classique € — 0.

Je présenterai le probléme uniquement pour I’équation de Schrédinger matricielle

e linéaire, dont la solution (fonction d’onde) donne la description moléculaire dans ’approximation
de Born-Oppenheimer (voir [3], [8], [7], [15], [19], ainsi que [16], [18] et leurs réferences pour plus
de détails sur la justification de cette approximation),

e non-linéaire qui entre en jeu dans la description des condensats de Bose-Einstein (voir par ex-
emple [10], [11], [12], ou plus récemment [1], [2], [6] et divers travaux numériques de Bao et al.).
Ici, il y a une difficulté supplémentaire car le terme non-linéaire “mélange” les composantes de la
fonction d’onde, induisant un couplage.

e avec un potentiel V(z) matriciel, dont les valeurs propres/espaces propres auront un role capital
(soient elles sont “bien séparées” pour tout z, soit elles sont trés proches pour certains x, sans
jamais se croiser). En effet, elles peuvent induire un “couplage” entre les composantes de la
fonction d’onde.

e le tout pour un certain type de données : les états cohérents (états localisés autour d’un point
donné dans l'espace des phases). On regardera en particulier des états cohérents qui sont dans
un espace propre (niveau d’énergie) donné du potentiel

Les deux questions porteront sur :

(1) la stabilité de la “structure” de la solution : restera-t-elle localisée dans ’espace des phases ?
Autour de quoi ?

(2) ladiabaticité : 1’énergie des particules quantiques ne peut pas prendre n’importe quelle valeur,
il y a des “paliers”, des niveaux d’énergie, liés aux valeurs propres du potentiels.
On se pose donc la question suivante : si on “part” de particules qui vivent dans un niveau
1



d’énergie donné, celles-ci vont-elles y rester (adiabaticité) ou accéder a un autre niveau (transi-
tion)?
Autrement dit, si la donnée initiale est choisie dans un niveau d’énergie donné, la solution restera-

t-elle dans le méme espace propre ? Peut-elle atteindre un autre espace propre/niveau d’énergie
?

La réponse a ces questions dépend évidemment des situations (potentiels considérés...).

2. PRESENTATION DETAILLEE DES RESULTATS MATHEMATIQUES

Cette section est dédiée a une description plus détaillée des résultats sur lequels s’appuiera la présen-
tation.

Mes travaux de recherche s’articulent autour de I’étude de la propagation d’états cohérents, ou paquets
d’onde. Les questions soulevées dans ma thése se placent dans un cadre non-linéaire, combinant des
problémes appréhendés d’un point de vue plutot linéaire jusque la, et des outils utilisés dans ’analyse
des équations dispersives non-linéaires.

Les modéles que j’ai regardés sont issus de la chimie quantique et permettent de décrire la dynamique
de molécules dans le cadre de 'approximation de Born-Oppenheimer. La notion d’approximation adi-
abatique apparait alors, et avec elle, la question de sa validité selon les caractéristiques du modéles étudié.

On analyse des systémes d’équations de Schrodinger avec un petit paramétre (paramétre semi-
classique), qui peuvent étre couplées par un potentiel si celui-ci présente des croisements de valeurs
propres, ce qui peut engendrer des transitions non-adiabatiques entre les niveaux d’énergie des partic-
ules. Les modéles non-linéaires pour lesquels un couplage supplémentaire est induit par la présence d’une
non-linéarité, sont utilisés pour décrire par exemple, les condensats de Bose-Einstein.

Dans ma theése, j’ai étudié I’équation semi-classique suivante pour des données de type états cohérents,
concentrés autour d’un point dans I'espace des phases :

2
€0 + 5 AuF — V(e = re? 2y

c _apa, (T x0)\ i(S(te)+E(to)-(2—a(t0)))
Ut ) = ( ) (@),

(1)

otd € {1,2,3}, k€ R, B =1+d/2, a € S(R?), et x(z) est un vecteur propre de V(x), associé¢ & une
valeur propre A\(x).
Le cas linéaire (k = 0) est bien compris (voir par exemple [19], [20], et [17]).

Deux types de potentiels ont été regardés. Dans la premiére partie, [13|, un théoréme adiabatique est
démontré dans le cas d = 2,3, avec k > 0; le potentiel matriciel considéré présente un trou spectral et
est de type “longue portée”.

On montre alors qu’un état cohérent, qui vit dans un espace propre donné de V' au temps initial, reste (&
ordre dominant) un état cohérent dans le méme espace propre jusqu’a des temps de type cloglog 1.
L’effet de la non-linéarité est visible sur I’équation d’enveloppe, solution d’une équation de Schrédinger
non-linéaire classique, dont il faut connaitre le comportement pour des grands temps.

Ce résultat est un analogue des résultats de Carles-Fermanian, initiés dans le cas scalaire et dans le cas
matriciel pour d = 1, dans [5], [4]. En dimension d’espace supérieure a 2, la non-linéarité n’est plus
L?—sous-critique, ce qui rend I’analyse de la propagation des états cohérents plus difficile.



La seconde partie de mes travaux, présentée dans [14], porte sur un systéme présentant des transitions
non-adiabatiques. Cette fois le potentiel dépend du paramétre semi-classique et est explicite :

Vi) =via) = (5 VE).

ou z € R (cas unidimensionnel). Les valeurs propres de V. présentent un croisement évité au point
x = 0 : la distance entre elles est de 'ordre de /.

Dans cette situation, il n’y a plus de découplage adiabatique : des transitions non-négligeables entre
les modes apparaissent; 'effet de la non-linéarité sur celles-ci n’est pas visible & ordre dominant, les
probabilités de transition étant calculées & 'aide de la formule de Landau-Zener utilisée dans le cas
linéaire, qui a été traité dans [9] pour des données plus explicites. Les auteurs de 9] propagent leur
donnée jusqu’a des temps d’ordre 1. Dans ma thése, I'approximation construite n’est valable que jusqu’a
des temps d’ordre £, ot 1/3 < aw < 1/2. La question de la propagation jusqu’a des temps d’ordre 1 est
encore ouverte.
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Résumé - Given a singularly-perturbed linear differential system by the paramter € (see (1) ).
We have proposed in [9], algorithms to treat the turning points of such a system and decouple
it into a set of systems of lower dimensions for each of which the singularity’s rank in € has
a minimal integer value. This talk, based on a joint work with Moulay A. Barkatou, builds up
on the former work and complements so that a fundamental matriz of formal solutions can
be computed. The algorithm is implemented in the computer algebra system Maple which is
illustrated by an example in the talk.

Mots clés - Singularly-Perturbed Linear Differential Systems, Turning Points,
Newton Polygon, Formal Solutions, Computer Algebra.

1 Introduction

Let K be a commutative field of characteristic zero equipped with a derivation §, that is a
map 0 : K — K satisfying

0(f+g)=06f+dgand §(fg) =0(f)g+ fé(g) for all f,g € K.

We denote by F its field of constants, V a K-vector space of dimension n, and A an element
in K™, Set A =9 — A, then A is a ¢- differential operator acting on V, that is, a C-linear
endomorphism of V satisfying the Leibniz condition :

VfeK, veV A(fv)=68(f)v+ fA().

Let F be an arbitrary field of characteristic zero. Set K to be the field of fractions of F[[z, €]]
equipped with § = e%, where x is a complex variable and € is a small parameter. Thereby,
A is the differential operator associated to a singularly-perturbed linear differential system.
Denoting by Y an unknown n-dimensional column vector, the former can be rewritten as

ay

G

Az, )Y = e "2 P Ap(z)h)Y. (1)
k=0

where h,p be integers.

Enrolled at a joint PhD program with the Lebanese University.
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Such systems are traced back to the year 1817 and are exhibited in a myriad of problems
within diverse disciplines including astronomy, hydrodynamic stability, and quantum physics.
Their study encompasses a vast body of literature as well (see, e.g., [4, 7, 11, 10, 6] and
references therein). However, the formal reduction, that is the algorithmic procedure that
computes a change of basis w.r.t. which A(z, €) has normal form facilitating the construction
of formal solutions, is still open to investigation. This is the interest of this talk. Our approach
is a generalization of [2]. We give a recursive algorithm which, at each step, decreases either
h or the dimension n of the system.

2 Framework

Clearly, system (1) is a singular perturbation of the widely studied linear singular system of
differential equations (see, e.g., [1, 5] and references therein). The latter is obtained by setting
0p = x% and K, = F((x)), the univariate field of formal Laurent power series. Hence A, is
associated to
Y Ay = o 3 Apzh)Y. 2
=AY =2 (3 Ah)Y. 2)
k=0

Contrary to system (1), there exist efficient algorithms contributing to the formal reduction
of system (2) (see, e.g. [1, 2, 3], [9, Section 3], and references therein).
The classical formal simplification of system (2) begins with the reduction of its leading coef-
ficient matrix Ag to its Jordan form. Hence, in addition to the usual difficulties encountered
within the formal reduction itself, additional ones arise for system (1) since its leading coef-
ficient matrix Ag(x) is a matrix-valued function rather than a constant one. In particular, if
it has mulitple eigenvalues then they might coalesce (see, e.g.,[11, Example, page 223]). In
classical textbooks, points where the Jordan form of Ag(z) is unstable, that is to say either
the multiplicity of the eigenvalues or the degrees of the elementary divisors are not constant in
a neighborhood of such points, are referred to as turning points (see, e.g.,[12, page 57]). The
behavior of solutions of differential systems around such points is far more complicated than
that of system (2) around an irregular singularity (i.e. for which p > 1). In fact, the neigh-
borhood of such a point is decomposed into a finite number of z-dependent neighborhoods
in each of which the solution behaves quite differently though it may still be asymptotically
accomplished (see, e.g., [6]). In particular, if A < 0 then the solution of system (1) can be
sought upon presenting the solution as a power series in €. The latter can then be inserted
into (1) and the like powers of € equated. This reduces the problem to solving recursively a
set of non-homogeneous linear singular differential systems with coefficient entries lying in
F((x)), the first of which is system (2). Hence, the main difficulty consists in reducing system
(1) to one with A = 0.
The methods proposed in the literature of system (1) either exclude turning points [4], add
restrictions on the dimension of the system to (n = 2) (see [11] and references therein),
or are not algorithmic throughout. Moreover, the former methods make an essential use of
the so-called Arnold-Wasow form. The research advanced profoundly in the last two decades
making use of methods of modern algebra and topology. The former classical approach is
substituted by efficient algorithms that act directly on the system. It was the hope of Wasow
[11], in his 1985 treatise summing up contemporary research directions and results on system
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(1), that techniques of system (2) be generalized to tackle the problems of system (1). This
generalization is the subject of this talk.
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INEGALITES DE CONCENTRATION POUR LES STATISTIQUES D’ORDRE

Maud THOMAS
Université Paris Diderot - LPMA
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Résumé - Le but de cet exposé est de montrer comment obtenir des inégalités de concentra-
tion non-asymptotiques pour les statistiques d’ordre d’un échantillon de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées.

Les résultats de la théorie des valeurs extrémes permettent de montrer que ces inégalités sont
asymptotiquement tendues.

Lorsque la loi de I’échantillon posséde un tauzr de hasard croissant, on montre que les statis-
tiques d’ordre satisfont une inégalité exponentielle d’Efron-Stein, c’est-a-dire, une inégalité
reliant le logarithme de la fonction génératrice des moments des statistiques d’ordre avec les
moments exponentiels de l’estimée Efron-Stein de la variance.

Nous commencerons par rappeler certaines inégalités de concentration et introduire quelques
notions de la théorie des valeurs extrémes. Nous montrerons ensuite comment les appliquer
pour obtenir des inégalités de concentration pour les statistiques d’ordre et nous vérifierons
qu’elle sont tendues grace a la théorie des valeurs extrémes. Enfin, nous les appliquerons aux
échantillons gaussiens.

Mots clés - Statistiques d’ordre, inégalités de concentration, méthode entropique,
Inégalité d’Efron-Stein
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Résumé - Nous nous placons dans le modéle suivant : n boules sont lancées sur un ensemble
infini d’urnes indexé par N. Pour tout j € N, l'urne j a une probabilité p; de recevoir une
boule. Nous établissons des inégalités de concentration de type Bernstein pour diverses quan-
tités : le nombre d’urnes contenant plus de r boules, et la masse manquante, c’est-a-dire la
somme des probabilités des urnes vides. Nous montrons que si la distribution (p;) vérifie une
hypothéese de variation réguliere, alors ces inégalités sont tendues, au sens ot le facteur de
variance capture bien 'ordre de grandeur de la variance effective.

Mots clés - modele d’urnes, masse manquante, inégalités de concentration, va-
riation réguliére

1 Introduction

1.1 Problem Setting

Let Uy, Us,---,U, be ii.d. observations from a fixed distribution (pj)]o-';1 over a discrete set
of symbols N* = N\ {0}. We consider each j in N* as a discrete symbol devoid of numerical
significance. The terminology of ‘bins and balls’ comes from the analogy to n independent
throws of balls over an infinity of bins, p; being the probability of a ball falling into bin 7,
at any ¢-th throw. The sample size n may be fixed in advance; we call this the Bernoulli
scenario. It may be randomly set by the duration of an experiment according to a Poisson
distribution of mean n ; this gives rise to the Poisson scenario. More precisely, in the latter
case we write it as N, a Poisson random variable independent of (U;) and with expectation
t. We index all Poisson-scenario quantities by ¢ and write them with functionnal notations,
instead of subscripts used for the fixed-n scheme.

For each j,n € N*,let X,, ; = >""" | I¢y7,—; be the number of times symbol j occurs in a sample

of size n, and X;(t) = Zi]\;(f) I4y7,—j; the Poissonian version. In questions of underrepresented
data, the central objects are sets of symbols that are repeated a small number r of times. The
central quantities are the occupancy scores Ky, , [respectively K, (t) for the Poisson scenario],
defined as the number of symbols that appear exactly r times in a sample of size n :

Eng = {5, Xnj =71} =D Tix, =)
J
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The occupancy counts then combine to yield the cumulated occupancy counts K, [respec-
tively Kr(t)] and the total number of distinct symbols in the sample, or the total number of
occupied bins, often called the coverage and denoted by K, [respectively K (t)] :

an = |{]7Xn,] Z T}| = ZH{Xn,jZ”'} = ZKTL,Sv
J

s>r

and

K= {5, Xn; >0} = Lx, 500 = > Knr-
j r>1

In addition to the occupancy numbers and the number of distinct symbols, we will also address
the rare (or small-count) probabilities My, [respectively M,(t)], defined as the probability
mass corresponding to all symbols that appear exactly r times :

My =P({5, Xnj =1 = _pil{x,,—}-
j

In particular, M,y = Zj Pl X, =0} 18 called the missing mass, and corresponds to the
probability of all the unseen symbols.

1.2 Concentration

Our concentration results mostly take the form of bounds on the log-Laplace transform. Our
terminology follows closely [BLM13]. We say that the random variable Z is sub-Gaussian
with variance factor v if, for all A € R,

o

log EeMZ-EZ)
2

IN

We say that a random variable Z is sub-gamma on the right tail with variance factor v and
scale parameter c if

2
AX-EX) ﬂforevery)\ such that 0 <A< 1/c.

logE
g e =2(1—eN)

These log-Laplace bounds then imply mostly Bennett-type inequalities, which result in sub-
Gaussian concentration for the left tail, and Bernstein-type sub-gamma concentration for the
right tail, that is, for s > 0 our inequalities have the form :

P{Z > E[Z] + Vavs + bs} < ce”?,

and
P{Z < E[Z] — Vavs} < ce”?,

where v is effectively the variance of Z and a, b, and ¢ are explicit constants. We present
such results first without making distributional assumptions, beyond the structure of those
quantities themselves. These concentrations then specialize in various settings, such as that
of regular variation.
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1.3 Main results

For the cumulated occupancy counts, we establish a Bennett Inequality with two possible
variance proxies, one given by the negative correlation of the Bernoulli summands in K, 7,
and the other stemming from the Efron-Stein Inequality.

Théoréme 1 (A Bennett Inequality for the cumulated occupanct counts) Let r >
1.
Var(K,7) < min (rEK, ,, EK, 7) .

For all A € R,
log EeNKnr=EKnr) < (X)) min(rEK,, ., EK,7) ,

with ¢ : A —e* — X — 1.

We also obtain distribution-free bounds on the log-Laplace transform of the missing mass,
which result in sub-Gaussian concentration on the left tail, and sub-gamma concentration on
the right tail. More precisely we show the following :

Théoréme 2 (A Bernstein Inequality for the missing mass) Let v, = 2EK»(n)/n?
and v, = 2EK5(n)/n?. For all A <0,
A2
log Ee*(Mn.0=EMn0) < v;? ,
and, for all A > 0,

)\2
1 E )\(Mn’ofEMn,o) < +
08 =€ =n 2(1 —X\/n)

[MOO03] and [BK13] point out that for each Bernoulli random variable Yj, for all A € R

)\2
10g EeA(Y}_EX/]) é —_—,
4cps(EY))

where cpg(p) = log(p/(1 —p))/(1 —2p) (or 2 if p = 1/2) is the optimal logarithmic Sobolev
constant for Bernoulli random variables with success probability p (this sharp and non-trivial
result has been proved independently by a number of people : [Hoe63], [KS98], [BK13]). From
this observation, thanks to the negative association of the (Yj),en, it follows that the missing
mass is sub-Gaussian with variance factor

p? p3 p? 1

J J J

v = g < g < E < .
- 2cs((1—pj)™) 2log((1 —pj)™™) 2np; — 2n

J J

This variance factor is usually larger than 2EK5(n)/n?.

Our variance factor v;” = 2EK5(n)/n? for the right tail may however be larger than the true
variance of M, o. This leads us to look for conditions ensuring that v;} captures the right
order for the variance.

Indeed, these results are distribution-free. In certain contexts, in particular for studying the
right tail of the missing mass M, o in a sharp way, one needs more control on the relative
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behavior of expectations and variances. When the support of (p;) is infinite, such control can
be obtained by using a tail asymptotic stability condition, as in extreme value theory.
[Kar67] pioneered such a condition by assuming that the function 7 : (0,1] — N, defined by
v(xz) = |{j € N*,p; > x}| satisfies a regular variation assumption, namely 7(1/n) ~ n*¢(n)
near +oo, with a € (0,1] (see also [GHPT07, OD12]). Here / is a slowly varying function
at oo, i.e. for all x, ¢(tx)/l(t) — 1 as t — oo. This condition allows us to compare the
asymptotics of the various occupancy scores. In particular, in this framework EKs(n) and
EK5(n) have the same order of growth, and, divided by n? they both are of the same order
as the variance of the missing mass. Hence, the regular variation provides a framework in
which our concentration inequalities are order-optimal.

To handle the case a = 0, we move from Karamata to de Haan theory, and take 7/ to have an
extended regular variation property. This elegantly covers the case of sub-power-law heavy
tails. Formally, we take ¥ to satisfy the extended regular variation property at 0 : there exists
a non-negative function @ on Ry such that lim,_, 1« (#(1/2x) — ¥(1/x)) /a(x) is a measurable
function over all z > 0. The sub-power-law heavy tails then correspond to when o = 0 and
a(x) — oo. This implies EK,, ; — oo, yet EK,, 1 /EK,, — 0.

This domain corresponds to light-tailed distributions which are still heavier than the geome-
tric. In this case, we only manage to show the sub-gamma concentration of the missing mass
for n large enough, that is, that there exists ng such that for all n > ng, for A > 0, we have
log EeMMn—EMn) < (4, A2)/2(1 — \/n), with v, < VarM,,g.

For lighter (sub-exponential) tails we cannot expect such concentration for the missing mass.
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Résumé - High Dimensionnal Model Representation (HDMR) est un terme générique qui re-
groupe plusieurs méthodes distinctes basées sur le principe de la décomposition d’une fonction
multi-variable donnée en une somme finie de fonctions élémentaires dépendant d’un nombre
inférieur ou égal de variables. Cette décomposition introduite initialement par Sobol pour
Uanalyse de sensibilité trouve une autre application dans la réduction de modéles obtenue par
troncature de cette décomposition. Nous proposons ici une méthode de détermination exacte
des termes de la décomposition de Sobol dans le cas particulier de fonctions multi-linéaires
PAT MOTCEAUL.

Mots clés - HMDR, multi-linéaire

1 Contexte industriel

Dans I'industrie aéronautique, de nombreux modeles de I'avion sont basés sur des fonctions
tabulées qui réalisent une interpolation multi-linéaire par morceaux entre des valeurs pré-
calculées et stockées dans des tables.

La taille de ces tables peut étre importante. De ce fait, il peut étre nécessaire de les réduire
en vue de les implanter dans les systemes embarqués. C’est dans cette optique que nous nous
intéressons au HDMR, dont le principe est rappelé dans la section suivante.

2 Introduction au HDMR

Soit Y une fonction quelconque de N variables d’entrée X =(X7, -+, Xy) sur un ensemble
de définition défini par un produit cartésien d’intervalles [a;;b1] X [ag;b2] X ... X [an;by]. On
décompose Y en une somme de fonctions appelées termes de Sobol de 0, 1, 2, --- | N variables :

N
VX1, Xn) =20 + ) Zu(Xa)+ Y Ziw(Xi, Xa)
i1:1 1§i1<i2SN

+o 4 Zig N( X1, Xo, oo, XN,

L’ordre d’un terme quelconque de la décomposition correspond au nombre de variables
dont il dépend : Zj est un terme d’ordre O car il dépend de O variable; les termes (Z;, )1<i, <N
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dépendant d’une seule variable sont des termes d’ordre 1, que l'on appelle effets principauz,
les termes (Z;, i, )1<i,<in<nN représentent les effets d’interaction d’ordre 2 ...

Le nombre de termes de la décomposition est 2V. Pour que chacun de ces 2%V termes soit
défini de facon unique, on choisit d’imposer des conditions d’orthogonalité qui se traduisent
par les équations suivantes [2] :

/Zil,i2,~--7ikde:0pour1Sil < "'<ik§N, 1§k§N, jE{ﬁ,iQ,”’ ,ik}. (1)

Le nombre de termes de Sobol d’un ordre donné est égal au nombre de combinaisons de
m variables prises parmi N, c’est-a-dire (WN1 ) Chacune de ces combinaisons est représentée
par 'ensemble V;l, des m indices correspondants, indexé par p € {1,--- (ﬁ )} Par exemple,
pour un vecteur d’entrées de dimension 5, il existe 5 termes d’ordre 1 et 10 termes d’ordre
2, qui correspondent respectivement aux combinaisons possibles de 1 et de 2 variables prises
parmi 5. On note V5, son complémentaire & {1,---, N}.

On montre [1] que l'ensemble des conditions (1) permet de calculer les termes de la
représentation de la fagon suivante :

1
Zo=

= — N
H (br — ar) H a; bi]
t=1 k=1

Termes d’ordre 1 : Vi; € {1,--- N},

Terme d’ordre O :

N
Y(X) [ dXx,
k=1

1
Zo+ Ziy (Xyy) = / Y (X) d Xk,
1 1 H (bt — ar) H [ak; bk kl;‘i[l
t#i1 ki1

Termes d’ordre 2 : Vi € {1,--- N}, Vig € {1,--- N} et i1 < ig,

1
o+ Ziy(X0)) + Zin(Xiy) + Ziy i (Xiy X)) = o / y(x) [[ dxe
bt — ag H ag; bk ki1 s
111,02 k#iy,i2

De fagon générale, pour exprimer les termes successifs du HDMR, on doit calculer les
intégrales suivantes Ym € {1,--- ,N},Vp € {1, cee (N)} :

m

() ier) = - | v(x) [] dx..
H (by — az) H [ak;bk] keVP
teve keVp
Pour alléger I’écriture, on n’écrira plus par la suite les variables dont dépendent les
différentes intégrales, c’est-a-dire : I, ((X;);ey» ) = Ii. Le HDMR est basé sur I'hypotheése que
la contribution des différents termes de la décomposition décroit lorsque leur ordre augmente.
On tronque donc la décomposition a un ordre NM AX, c’est-a-dire qu’ on ne conserve que les
termes faisant intervenir les effets corrélés entre au plus N M AX variables. Par exemple pour
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NMAX =1,Y(X) est approché par Zy + sz\il Z;(X;). On obtient ainsi une approximation
de la fonction Y d’autant meilleure que NMAX est élevé. Lorsque Y n’est pas connue de
maniere analytique, les intégrales I}, peuvent étre approchées par des méthodes déterministes
ou stochastiques. Nous allons montrer que dans le cas des fonctions multi-linéaires, le calcul
des différentes intégrales Ih, peut étre réalisé de maniere exacte.

3 Cas particulier des fonctions multi-linéaires
Supposons ici que Y est une fonction tabulée. Sa valeur est donnée explicitement aux
points de coordonnées (X1, Xa, ..., Xn) tels que
Xie{Xi1,  Xinh Xo€{Xoq, -, Xop by, XN €{ XN, XNy )
avec
Xip=a1, X1 g, =b1, Xo1=az, Xo 5, =b2, ---, Xy1=0an, Xn,jy =bn.
Le domaine de définition de Y est ainsi constitué d’une réunion de pavés élémentaires :
Qg = [X1jy 1 Xuji1] X [Xogo 1 Xojora] X o X [ Xy s XNyt
avec
el Ji— 1}, jo€{l, oo Jo— 1), et jy € {1, Jy — 1}

Sur chacun de ces pavés, Y est construite par interpolation multi-linéaire. Sur le pavé €},
ona:

2N 1 N
Y,(X) = Z Qg HXSM ot 0, est le i ®™° chiffre de k écrit en base 2.
k=0 i=1
Pour un ordre m € {1,---, N} et pour une combinaison p € {1,--- ,(%)} donnés, son

intégrale sur le pavé €1, s’écrit :

e /H (X0 Xugi1] Z Yhsg H Xdllk H Xf;2"’ H dX;.
g A

k=0 Levh locVik levy
levy,

qui vaut exactement :

511k disk
Z ang [T X T[T A, w7,

lleVm lQEVp
avec X X
.7 Z+1 _|_ 47 .7;
N
On parcourt N@Q pavés avec NQ = H max(1, J; — 1). La valeur totale de I'intégrale est
=1
donc :

NQ

1
P = P .
m H (bt B at) ; m,q

tevp
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4 Conclusions

Le HDMR est une méthode efficace de réduction de modeles qui s’applique particulierement
bien aux fonctions tabulées. En ’absence d’information spécifique sur la fonction a appro-
cher, le calcul de cette décomposition nécessite la mise en oeuvre de méthodes lourdes et
entachées d’erreurs d’approximation. Dans le cas étudié ici d’une fonction multi-linéaire par
morceaux, ces intégrales peuvent étre calculées de maniere exacte et rapide, ce qui accroit
encore 'intéret du HDMR.
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