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Abstract

We consider an Allen-Cahn equation with conservation of the mass
with a sharp interaction between local and nonlocal terms. As a pa-
rameter related to the thickness of a diffuse internal layer tends to zero,
we prove the convergence to a volume preserving mean curvature flow,
under the assumption that classical solutions of the latter exist.
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Abstract

In this paper we consider u® = u®(t,z) the solution of an Allen-Cahn equa-
tion with conservation of the mass, namely
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supplemented with the homogeneous Neumann boundary conditions and
the initial conditions u®(0,z) = up(x) in Q. with Q a smooth bounded
domain in RY. The small parameter ¢ > 0 related to the thickness of a
diffuse interfacial layer and we are concerned with the behavior of u® as
e — 0.

The nonlinearity is given by f(u) := —W'(u), where W (u) is a double-
well potential with equal well-depth, taking its global minimum value at
u = =%1.

We will show that the solution of the Allen-Chan equation with conser-
vation of the mass (0.1) converges, as ¢ — 0, to the step function
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where €0, denotes the region enclosed by T'y and € is the region enclosed
between 02 and I';. Here I' = Up<i<7I'y X {t} denotes the unique solution
of the volume preserving mean curvature flow

1
Vi=—K+ / kdH"™™ ' onTy, (0.3)
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starting from a smooth hypersurface I'g. Where V,, denotes the velocity of
each point of I'; in the normal exterior direction and x the mean curvature.

The idea is to first construct solutions uj of an approximate problem
thanks to matched asymptotic expansions. Next, using the lower bound of

a linearized operator around such constructed solutions, an estimate of the
error ||u® — uj || 2 is obtained.
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Formes différentielles discretes basées sur les splines
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numérique.

Les équations de la physique sont des modeéles mathématiques qui mettent en relations des objets
géométriques. Nombreuses sont les méthodes de discrétisation de ces équations, mais peu préservent
la nature physique des différents objets qui les constituent. Afin de conserver la nature géométrique
des éléments de la physique, il est indispensable de changer de point de vue et d’utiliser la géométrie
différentielle, y compris pour 1’étude numérique. Alain Bossavit [1] est le précurseur de ce concept.
11 utilise les éléments de Whitney [2] pour discrétiser les formes différentielles et donc, discrétiser les
équations de Maxwell dans le langage de la géométrie différentielle.

On propose de construire les formes différentielles discretes a ’aide des fonctions B-splines. Les équations
géométriques discrétes sont alors dites lagrangiennes, c’est-a-dire qu’il n’y pas de référence a un systeme
de coordonnées: la construction du schéma approximatif reste valide dans le cas d’un changement de co-
ordonnées. L’ utilisation de ces nouvelles fonctions s’est avérée puissante en ce sens que le fait de monter
en ordre se fait par récurrence. C’est donc facile a implémenter. De plus, il est apparu que ce procédé
rejoint 'analyse isogéométrique. On appliquera ce formalisme sur les équations de Maxwell géométrisées
avec des conditions aux bords périodiques, avec des conditions aux bords de type conducteur parfait et
également dans le cas d’un changement de variables.
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Modélisation tridimensionnelle pour les Alliages
a Mémoire de Forme Magnétiques

Anne-Laure Bessoud

Les matériaux & mémoire de forme ont des applications trés diverses (actionneurs, capteurs, robo-
tique, appareils de fixation, etc...) et sont utilisés dans de nombreux domaines, en particulier le domaine
bio-medical. La modélisation de ces matériaux constitue un enjeu important. Un des objectifs du travail
présenté est de proposer un modele phénoménologique tri-dimensionel pour les matériaux a mémoire de
forme (ferro)magnétiques (MSMAs). Ceci consiste en 1'élaboration du modele d’une part et sa validation
par des simulations numériques [1, 2], puis en analyse mathématique [3].

Le modele considéré rentre dans le cadre des problemes d’évolution quasi-statique (rate-independent
problems). En particulier, nous nous intéressons a un modele phénoménologique formulé a l’aide de
variables internes, initialement proposé par Souza et al. [7], puis amélioré par Auricchio et Petrini [4, 5],
reconnu pour sa bonne capacité a décrire le comportement phénoménologique des matériaux a mémoire
de forme (SMAs) malgré sa simplicité. Les MSMAs sont une classe particuliere de SMAs capables de subir
des déformations importantes par ’application d’'un champ magnétique extérieur. Ceci est du a la nature
ferromagnétique de la phase martensite de ces matériaux. Le modele proposé est obtenu en ajoutant au
modele de Souza-Auricchio une contribution magnétique, correspondant a I’énergie de Zeeman.

Le tenseur des déformations linéarisé (u) := 1(Vu + V7u) est décomposé en sa partie élastique ey,
et z, sa partie inélastique (ou transformation) : € = €. + 2. On suppose que la magnétisation M du
matériau est reliée a la déformation inélastique z par la relation M = a.Az, ol « est un scalaire qui dcrit
Porientation locale de la magnétisation. L’énergie de Gibbs (on néglige ici les effets de la température
qui est supposée constante) est définie par :

1 1
G(o,H,z,«a) := —50:071:0 —o0:z+ Fsa(2) + %oﬁ + I_1 (@) — poH-aAz. (1)
La fonction Fsa, convexe et coercive, fait référence aux différents termes qui interviennent dans le modele
de Souza-Auricchio, H est le champ magnétique interne.
Si aucune dissipation n’est associée a la variable «, cette derniére peut étre éliminée et I’évolution de z
est alors donnée en fonction de la contrainte o et du champ magnétique H par la relation :

OD(%) + 0Fsa(2) 3 0 + 0. Fyy (H-Az), 2)

ou D est la dissipation associée & z et z — Fy(H-Az) est une fonction continue. L’analyse du probléme
d’évolution (en dimension finie) (2) permettant de déterminer lexistence de solutions repose sur une
formulation faible. En particulier, on utilise la formulation énergétique proposée par Mielke [6], qui
consiste en une condition de stabilité et une condition d’équilibre énergétique. Plus précisément, étant
donnés o € WHL(0, T;R3*3), H € WH1(0,T;R3) et 29 une donnée initiale convenable, ¢ — z(t) est une
solution énergétique de I'équation d’évolution (2) si z(0) = z¢ et vérifie, pour tout ¢ € [0, T,

(S)  Fsa(2(t)) = Fm(H(1)-Az(t)) — o(t):2(t)
< Fsa(2) — Fm(H(t)-A2) — o(t):2 + D(2(1), 2)
(E) Fga(2(t)) — FPm(H(t)-Az(t)) — o(t):2(t) + Dissp(z, [0, t])

= Fsa(z0) — Fm(H(0)-Azg) — 0(0):20 — /0 Oy (6(s):2(s) + FI(A(H(s).AZ(S))H(S)AZ(S)) ds

pour tout 2. La preuve de I'existence d’une solution se fait par une discrétisation en temps du probléme.
En utilisant la méthode du calcul des variations, on montre que le probleme discrétisé possede une



solution. Alors, en adaptant la théorie proposée par Mielke [6], on montre que la solution du probleme
discrétisé converge vers une solution faible du probleme d’évolution.

De méme, l'analyse du probleme d’évolution quasi-statique (en dimension infinie), qui est obtenu en
couplant les relations constitutives du modele obtenues a partir de I’énergie de Gibbs G

0 0,G(0,H, z) —€

( aD(%) >+ ( 0.G(0, H, 2) ) 2 ( 0 ) ®)

avec ’équation d’équilibre —dive = f, est basée sur la formulation énergétique. L’énergie considérée est
alors donnée par une fonctionnelle W : [0,T] x U x Z — R définie par

W(t,u, z) == % /Q(a(u) —2):C:(e(u) — z)dz + /Q Fsa(z)dx + Var(z)

_ / Fa(H(t)-Az) dz — (£(t), u),

et la dissipation par la fonctionnelle D : L!(Q, R3*3) x L(Q, R3*3) — [0, c0),

D(a,b) := /QD(a —b)dz.

En parallele avec I'analyse mathématique, des essais numériques sont réalisés afin de valider le modele.
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Optimisation de traitements anti-cancéreux

Alice Erlinger
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Stage effectué au LATP de Marseille sous la direction de
G. Chapuistat et F. Hubert

Le traitement médical des cancers utilise de plus en plus la combinaison
d’une chimiothérapie cytotoxique classique, destinée a détruire les cellules
cancéreuses, et d’'un médicament anti-angiogénique, qui inhibe la vascula-
risation de la tumeur et la prive ainsi des éléments nutritifs indispensables
& sa croissance. Il n’est pas possible en pratique de déterminer empirique-
ment la posologie optimale des deux médicaments, c’est-a-dire celle qui a
le maximum d’effets antitumoraux et le minimum d’effets indésirables. Le
but de notre travail a été d’établir et de tester 'applicabilité d'un modéle
mathématique pour calculer & la fois la dose optimale et le meilleur moment
d’administration de chacun des médicaments.

Nous avons étendu le modéle utilisé par Barbolosi et. al. pour une chimio-
thérapie unique [1]. Cela nous a conduit & un systéme simple d’équations dif-
férentielles ordinaires. Aprés avoir démontré 'existence des solutions, ajusté
les paramétres, et résolu numériquement les équations, nous avons mis en
place un algorithme d’optimisation sous contraintes (contraintes de toxicité)
destiné a trouver la posologie optimale.

La détermination in silico de posologies d’administration pour des traite-
ments complexes pourrait améliorer sensiblement les traitements anti-cancéreux.
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Normalisation d'un systeme différentiel,

une application au découplage d'oscillateurs non résonnants.

Tiphaine Jézéquel

Résumé :

Quand on étudie un systeme différentiel au voisinage d'un point d'équilibre, la premiere
étape est en général d'étudier le systeme linéarisé au voisinage de ce point. On connait
alors tout du systeme linéarisé des lors qu'on arrive a le mettre sous forme de Jordan :
c'est une "normalisation” par changement de variable linéaire de la partie linéaire du
systeme. Poincaré a eu 1'idée de généraliser cette méthode en étudiant le développement
limité du champs de vecteur au voisinage d'un point d'équilibre: on se retrouve alors a
normaliser par changement de variable polynomial la partie polynomiale du systeme. A
condition de trouver aussi des estimations du reste (= le grand O du développement
limité), on obtient alors des informations supplémentaires que la seule étude du
linéarisé ne suffisait pas a trouver.

Dans mon exposé, je décrirai les deux théoremes de normalisation de systemes
différentiels que j'ai démontrés dans le cadre de ma these.

Je détaillerai plus particulierement la premiere de ces normalisations avec ses
conséquences : elle a pour but de "presque” découpler (je détaillerai ce qu'il y a derriere
le "presque”) un systéme en deux ensembles séparés de variables. J'ai démontré ce
résultat dans le but d'adapter les théoremes existants a un cas rencontré en physique
des vibrations. Le cas le plus basique auquel mon résultat s'applique est celui de
2 pendules simples couplés A et B de périodes propres non commensurables: si on leur
applique un petit forcage périodique d'une période résonnant avec celle de A, alors au
voisinage de 1'équilibre, le mouvement de A ne dépendra "presque" plus de celui de B.
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Damien LANDON
Probabilité de distribution des spikes dans le modéle de FitzHugh Nagumo

Le modéle le plus connu pour modéliser le potentiel d’action d’un neurone est le modéle
d’Hodgkin-Huxley. Ce modéle est un systéme d’équations différentielles stochastiques de di-
mension quatre. Nous pouvons avoir des résultats numériques mais il est plus difficile d’avoir
des résultats analytiques. Nous nous intéresserons ici au modele de FitzHugh-Nagumo qui est
une simplification du modéle d’Hodgkin-Huxley a deux dimensions :

3
edx; = (xt — %t + yt) dt + /eo dW,

dyy = (04 — By — ’Yyt) dt

ou x est la variable rapide qui représente le potentiel d’action, y est la variable lente, o, 3 et
7 sont des variables positives, € est un petit paramétre positif (¢ << 1), o un petit paramétre
positif qui représente 'intensité du mouvement Brownien W.
Dans un premier temps, nous étudions le systéme déterministe associé dans le cas § =1 et
v = 0. Le systéme a un point d’équilibre qui, suivant les valeurs de «, est stable ou instable.
Quand le point d’équilibre est instable, la trajectoire, en coordonnées (z,y), tend vers un cycle
limite. Quand il est stable, nous avons une trajectoire en spirale autour du point.
Ensuite, nous observons le comportement de la solution quand on rajoute le bruit dans le
cas ol le point d’équilibre est stable. Nous avons alors trois cas suivant I'intensité du bruit :
— - si le bruit est faible, nous avons des petits tours autour du point d’équilibre
— - si le bruit est un peu plus élevé, nous avons des petits tours autour du point d’équilibre
et de temps en temps la trajectoire sort du voisinage du point d’équilibre pour faire un
grand tour proche du cycle limite.
— -sile bruit est fort, nous avons des grands tours proche du cycle limite du cas déterministe.
Il correspond trois régimes différents pour le potentiel d’action x en fonction du temps :

(FHN)

spikes nombreux et réguliers spike seul ou train de spikes spikes isolés et rares

Jon= 0,01, sigma=0.02a=101
/\ I i " [\m
¥ i il

¥

FIGURE 1 — Trois principaux régimes du potentiel de membrane

Finalement, le message nerveux étant codé par la fréquence des spikes. Nous nous intéressons
a la distribution de la probabilité du temps entre deux spikes. Nous nous placons dans le cas
particulier ou f = 0 et v = 1 dans I’équation (FHN). Le systéme est alors découplé et nous



pouvons ramener I’étude a celle d’une équation différentielle stochastique de dimension un.

1 o
dl’t = —gV’(xt)dt + %th

ou V est le potentiel :

X+

FIGURE 2 — Potentiel V avec les abscisses particuliéres x_,x, and L

Nous étudions cette équation au voisinage du point d’équilibre. En utilisant les relations
entre équations différentielles stochastiques et équations différentielles ordinaires, le temps entre
deux spikes peut alors étre interpréter comme le temps de sortie d’un puits de potentiel. En
utilisant la formule de Feyman-Kac et une transformée de Laplace inverse, nous trouvons que
ce temps suit asymptotiquement une loi exponentielle de paramétre \; ou

a = YV @Vl (—%[V(m) - V(a;+)]) {1 +0 (eXp <_2H/”2))} quand & — 0.

e o2
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Généralisation de la méthode des Perfectly Matched Layers

Sophie Laurens

Il est bien connu que la simulation numérique du probléme de diffraction se heurte & deux
difficultés : le domaine ot I'on doit rechercher la solution est non borné dans l’espace ou dans
Pespace temps (suivant que l'on recherche la solution dans le domaine fréquentiel ou temporel) et
la rapidité des variations de la solution (d’autant plus importante que les fréquences des sources
sont élevées). Bien que la mathématique concernant les principaux propagateurs soit parfaitement
connue, ces deux points contribuent a la difficulté de leur simulation numérique.

Depuis plusieurs années on assiste & une utilisation de plus en plus importante des milieux
fictifs absorbants pour réduire les domaines de calcul. Cette théorie, initiée par Bérenger [1], est
une généralisation formelle du fait que la solution en monodimensionnel dans un domaine incluant
I’obstacle n’est pas perturbée par lintroduction d’un opérateur de multiplication positif idoine
dont le support est extérieur au domaine (Matched Layers de Bérenger). Pour généraliser cette
technique en multidimensionnel, une idée naturelle (Perfectly Matched Layers, PML de Béren-
ger) a consisté alors a augmenter le nombre d’inconnues du probléme de facon a ce que la partie
spatiale de 'opérateur ne contienne, pour chaque équation scalaire qu'une seule direction de dé-
rivation spatiale. Bien que les résultats numériques obtenus & partir de ce subterfuge se soient
révélés pertinents, les fondements mathématiques de cette méthode sont pour le moins incertains :
la partie principale de 'opérateur ainsi obtenu est faiblement hyperbolique et la perturbation par
I'opérateur d’ordre zéro conduit & un probléme L? mal posé. Une autre interprétation suggérée par
Chew et Wheedon [2] dans le domaine fréquentiel du systéme ainsi obtenu conduit a remplacer les
dérivations spatiales de l'opérateur par des combinaisons complexes de celles-ci. Le déterminant
du symbole de 'opérateur de certaines équations (Maxwell et ondes par exemple) étant elliptique,
et donc admettant un prolongement holomorphe en dehors de zéro, on pouvait inférer que la clé de
la compréhension des domaines fictifs absorbants consistait & reconsidérer le noyau de Schwartz a
partir d’un tel opérateur spatial. Sa décroissance pouvait étre rendue aussi rapide que ’on voulait
(sur exponentielle)... En l'état, et indépendamment de la forme de lobstacle, le domaine de cal-
cul demeurait parallélépipédique. Un peu plus tard cette technique a été étendue & des domaines
convexes en « complexifiant » les dérivations le long des normales de celui-ci.

Divers résultats d’existence d’unicité et de convergence des approximations (Collino [3], Lassas
& al [5], Mazet & al [8]) ont été obtenus dans le domaine fréquentiel, bien que le systéme ne soit
pas de Friedrichs (les matrices le composant sont symétriques complexes et évidemment non her-
mitiennes). Une autre fagon d’obtenir un relévement temporel de ces systémes écrits en fréquentiel
est, de fagon alternative a I’écriture originelle de Bérenger, en complexifiant la fréquence, d’opérer a
une transformation de Laplace inverse par rapport au temps. On obtient ainsi des systémes causaux
de Friedrichs pouvant étre lus, moyennant I’addition d’inconnues subsidiaires, comme des systémes
de Friedrichs identiques aux systémes originaux a une perturbation d’ordre zéro prés, auxquels on
adjoint un systéme d’EDOQ. Ces systémes sont évidemment bien posés (méme si le semi groupe as-
socié n’est pas forcément contractant et les conditions aux limites admissibles sont bien évidement
les mémes que pour les systémes originels). Cependant 1’enveloppe convexe de I'obstacle peut étre
bien plus grande que celui-ci. Il reste donc dans le domaine de calcul effectif (directement corrélé
au nombre d’inconnues) une grande partie qui peut sembler superflue. La question naturelle qui
se pose alors est : peut-on au plus prés d’un obstacle non convexe complexifier les dérivations de
facon a obtenir l'effet de « damping » souhaité ?



En partant de I’écriture par un changement de variable complexe des équations PML, une gé-
néralisation de la méthode PML est proposée. Pour cela, nous procédons de maniére similaire a
Lassas et Somersalo [5] en définissant un milieu PML obtenu par exhaustion de R? sur une variété
plongement de dimension 3 de C3, coincidant avec R? sur I'intérieur du volume de calcul €2 bordé
par les PML. Une fois la théorie et le formalisme introduits, il convient de définir correctement le
plongement précédent, et de vérifier ses propriétés. Une écriture en systéme différentiel augmenté
est ensuite proposée sous forme de décomposition en systéme de Friedrichs.

L’introduction du formalisme PML modifie les équations. Il convient donc de se demander si ces
nouvelles équations admettent bien une unique solution, tant pour les problémes instationnaires
qu’harmoniques. Pour les problémes harmoniques, les démonstrations d’existence et d’unicité né-
cessitent I'usage de famille d’opérateurs de type A présentant de bonnes propriétés et pour lesquels
Kato[4] fournit des théorémes puissants. Pour les problémes instationnaires, il est montré que le
systéme d’équations pourra étre mis, in fine, sous forme de systémes de Friedrichs. Le probléme
des conditions aux limites sera également introduit. Les résultats d’existence, d’unicité (4 un en-
semble dénombrable de fréquences prés (pouvant étre vide)) et de décroissance exponentielle dans
les couches sont ainsi démontrés.

Une des applications sous jacente a la réalisation de PML non convexes était de pouvoir entourer
au plus prés une forme complexe, comme par exemple un avion. Pouvant étre comparé & une croix de
Lorraine, la forme d’un avion peut étre décomposée en parties semblables & un L. Nous nous sommes
donc naturellement intéressés a un domaine de cette forme. Aprés avoir appliqué des formulations
étoilées, nous avons souhaité utiliser au mieux la géométrie particuliére de domaine, notamment
sa décomposition en une partie convexe et une partie non convexe, et nous avons introduit une
formulation hybride, mélangeant des PML cartésiennes classiques & une nouvelle formulation non
convexe. La continuité du changement de variable est assurée a la jonction des deux types de PML.
Des résultats numériques seront présentés, concernant deux types de problémes : la propagation
d’ondes électromagnétiques dans le vide ou la réflexion d’une onde plane incidente sur un scattered
parfait, aussi bien pour des problémes harmoniques qu’instationnaires.
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Etant donnée 'EDP suivante :

AV — —4mp(x) six € B (équation de Poisson);
0 si x € B® (équation de Laplace).

avec B la boule unité et B® = R?\ B, on s’interésse & I’étude du probléme inverse de la
gravimétrie ainsi, en vue de sa discrétisation, qu’a un probléme d’approximation par un
potentiel discret (issu de masses ponctuelles). Ces questions surviennent en particulier
pour la détermination du géoide terrestre [4, 2].

Le probléme inverse de la gravimétrie consiste a retrouver la densité p de la Terre
(modélisée par B), étant données des mesures du potentiel gravitationnel V' a la surface
de la Terre (modélisée par la sphére unité S) ou de la force gravitationnelle VV' sur une
orbite satellitaire [6, 3].

Le probleme d’approximation consiste & trouver une distribution discréte py =
fo:l mydg, avec N masses my aux points &, placées a l'intérieur de la Terre, telle
qu’elle génére un potentiel Vi qui approxime au mieux le potentiel gravitationnel V.

Résoudre ce probléme revient & minimiser en norme L? la fonctionnelle suivante (par
rapport & & = (& )k=1,..N €t (My)p=1,..N)

1
F(&§m) = §||V — VnllZzg (1)



Dans un premier temps, on étudie les propriétés de V' et aussi 'existence et 'unicité du
minimum de F. Le probléme étant mal posé, notamment du plan d’unicité, on doit im-
poser certaines contraintes ou proposer des espaces dans lesquels la fonctionnelle admet
une solution unique [1].

Les quantités V' et p sont mises en relation par un opérateur linéaire 7" et ’on remarque
que minimiser (1) revient & minimiser une certaine norme de la différence des densités
assosiéee p — pn. Ces propriétés concernant les relations entre p et V' seront étudiées,
ainsi que des classes d’approximation appropriées. On présentera aussi quelques simula-
tions représentant des comparaisons entre la densité, le potentiel et leurs approximants

respectifs [5, 7.
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On the stability by convolution product of a

resurgent algebra.

Yafei OU

Abstract
We consider the space of holomorphic functions at the origin which
extend analytically on the universal covering of C \ wZ, w € C*. We
show that this space is stable by convolution product, thus is a resur-

gent algebra.
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Opérateurs universels

Elodie Pozzi

En théorie des opérateurs, un des plus importants problemes est le probleme du sous-espace
invariant pour un espace de Banach X de dimension strictement plus grande que 1. Celui-ci pose la
question de I’existence pour un opérateur 7' linéaire continu de X dans X d’un sous-espace invariant
non-trivial pour 7" (noté s.e.i.n.t) ; plus précisément, existe-t-il un sous-espace fermé M C X distinct
de {0} et de X tel que TM C M. On peut fournir dans certains cas tres particuliers d’opérateurs
et d’espaces, des réponses a ce probleme [CE00]. Cependant, le probléme reste ouvert si X' est un
espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Il est possible de ramener I’étude de I'existence
d’un s.e.i.n.t pour tout opérateur sur un espace de Hilbert séparable de dimension infinie a 1’étude
des sous-espaces invariants d’un seul opérateur. Ces opérateurs "modeles” seront ce que ’on appelle
des opérateurs universels.

Notation 1. On notera L(H) = {T : H — H, linéaire et continu}. On appellera spectre de
T € L(H) Uensemble des A € C tels que T — Xl d est non inversible dans L(H).

Définition 2. Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur U € L(H) est dit universel pour H si
pour tout T € L(H), il existe une constante X\ # 0 et un sous-espace invariant M pour U isomorphe
a H tel que U|,, est similaire a AT, c’est-a-dire, \JT =UJ, ou J: H — M est un isomorphisme
linéaire.
La proposition suivante met en lumiere le lien entre le probleme du sous-espace invariant et la
notion d’universalité.
Proposition 3. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et U € L(H) un opérateur
universel. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Tout opérateur non nul T € L(H) a un sous-espace invariant non trivial.

2. Tous les sous-espaces invariants non triviauz pour U minimauz (au sens de l'inclusion) sont

tous de dimension 1 .

Ainsi, si I'on est en mesure de donner une description compléte des sous-espaces invariants d’un
opérateur universel, il sera alors possible de répondre au probleme du sous-espace invariant. La
proposition suivante donne une condition suffisante pour qu’un opérateur soit universel.

Théoréme 4. [Car69] Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et U € L(H).
Supposons que

(i) ker(U) est de dimensions infinie et

(i) Im(U) est H.

Alors, U est un opérateur universel d’espace de Hilbert.



Exemple 5. Si [’on considére sur £2(N, H), I’ensemble des suites (T )nen 0 T, est un élément de
l’espace de Hilbert H de dimension infinie, telles que

[e.e]

Z |z, | < 00

n=—oo

et adjoint du shift, S* défini par

S*:?(N,H) — (*(N,H)
($0,$1,$3,..) [— (xl,xg,..J.

alors, par le théoréeme de Caradus, S* est un opérateur universel.

L’universalité des ”translatés” de 'opérateur de composition, ou I’ opérateur de composition est
de la forme Cy : f — f o ¢, sur certains espaces de fonctions, utilise également le théoreme de
Caradus : on peut par exemple citer le résultat de Nordgren, Rosenthal et Wintrobe [NRW87| sur
I'opérateur de composition Cy, pour ¢ un automorphisme du disque D de la forme

r+z

- 0<r<l,
9(2) 147z’ "

sur l'espace de Hardy du disque H?(D) on H?(D) désigne I’ensemble des fonction holomorphes de
la forme

f(z) = Zanzn ol Z |lan|? < oco.

n>0 n>0

Ils ont montré que pour A € C tel que v/a < [A\| < 1/y/a ot a = %, Cy — AId est universel.

Un résultat plus récent, en collaboration avec J. Partington [PP], montre que si Cy est 'opérateur
de composition sur L?([0, 1]) et A est & I'intérieur du spectre, Cs—Ald est universel. (ici, ¢ appartient
a une certaine classe de fonctions, on pourra plus simplement considérer ¢(x) = 2%, 0 < s < 1).
Nous avons par ailleurs obtenu 'universalité de Cy — Ald pour A a I'intérieur du spectre de Cy, out
Cy est 'opérateur de composition sur I’espace de Sobolev

Wo([0,1]) = {f absolument continue telle que f’ € L*([0,1]) et f(0) = 0}.

et ou ¢ appartient a une classe de fonctions (on pourra prendre ¢(x) = z°, pour s > 1).
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Non existence des vortex
dans la zone de faible densité d’un condesat

Jimena Royo-Letelier
CMAP, Ecole Polytechnique

Dans un travail en collaboration avec Amandine Aftalion et Robert L. Jerrard [1], nous
répondons a une question posée par Len Pitaevskii et prouvons que I'état fondamental de
I’énergie de Gross Pitaevskii decrivant un condensat de Bose Einstein n’a pas des vortex dans
la région de faible densité. Il en résulte que le premier état ayant des vortex les a dans son
“bulk”, la zone de haute densité. Ce résultat est obtenu en prouvant que pour des vitesses
de rotation petites, I’état fondamental est un multiple de I’état fondamental sans rotation.
Pour cela nous utilisons des estimées fines sur la décroissance de la fonction d’onde et des
estimations de Jacobiens pondérées.
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Problemes de type Bolza en optimisation
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Abstract

Dans ce papier, nous avons étudié dans le contexte de la dimension
infinie, les problemes d’optimisation déterministique de type Bolza a
temps discret. Les données sont supposées semi-continues inferieure-
ment et on a obtenu sous une condition de qualification générale, des
conditions nécéssaires d’optimalité sont aussi suffisantes dans le cas
convexe.

Keywords: Nonsmooth analysis, subdifferential, qualification condition,
convex analysis, relative interior, optimality conditions, discrete time inclu-
sion, prox-regular set.
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MODELISATION DE LA REPONSE IMMUNITAIRE DES CELLULES T CD8
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Mot-clés: réponse immunitaire, cellule T CDS8, équations différentielles ordinaires, équations a retard

La réponse immunitaire se produit en réaction a une infection, c’est-a-dire a 'introduction d’un pathogéne
dans 'organisme. Nous considérons ici une réponse primaire, c’est-a-dire que le pathogéne n’a jamais été
rencontré auparavant par ’organisme. Nous nous intéressons a une population de cellules spécifique de
la réponse, les lymphocytes T CDS8. Cette réponse immunitaire se produit en deux phases : une phase
d’expansion, pendant laquelle le nombre de cellules T CD8 augmente rapidement et fortement, puis une
phase de contraction. La contraction, pendant laquelle la plupart des cellules générées sont éliminées,
constitue une régulation de la population. Cette phase est suivie d’une génération de cellules mémoires,
spécifiques de l'antigéne mis en cause dans l'infection : les cellules mémoires seront capables de réagir
plus vite et plus fortement lors d’une seconde infection par le méme pathogéne. Des modéles de la réponse
immunitaire T CD8 ont déja été proposés par différents auteurs [1,2,3|. Certains de ces modéles ne prennent
pas en compte de régulation de la réponse immunitaire [1,3], d’autres au contraire présentent par le détail
un grand nombre d’événements cellulaires et de sous-populations de cellules [2].

Nous présenterons deux modéles de réponse primaire, dans lesquelles des non-linéarités permettent de tenir
compte d’'une régulation dans la dynamique des cellules. Le premier est basé sur un systéeme d’équations
différentielles ordinaires, le second sur un systéme d’équations différentielles a retard : le retard tient compte
du temps mis par les cellules pour se différencier d’un état a autre. Nous discuterons en particulier des
roles et de la pertinence des rétro-controles introduits pour réguler la réponse. Nous nous intéresserons
également a l’existence et a la stabilité des états d’équilibre pour ces systémes. Enfin, nous montrerons et
comparerons quelques simulations pouvant étre obtenues a partir de ces modeéles.
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Controle des écoulements en boucle fermée

Laetitia Thevenet *

27 octobre 2010

Dans cette présentation, nous nous intéressons au contréle d’écoulements autour d’un obs-
tacle, par exemple un cylindre ou un profil d’aile. Apres avoir rappelé quelques notions sur le
controle et plus précisément du controle en boucle fermée, nous étudierons le probleme suivant.

Soit € un ouvert borné de R? et I' sa frontiere. On considere un écoulement stationnaire
dans cet ouvert et on note (zs, x) respectivement la vitesse et la pression du fluide, solution des
équations de Navier-Stokes stationnaires incompressibles

—vAzs+ (z5-V)zs + Vx =1, divz;=0 dans Q, 0

z; =g surl,
o v est le coeflicient de viscosité du fluide et f une force volumique. Nous supposons que cette
solution stationnaire est instable.
Considérons maintenant les équations de Navier-Stokes incompressibles, données par
— —vAz+(z-V)z+Vg=1f, divz=0 dans (0,00) x £,

(2)
z=g+mu sur (0,00) xI', 2z(0) =yp+ zs dans €,

0 yo une perturbation de la condition initiale (la fonction m apparaissant dans (2) permet de
localiser le controle u qui n’est appliqué que sur une partie de la frontire I).

On s’intéresse alors au probléme de stabilisation suivant : comment déterminer u nous per-
mettant de revenir a 1’état d’équilibre 7 Plus précisément, on cherche u sous la forme

u=K(z—z), (3)

ou K est un opérateur a déterminer, de telle sorte que la solution de (2) avec u défini par (3)
vérifie

1z(t) — W20 < Ce ™, (4)
ou o > 0 est une constante fixée.

Dans [2], Pauteur a constuit un controle frontiere en boucle fermée capable de stabiliser loca-
lement et exponentiellement les équations de Navier-Stokes. La loi de controle obtenue dans [2]
est une loi linéaire, construite a partir d’un probleme de controle résolu sur I’équation linéarisée.

La construction de la loi linéaire provenant de [2] fait intervenir une équation de Riccati
algébrique de dimension infinie, qui est, ‘a ce jour, tres difficile & résoudre numériquement. En
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effet, les matrices apparaissant dans la version discrete de cette équation de Riccati sont de tres
grande dimension, et la solution de cette équation est également une matrice de grande taille et
pleine. Cela entraine des problemes de mémoire rendant la résolution numérique difficile.

Pour traiter le probleme de dimension apparaissant dans la résolution numérique des équations
de Riccati, la méthode que nous avons utilisée consiste a ne stabiliser que les modes instables
de l'opérateur linéarisé. Cette méthode a déja été utilisée notamment en ce qui concerne les
équations linéaires paraboliques par Triggiani dans [4]. Pour les équations de Navier-Stokes
linéarisées, cette méthode a galement été utilisée et a permis a Barbu et Triggiani d’obtenir un
résultat de stabilisation locale en utilisant un controle interne de dimension finie (voir [1]).

L’avantage d’une telle méthode est que I’équation de Riccati obtenue est de tres petite
dimension (de dimension inférieure ou égale a la dimension de I’espace instable) et peut donc
étre résolue numériquement. On détermine ainsi une nouvelle loi de controéle linéaire et on montre
dans [3] que ce nouveau controle stabilise localement les équations de Navier-Stokes.
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Modeéles de Markov Cachés Harmoniques pour la modélisation des
signaux EEG

Bruno Torrésani, Emilie Villaron

Résumé :

Dans cet expose, je décrirai une nouvelle approche pour modéliser des signaux multi-
capteurs par l'utilisation de modéles a états cachés dans le plan temps-fréquence.

Les signaux multi-capteurs sont exprimés dans une base de cosinus locaux (appelée base
MDCT) et les coefficients (indexés en temps et en fréquence) de cette décomposition sont
modélisés comme des variables aléatoires multivariées dont la distribution est gouvernée
par une chaine de Markov cachée a valeurs dans un espace d 'états fini.

Plusieurs modélisations possibles sont décrites pour les matrices de covariance, et on
développe pour chacune d'elles des algorithmes d'estimation par maximum de
vraisemblance de type EM.

Ce modéle est ensuite appliqué a des signaux de type EEG (électroencéphalogrammes)
et on montre que ces matrices de variance-covariance indexées par les « capteurs » et les
« fréquences » apportent des informations pertinentes sur les signaux analysés.

Ce dernier point est illustré par un cas d'étude sur la caractérisation de la
désynchronisation des ondes alpha chez les patients atteints de sclérose en plaques.
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