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EDITORIAL

Véronique Lizan-Esquerretou

Merci à Agnès, Ainhoa, Anne, Fanny, Khadra, Kimiya, Marion, Mathilde, Mioara,
Pauline, Pierrette, Sophie et Zaynab, jeunes mathématiciennes qui ont répondu à
l’appel du forum 2009. Une pensée également pour celles qui se sont signalées mais
qui n’ont pas exposé, parce qu’elles débutaient leur thèse ou bien la bouclaient en
vue d’une soutenance proche. Une autre fois.

Dans ce numéro de sa revue, l’association femmes et mathématiques est heureuse de
proposer à ses lectrices et lecteurs les actes du neuvième forum des jeunes mathéma-
ticiennes qui s’est tenu à l’Institut Henri Poincaré les 6 et 7 novembre 2009.
L’association remercie encore les mathématiciennes senior qui ont proposé à l’audi-
toire de beaux exposés sur des mathématiques à la pointe de l’actualité : Laure Saint-
Raymond qui a donné la conférence inaugurale, Christine Vespa, Martine Quéffelec
et Agnès Desolneux.
Les jeunes mathématiciennes françaises et étrangères qui ont participé nous ont éga-
lement régalées de beaux exposés plein d’enthousiasme, de fougue parfois, de pas-
sion toujours pour les mathématiques, dans des domaines très variés, en particulier
en interaction avec la biologie. Nous avons été ravies d’apprendre que plusieurs
d’entre elles ont été classées sur un poste de maîtresse de conférences ou de chargée
de recherches au CNRS, et nous leur souhaitons une vie mathématique épanouie au
sein de la communauté mathématique française. Les jeunes mathématiciennes ont
regretté l’absence de jeunes mathématiciens lors de ces deux journées pourtant ou-
vertes à tou-te-s.
Pour tenter de comprendre ce qui se joue entre les sexes au niveau des carrières
puisque les chiffres montrent que filles et garçons n’y entrent pas de la même fa-
çon, puis qu’hommes et femmes ne les déroulent pas de la même façon (Cf. l’article
Les mathématiques françaises attendent plus de femmes dans Matapli 89), à côté du pro-
gramme mathématique, des spécialistes d’autres disciplines ont présenté au public
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VÉRONIQUE LIZAN-ESQUERRETOU

du forum des éclairages issus de leur disciplines, Joëlle Wiels pour la biologie, Su-
zanne de Cheveigné pour la sociologie 1. Qu’elles soient ici remerciées d’avoir ac-
cepté de « vulgariser » leur discipline pour femmes et mathématiques.
Et, pour passer à l’action en quelque sorte, Agnès Netter, responsable de la « Mission
pour la place des femmes au CNRS » a présenté l’objet de la mission ainsi que les
actions mises en place 1. Une table ronde a permis de donner aux jeunes mathéma-
ticiennes quelques indications pratiques pour présenter leurs dossiers de qualifica-
tion au CNU, les attendus n’étant pas les mêmes selon les sections, 25, 26, 27 ou 61.
L’idée de cette table ronde a germé en remarquant au CNU des dossiers féminins
qui ne mettent pas en valeur leur qualité, en particulier ceux où les mathématiques
interagissent avec d’autres sciences.
En soirée le premier jour du forum, la compagnie « Les Passeurs d’Ondes » a joué à
l’ENS une de ses créations, « Le crâne et la mécanique », pièce de théâtre autour de
la vie d’Ada Lovelace. Véronique Slovacek-Chauveau, vice-présidente, et Isabelle
Collet, membre de l’association, ont apporté le soutien de femmes et mathématiques
à l’aventure que fut la création de cette œuvre écrite par Lo Glasman. Lors de cette
soirée, il fut très agréable de rencontrer un public très divers, de parents par exemple
venus avec leurs filles et qui s’interrogent sur l’orientation scolaire, ou bien de fémi-
nistes, hommes ou femmes, ou bien encore de spécialistes en informatique.
L’association a également apprécié que ce forum 2009 ait été ouvert sous les auspices
de Cédric Villani, directeur de l’IHP, qui absent de Paris, avait laissé un mot d’accueil
qui a été lu en ouverture 2.
Une fois tournées les pages du forum 2009, l’association se prépare à ouvrir celles du
forum 2010 dans le cadre d’un programme prévu sur quatre années et piloté scien-
tifiquement par Aline Bonami. Le 10ème forum se tiendra au CIRM à Luminy du 22
au 24 novembre 2010. Toujours organisé par l’association femmes et mathématiques, en
partenariat avec la « Mission pour la place des femmes au CNRS » et avec le sou-
tien de l’INSMI et de l’INS2I. Plus d’informations sur le site oueb de l’association à
l’adresse http://www.femmes-et-maths.fr
1Nous remercions S. de Cheveigné et A. Netter de nous avoir donné la possibilité de reproduire ici les
diaporamas présentés lors du forum. Nous regrettons que la qualité des images présentées soit mal passée
lors de la reproduction sur papier et demandons aux lectrices et lecteurs de ces actes de nous en excuser.
2J’ai longtemps considéré avec perplexité le principe des réunions de jeunes mathématiciennes... jusqu’à
ce que je participe moi-même, en tant qu’orateur, à l’édition 2009 du programme « Femmes en mathé-
matiques » organisé tous les ans à l’Institute for Advanced Study à Princeton. L’ambiance dynamique
et enthousiaste dans laquelle baignait cette manifestation m’a laissé un souvenir impérissable. Je vous
souhaite de mener les débats et discussions du neuvième forum des jeunes mathématiciennes à l’Institut
Henri Poincaré dans un climat aussi détendu et studieux. Bienvenue dans la « Maison des Mathémati-
ciennes » !
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EDITORIAL

Dans les bonnes nouvelles de cet été 2010, à noter que les Miss Mathématiques Côte
d’Ivoire 2007 qui ont choisi de suivre des études supérieures en France et que l’as-
sociation suit depuis leur arrivée en France ont toutes les trois été admises dans
de Grandes écoles : Supélec Metz, Sup Telecom Paris, Sup Telecom Bretagne ou les
Mines de Nancy. En particulier, un grand merci aux deux tutrices, Christine Charret-
ton et Isabelle Van Den Boom qui ont suivi deux d’entre elles pendant leur scolarité
à Lyon et Orléans. L’édition 2010 du concours a pu avoir lieu ; les prix ont été remis
le 11 août (l’association participe à la dotation). À suivre.
Dans les nouvelles plus sombres, à l’heure où l’association boucle ce numéro de sa
revue, la communauté mathématique vient d’apprendre le décès de Michelle Schatz-
man. Membre de l’association depuis sa création en 1987, elle a participé à plusieurs
journées organisées par femmes et mathématiques. En particulier, la première journée
en région organisée en 1991 à Lyon où, un samedi après-midi, elle a exposé des tra-
vaux qui mélangeaient merveilleusement théories mathématiques et applications.
C’était une débattrice exigeante, tout à fait « non conforme » quel que soit le sujet
abordé, en particulier celui de l’égalité femme/homme à l’Université. Nous avons
ici une pensée émue pour elle qui a soutenu, à sa manière, les jeunes mathémati-
ciennes. L’autoportrait en forme d’abécédaire qu’elle avait offert à la revue femmes &
math dans le numéro 6 de mars 2002 est une façon pour nous de ne pas oublier la
grande mathématicienne qu’elle fut.

Pas de mathématicienne dans le palmarès de ICM 2010 (International Congress of
Mathematicians) qui se tient en Inde à Hyderhabad : les prestigieux prix qui ont été
remis par Smt Pratibha Patil, la présidente indienne, récompensent d’éminents ma-
thématiciens dont trois français, mais aucune femme. Les mathématiques au sommet
restent pour 2010 (encore) une histoire d’hommes au niveau mondial. C’est d’ailleurs
ressenti comme tel au quotidien également. Consulter par exemple l’article « Mathé-
maticienne. » de Barbara Schapira publié le 28 juin 2010 sur le site de « Images des
mathématiques » (images.math.cnrs.fr/Mathematicienne.html).
Ailleurs, la question de l’égalité filles/garçons relève, au mieux, du « politiquement
correct » poliment effleuré.
Signalons pour terminer la Revue de l’OFCE, 114, « Les discriminations entre les
hommes et les femmes » (sous la direction de Françoise Milewski et Hélène Périvier)
parue en juillet 2010. Cette revue contient en particulier un article de Marie Duru-
Bellat, professeure de sociologie à l’IEP de Paris, intitulé « Ce que la mixité fait aux
élèves ». Citons Marie Duru-Bellat qui peut éclairer les professeur-e-s ou parents que
nous sommes : « S’interroger sur le bien-fondé de la mixité à l’école peut paraître
incongru : alors que la discrimination passe le plus souvent par une mise à l’écart, la
mixité intégrale réalisée à l’école serait de toute évidence l’expression la plus achevée
du rejet de toute discrimination et à ce titre il n’y aurait pas lieu d’en débattre »,
remarque Marie Duru-Bellat, qui poursuit « ce postulat, qui recouvre aussi un tabou,
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est particulièrement prégnant en France ». « Pourtant, au-delà du principe même
de mixité, si l’on s’attache à observer le fonctionnement concret de l’univers mixte
des classes et la manière dont il affecte les attitudes et les performances des élèves
garçons et filles, alors, la mixité apparaît bien plus ambivalente et pose même des
questions fondamentales sur la nature de cette égalité entre hommes et femmes dont
elle est censée être un vecteur ».
Des cours sur les questions de genre seront obligatoires pour les étudiant-e-s de l’IEP
de Paris, à partir de 2011 – ceci a fait, par exemple, la Une de Libération le 26 mai
2010, et les p.22-23 –. À quand une prise de conscience par l’ensemble de la com-
munauté mathématique, « de la maternelle à l’Université », pour que filles et gar-
çons puissent profiter au mieux des joies que peuvent procurer les joyaux mathéma-
tiques ?

Véronique Lizan-Esquerretou
Présidente de femmes et mathématiques.
E-mail : veronique.lizan�toulouse.iufm.fr
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LES ACTIVITÉS DE L’ASSOCIATION FEMMES ET
MATHÉMATIQUES

Véronique Slovacek-Chauveau

Le Forum des jeunes mathématiciennes est un temps fort des activités de femmes et
mathématiques et il marque même notre spécificité par rapport aux autres associations
de femmes scientifiques. Mais nous travaillons aussi, bien en amont, aux niveaux
collège et lycée. La mixité scolaire est obligatoire dans l’enseignement primaire et
secondaire depuis la loi Haby en juillet 1975, mais elle n’a pas permis d’équilibrer
les choix d’orientation des filles et des garçons. A chaque palier d’orientation, les
filles et les garçons font des choix différents.

En 2008 par exemple, en Terminale S, 3% des filles choisissent la spécialité
« Sciences de l’Ingénieur », 18% la spécialité « Mathématiques », 35% la spécialité
« Physique-Chimie » et 44% la spécialité « Sciences et vie de la Terre » alors que 16%
des garçons choisissent SI, 23% « Mathématiques », 27% SVT et 34% PC [1].

Après le baccalauréat, les filles vont davantage en filières générales à l’université,
les garçons en filières sélectives, en CPGE et en IUT. Les filles sont sur-représentées
dans les filières littéraires du supérieur, dans les filières professionnelles des services,
dans les IUFM et dans les écoles paramédicales et sociales. Les garçons le sont dans
les filières scientifiques et industrielles et, notamment, dans les IUT et les écoles d’in-
génieurs.

Or dans les années à venir, un tiers de la population active de formation scienti-
fique aura atteint l’âge de la retraite et dans le même temps, une relative désaffecta-
tion des jeunes pour les études scientifiques universitaires longues et une stagnation
pour les études courtes et pour les écoles d’ingénieurs se manifestent.

L’Europe aura besoin de plus de chercheurs et d’ingénieurs pour atteindre son
objectif d’excellence scientifique et technologique et l’objectif de Lisbonne de devenir
l’économie de la connaissance la plus compétitive au monde.
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Les professions scientifiques et techniques seront porteuses d’emploi, que ce soit
pour les femmes ou les hommes. Et pour que les équipes de chercheurs et d’ingé-
nieurs soient efficaces, elles ont besoin de techniciens et de techniciens supérieurs de
qualité et experts dans leurs domaines.

Ce ne sont pas nécessairement des valeurs morales qui animent les partisans
du recrutement des femmes mais des raisons économiques, des préoccupations en
termes de bénéfices, d’équipes mixtes qui fonctionnent mieux, etc..

Si les garçons boudent les études scientifiques, allons donc chercher les filles ! ! !
C’est ce que nous faisons !

Nos adhérent-e-s sont convaincu-e-s que des jeunes femmes qui choisiraient
d’exercer des métiers scientifiques ou techniques seraient passionnées, enthousias-
mées par leur travail. Depuis plusieurs années, des membres de nos associations
Femmes Ingénieurs, femmes et mathématiques et Femmes et Sciences interviennent
dans les lycées et collèges qui le demandent pour présenter les métiers scientifiques
et techniques, et témoigner de leur passion pour leur métier de femmes scientifiques,
devant des jeunes, filles et garçons, leurs enseignant-e-s et leurs parents.

La Mairie de Paris nous soutient dans une opération intitulée « 1000 ambassa-
drices pour les Sciences à Paris ». Le but de cette opération est aussi d’inciter les
jeunes, et plus particulièrement les jeunes filles, à s’orienter vers des métiers scienti-
fiques et techniques en leur donnant l’occasion de rencontrer des très jeunes femmes
scientifiques.

Pour cela, nos associations recrutent dans les universités, les écoles d’ingénieurs et
les IUT des étudiantes en cours d’études, prêtes à aller témoigner devant des classes
de leur intérêt pour les sciences. Elles permettent de démultiplier nos interventions
et aussi d’apporter des témoignages sur les études actuelles menant à ces métiers.
Ces jeunes femmes pourront ainsi servir de « modèles » aux lycéennes.

Le cadrage pour les interventions est le suivant : deux étudiantes venant, si pos-
sible d’une université et d’une Grande Ecole, et une ambassadrice confirmée, c’est-à-
dire une femme ayant une expérience professionnelle conséquente, interviennent de-
vant une classe complète, filles et garçons. Chacune présente son parcours, sans sup-
port, de la manière la plus simple possible, en essayant d’expliquer en quoi consiste
son travail. Notre espoir est que la faible différence d’âge entre les jeunes ambassa-
drices et les lycéen-ne-s fasse tomber les barrières et permette un vrai dialogue. Le
trinôme ne s’adresse qu’à une seule classe à la fois pour que les élèves ne soient pas
trop intimidés et osent prendre la parole devant les autres.

Les élèves repartent avec de nombreux documents : Zoom sur les métiers des
mathématiques [2], Les métiers de la physique, de l’informatique, les filières univer-
sitaires, etc.

Pour toutes nos interventions dans les établissements scolaires mais aussi sur les
stands dans des salons (de l’Education, de la culture et des jeux mathématiques,
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etc.), nous avons besoin de disposer d’outils différents, moins académiques que nos
brochures.

Nous nous sommes donc lancées dans la grande aventure du théâtre...
À l’issue d’une représentation de la pièce « Le cas de Sophie K » de Jean-François

Peyret au théâtre de Chaillot, nous avons rencontré la troupe « Les Passeurs
d’Ondes » et décidé de travailler ensemble.

Le premier travail a consisté à choisir une mathématicienne à laquelle s’intéresser.
Leur choix s’est porté sur Ada Lovelace, mathématicienne de la première moitié du
XIXème siècle qui inventa le premier programme informatique bien avant la concep-
tion de l’ordinateur tel que nous le connaissons aujourd’hui. Cette pièce est un spec-
tacle musical sur le thème des femmes en science et de l’évolution des connaissances
sur le fonctionnement du cerveau.

Quatre cents ans après Galilée, cent ans après Freud, quarante ans après Neil
Armstrong, certains continuent à penser que les hommes viennent de Mars et les
femmes de Vénus. Périodiquement, de nouvelles théories se réclamant toujours plus
ou moins de la science font la une des magazines « féminins » et prétendent mettre
au grand jour des raisons « objectives » et neurologiques des différences de compor-
tements entre femmes et hommes.

La compagnie « Les Passeurs d’Ondes » propose la création d’un spectacle musi-
cal tout public avec trois comédiens, sur le thème des femmes en science et de l’évo-
lution des connaissances sur le fonctionnement du cerveau. « Le Crâne et la Méca-
nique », dont l’action se situe au dix-neuvième siècle, met aux prises un personnage
historique de femme scientifique, la mathématicienne Ada Lovelace, et un person-
nage masculin, le docteur Deville, ardent défenseur d’un courant de la « science »
neurologique de cette époque : la phrénologie. À travers la personnalité troublée
d’Ada Lovelace, qui fut à l’origine de l’invention du concept de la programmation
informatique, le spectacle pose la question du genre en science et celle de la matéria-
lité de la pensée.

Pour mieux faire comprendre au public le cheminement personnel de Ada, celle-ci
est incarnée à deux époques différentes de sa vie. Tantôt à l’âge adulte, alors qu’elle
éprouve de grandes difficultés à achever son travail pour le mathématicien Charles
Babbage, inventeur d’une machine à calculer qu’elle s’est mise en tête d’être capable
de commander. Tantôt à l’adolescence, alors qu’elle étouffe sous le joug d’une édu-
cation particulièrement étriquée et se met à inventer une machine à voler afin d’aller
rejoindre sa mère dont l’absence prolongée la fait souffrir.

Persuadée que l’intervention de la science phrénologique l’aidera à se libérer de
ses tourments, Ada fait appel au docteur Deville. La rencontre entre Ada et le phré-
nologue est l’occasion d’introduire une réflexion, notamment auprès du jeune pu-
blic, visant à bousculer les idées reçues sur les rôles sociaux prédestinés aux hommes
et aux femmes et sur le fonctionnement de notre cerveau.
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Affiche de la pièce de théâtre « le Crâne et la Mécanique

La phrénologie est ce courant de la science, éminemment contestable et contesté,
et aujourd’hui complètement abandonné, qui avait pour projet de décrire et d’expli-
quer les caractéristiques mentales des individus par la forme de leur crâne. C’est à
lui que nous devons l’expression « la bosse des maths » qui fait toujours des ravages.

En 2009, nous nous sommes intéressées au théâtre forum pour déconstruire les
stéréotypes sur les filles et les mathématiques. Le spectacle forum se déroule en trois
phases :

– les comédiens jouent une pièce présentant des situations problématiques non
manichéennes,
– les spectateurs et le meneur de jeu débattent des situations présentées par la
pièce, émettent des hypothèses d’intervention sur cette problématique,
– les spectateurs qui le désirent viennent sur l’espace de jeu, remplacent un co-
médien, testent les hypothèses dont ils sont porteurs pour les personnages. Les
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comédiens leur donnent la réplique et improvisent avec eux les conséquences
possibles de leur hypothèse.

La pièce qui a été créée s’appelle « Dérivée ».

« Lundi matin : contrôle : les complexes. Quand une équation n’a pas de solution...
Pas de solution. Pas d’espace dans ma tête pour les nombres imaginaires. Quant à
mon imaginaire... »

L’histoire

Alice, Bob et Ève sont en terminale S. Alors qu’ils planchent sur un contrôle de
maths, les pensées d’Alice se mettent à danser dans sa tête et l’empêchent de se
concentrer. Ces derniers jours, sa confiance en elle a été mise à mal. Autour d’elle,
sa famille, ses amis, le monde entier - jusque dans ses pires cauchemars - se sont
ligués pour lui montrer que les mathématiques ne sont pas faites pour les femmes...
et réciproquement ! Or, jusqu’à ce lundi matin, les maths ont toujours été le pays
d’Alice...

Les questions

Pensez-vous que le cerveau des femmes est plus petit et pèse moins lourd que celui des
hommes ? Pourquoi y a-t-il moins de femmes que d’hommes parmi les ingénieurs ? Peut-on
jouer à Age of Empire en jupe ? « Ambition » : nom féminin ?

Dans la partie improvisée, quelques thèmes (parmi d’autres) pouvant être abor-
dés :

– les stéréotypes sur les femmes et les sciences : les identifier, les « démonter »
par l’argumentation, analyser leur action (intégration, dévalorisation...),
– la réussite scolaire, le rapport aux notes, la pression, la motivation,
– le dialogue parents-enfants,
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– l’image de soi, l’affirmation de sa personnalité et de ses ambitions,
– l’orientation, la projection dans la vie professionnelle, la connaissance des
métiers,
– filles-garçons : les relations amicales, amoureuses, scolaires...

L’équipe

Écriture : Émilie Lambert et Cyril Vernet. Mise en scène : Émilie Lambert. Les
comédiens : Cindy Girard, Élise Pradinas, Cyril Vernet et Émilie Lambert. Une co-
réalisation : Les Sincères, LAPS/équipe du matin.

Durée

La pièce dure environ 40 minutes. Elle est suivie d’environ 45 minutes d’improvi-
sations avec le public.
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[2] Les métiers des mathématiques, collection Zoom sur les métiers, ONISEP (2007), ouvrage

collectif réalisé avec les sociétés savantes de mathématiques et l’association femmes et ma-
thématiques, coordonné par Brigitte Lucquin.

Véronique Slovacek-Chauveau
Lycée Camille Sée, 11 rue Léon Lhermitte, 75015 Paris.
E-mail : vslovaekhauveau�free.fr
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JOURNÉES « FILLES ET MATHS : UNE ÉQUATION
LUMINEUSE »

Véronique Slovacek-Chauveau

Pour moi, la mixité est un tel acquis que j’ai toujours refusé d’organiser des jour-
nées réservées aux filles. Pourtant trois années de suite, j’ai accompagné des filles de
Terminale S aux journées ScienTech girls à Deauville, juste avant le Women’s forum,
et j’ai pris conscience du plaisir qu’elles éprouvent à se retrouver entre filles pour
un temps donné, la liberté retrouvée... Et aussi le plaisir qu’on s’occupe d’elles, tout
spécialement. J’ai fini par accepter d’organiser des « journées filles » avec Animath.
Le 8 décembre 2009, à l’Institut Henri Poincaré, nous avons organisé une première
journée « Filles et maths : une équation lumineuse » pour 75 élèves de Troisième et de
Seconde. Ce fut une belle réussite mais l’organisation présentait un défaut majeur :
le manque de temps pour les échanges avec les femmes scientifiques présentes. Le 7
avril 2010, deuxième journée, toujours à l’Institut Henri Poincaré. Nous avons réuni
52 lycéennes de Première et Terminale S venant de toute l’Ile de France.

« Filles et maths : une équation lumineuse » est une initiative nouvelle desti-
née à encourager les filles à s’orienter vers des études de mathématiques et plus
généralement des études scientifiques et techniques. Il s’agit leur faire rencontrer
de manière informelle des femmes qui les ont précédées, doctorantes, mathéma-
ticiennes jeunes et moins jeunes, ingénieures, de leur montrer les débouchés très
divers des études de mathématiques et les métiers scientifiques. Ce sont des mo-
ments d’échange, de rencontre entre mathématicien-ne-s, professeur-e-s de mathé-
matiques et élèves/étudiantes. Les temps forts sont : la Promenade mathématique,
les rencontres avec des jeunes femmes scientifiques et le théâtre forum.

1. Journée du mardi 8 décembre 2009

La journée a démarré autour de boissons chaudes et de croissants. La Promenade
mathématique (conférence de vulgarisation) était proposée à un groupe de jeunes
filles par Sylvie Boldo (chercheuse à l’Institut National de Recherche en Informatique
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et en Automatique - INRIA). Parallèlement, un autre groupe participait à un atelier-
débat que je menais avec Martin Andler (Professeur à l’Université de Versailles Saint
Quentin) pour mettre en évidence certains stéréotypes sur les mathématiques et sur
les filles et les maths.

Pierre Duchet (chercheur CNRS) encadrait ensuite un atelier de type « Maths en
Jeans ». Secondé par les professeurs accompagnateurs, il proposait aux jeunes filles
de réfléchir sur un problème ouvert de mathématiques. Celles ci se sont prêtées au
jeu avec enthousiasme et amusement (photos ci-dessus).

L’après-midi, direction l’amphithéâtre Jean Perrin, dans le bâtiment de Chimie-
Physique (face à l’Institut Henri Poincaré), pour particiter au théâtre forum. La Com-
pagnie « Les sincères » jouait une courte pièce montrant les stéréotypes garçons-filles
à l’oeuvre. Après un temps de réflexion sur la pièce, la troupe a proposé aux jeunes
filles de modifier le texte, de rejouer des scènes (photo de gauche). Rires. Amuse-
ments. Efficacité.

« Les élèves ont été ravies de participer aux diverses activités les motivant à poursuivre des
études dans les filières scientifiques, et plus précisément en mathématiques. Cet événement a
permis de « re-motiver » les élèves et de modifier leur approche des mathématiques » , nous
confia un professeur le lendemain.
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Du côté des organisateurs/trices, nous avons réalisé après coup que nous n’avions
pas laissé de temps suffisant pour les échanges avec les jeunes femmes scientifiques
présentes.

2. Journée du mercredi 7 avril 2010, à l’Institut Henri Poincaré

Nous étions bien décidé-e-s à privilégier les échanges avec les jeunes femmes pré-
sentes.

Barbara Schapira, maîtresse de conférences à l’Université de Picardie Jules Verne,
a commencé la journée en nous proposant une promenade mathématique « Au pays
des fractales ». Puis Martin Andler et moi avons présenté quelques chiffres mettant
en évidence la faible représentation des femmes dans les métiers scientifiques, en gé-
néral, et tout particulièrement en mathématiques. Nous avons évoqué les différentes
explications proposées : historique, sociologique, psychologique, etc. et en balayant
aussi les raisons biologiques encore avancées par certain-e-s à grand renfort d’ima-
gerie médicale. Les stéréotypes concernant les femmes et les hommes et leur rôle
sont largement véhiculés par notre Société et se manifestent partout : dans tous les
médias, à l’Ecole, dans les manuels scolaires, la publicité, etc. Les stéréotypes consti-
tuent des images qui bloquent, qui figent à un instant donné, qui empêchent d’avan-
cer et qui finissent par porter atteinte à l’estime de soi. Ils fonctionnent, à longueur
de temps, comme des messages subliminaux qui confortent les rôles sociaux tradi-
tionnels et les pérennisent. Apprendre à les décrypter est important pour mieux se
diriger.

Un exemple : Pour la majorité des femmes, le symbole et le nom rappellent de doulou-
reuses prises de tête. La plupart des hommes le reconnaissent infailliblement et frétillent de
l’intelligence dès que son nom magique est prononcé. « C’est π ! Le 3.14 ! » pouvait-on lire
dans un journal « féminin » (publicité pour la sortie du parfum π de Givenchy).

Les jeunes filles nous ont écoutés avec beaucoup d’attention. Elles n’étaient pas
toujours conscientes de tous les préjugés rencontrés dans une journée. Le repas était
un moment important : les chercheuses et les étudiantes des Mines et de l’ENSTA se
sont prêtées au jeu du « speed-meeting ». Les jeunes filles étaient assises autour d’une
table par 6 ou 7 et les jeunes femmes chercheuses ou étudiantes changeaient de table
au bout de 10 ou 15 minutes après des discussions passionnantes menées tambour
battant. L’après-midi, direction l’amphithéâtre Darboux, pour assister au théâtre fo-
rum. Toujours autant de succès. Beaucoup d’éclats de rire, mais aussi beaucoup de
sérieux et de finesse dans la compréhension des mécanismes en jeu. Un vrai régal
pour toutes et tous et une réflexion salutaire.

Quelques commentaires le lendemain.
Une enseignante : « Je tiens à vous dire qu’elles étaient ravies, et très reconnaissantes

d’avoir eu cette opportunité. Elles n’avaient jamais mis les pieds dans le quartier latin. Paris
un jour de grève fut probablement une expédition pour elles. »
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Une autre : « Elles sont revenues très motivées, et la plus jeune m’a dit : « C’est décidé, je
vais faire des maths ! » (Elles n’avaient, avant cette journée, aucune idée pour leur orientation
post bac, et ce sont des élèves très compétentes et très travailleuses) »

Une élève : « Je dois dire que la journée fut très enrichissante. . . Nous avons débuté par une
petite conférence sur les fractales présentée par une chercheuse de l’université de Picardie...
Celle-ci nous a montré quelques outils mathématiques pour comprendre de quelle manière
on réalisait des fractales. S’en est suivie une seconde conférence un peu moins axée sur les
techniques mathématiques. On a pu débattre alors plutôt de la place des femmes dans les
mathématiques et les filières scientifiques à l’échelle nationale. On a pu comprendre que les
femmes ont tendance, elles-mêmes, à se mettre des barrières dès que les hommes les estiment
incapables de réaliser quelque chose (résultats de diverses études). . . Ce débat psychologique
m’a particulièrement plu puisqu’il nous a permis de comprendre pourquoi il y a « si peu »
de femmes dans les filières scientifiques. Ensuite, nous avons déjeuné autour de quelques
tables. . . Durant le repas, des personnes ayant fait ou faisant des études scientifiques sont
passées de table en table pour répondre à nos interrogations. . . Echanges également très enri-
chissants qui m’ont permis de combler mes manques d’informations, même s’ils ne m’ont pas
aidée à déterminer ma direction future. . . A la suite de cela, on nous a donc joué une pièce de
théâtre sur les mathématiques et bien sûr sur les filles où il était possible d’intervenir pour
donner notre point de vue sur les comportements des personnages ou encore les modifier. . . Ce
fut également un exercice très agréable pour la réflexion personnelle. . . »

Et en 2010-2011?
Vu le succès de ces deux journées, nous allons les organiser à nouveau pour l’an-

née scolaire 2010-2011. Le mois d’avril n’est pas le plus favorable pour le genre de
réflexion que nous proposons. Pour les Terminales S surtout, il vaudrait mieux choi-
sir une journée en décembre ou janvier au plus tard. Si ces journées vous intéressent,
n’hésitez surtout pas à nous contacter. Votre aide sera précieuse. Certaines jeunes
mathématiciennes qui ont participé au Forum 2009 nous ont fait le plaisir de venir
rencontrer nos lycéennes et elles étaient ravies.

Véronique Slovacek-Chauveau
Lycée Camille Sée, 11 rue Léon Lhermitte, 75015 Paris.
E-mail : vslovaekhauveau�free.fr
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STATISTIQUES SPATIALES APPLIQUÉES EN
FORESTERIE : PRÉDICTION DE VARIABLES

ENVIRONNEMENTALES NON GAUSSIENNES PAR
APPROCHE HIÉRARCHIQUE BAYÉSIENNE ET

MODÉLISATION DE LA RÉGÉNÉRATION À L’AIDE
DE PROCESSUS PONCTUELS HÉTÉROGÈNES

MARQUÉS

Pierrette Chagneau

Résumé. — Un des points faibles des modèles de dynamique forestière spatialement ex-
plicites est la modélisation de la régénération. Un inventaire détaillé du peuplement et
des conditions environnementales a permis de mettre en évidence les effets de ces deux
facteurs sur la densité locale de juvéniles. Mais en pratique, la collecte de telles données
est coûteuse et ne peut être réalisée à grande échelle : seule une partie des juvéniles est
échantillonnée et l’environnement n’est connu que partiellement. L’objectif est ici de pro-
poser une approche pour prédire la répartition spatiale et le génotype des juvéniles sur la
base d’un échantillonnage raisonnable des juvéniles, des adultes et de l’environnement.
La position des juvéniles est considérée comme la réalisation d’un processus ponctuel
marqué, les marques étant constituées par les génotypes. L’intensité du processus traduit
les mécanismes de dispersion à l’origine de l’organisation spatiale et de la diversité géné-
tique des juvéniles. L’intensité dépend de la survie des juvéniles, qui dépend elle-même
des conditions environnementales. Il est donc nécessaire de prédire l’environnement sur
toute la zone d’étude. L’environnement, représenté par un champ aléatoire multivarié,
est prédit grâce à un modèle hiérarchique spatial capable de traiter simultanément des
variables de nature différente. Contrairement aux modèles existants où les variables en-
vironnementales sont considérées comme connues, le modèle de régénération proposé
doit prendre en compte les erreurs liées à la prédiction de l’environnement. La méthode
est appliquée à la prédiction de la régénération des juvéniles en forêt tropicale humide.

1. Introduction

Les modèles de dynamique forestière reposent sur trois grands processus biolo-
giques : la croissance, la mortalité et la régénération. Les processus de régénération
des essences forestières étant souvent mal connus, la modélisation de la régénéra-
tion reste l’un des points faibles de ces modèles. Des études visant à connaître l’in-
fluence des facteurs biotiques et abiotiques sur le processus de régénération en forêt
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tropicale ont montré que l’installation des juvéniles dépend des conditions du mi-
lieu, de la localisation des adultes reproducteurs et des phénomènes de compétition.
Ces études ont été rendues possible grâce à un inventaire détaillé du peuplement et
d’une description fine de l’environnement. En pratique, la collecte de telles données
est coûteuse et ne peut pas être réalisée à grande échelle. En général, seule une partie
des juvéniles a été échantillonnée et l’environnement n’est connu que partiellement.
L’environnement doit donc être prédit sur les zones non échantillonnées. Toutes les
variables environnementales n’étant pas de même nature, les méthodes classiques
de prédiction ne s’appliquent pas. De plus, les variables environnementales obte-
nues par prédiction sont entachées d’erreur alors qu’elles sont considérées comme
connues dans les modèles de régénération existants. Ces modèles de régénération
ne s’intéressent, en général, qu’à l’organisation spatiale des juvéniles et n’intègre
aucune information génétique, ce qui pourrait contribuer à une meilleure compré-
hension du processus de régénération.

Notre étude consiste à prédire la répartition spatiale et la diversité génétique des
juvéniles connaissant la localisation des adultes reproducteurs et l’environnement
de manière partielle. D’un point de vue biologique, ce travail a pour but d’améliorer
la compréhension des mécanismes de dispersion et de savoir quelles sont les condi-
tions du milieu favorables à l’installation des juvéniles. D’un point de vue mathéma-
tique, un des objectifs est de proposer un modèle de régénération qui tienne compte
des variables environnementales et intègre de l’information génétique. L’environ-
nement est extrapolé sur tout le domaine d’étude grâce à un modèle hiérarchique
spatial multivarié.

2. Modélisation de la régénération

Le modèle de régénération proposé est capable de prendre en compte simulta-
nément l’hétérogénéité du milieu et l’information apportée par le génotypage des
individus, ce que ne permettent pas les modèles existants. Il s’agit d’une extension
d’un modèle développé par Shimatani [4] basé sur les processus ponctuels. Ce mo-
dèle permet de déterminer la densité locale de juvéniles. Il offre l’avantage de mieux
décrire les mécanismes biologiques à l’origine de la régénération en modélisant la
survie des juvéniles [5]. Contrairement à Shimatani, nous intégrons les variables en-
vironnementales comme variables explicatives de la survie des juvéniles.

2.1. Processus de Cox marqué avec prise en compte de variables environnemen-
tales. — Soit B la zone sur laquelle les arbres adultes ont été géoréférencés et géno-
typés. On note B son complémentaire. SoitA la zone d’échantillonnage exhaustif des
juvéniles, A ⊆ B. Soit x un point de R2. Soit G le génotype d’un juvénile potentiel
situé au point x. Soit xj la position de l’adulte j. On note dx;y la distance entre les
points x et y.
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La répartition spatiale des juvéniles est considérée comme la réalisation d’un pro-
cessus ponctuel de Poisson hétérogène marqué, les marques étant constituées par les
génotypes. Ce processus peut être considéré comme un processus de Poisson hétéro-
gène multivarié. La fonction d’intensité µ(x,G) de chacun des processus de Poisson
indépendants qui le composent s’écrit sous la forme : µ(x,G) = λ(x,G)S(x). La fonc-
tion λ(x,G) permet de modéliser la position et le génotype des juvéniles potentiels
et S(x) leur survie. Soit g le noyau de dispersion des graines et Uj le succès repro-
ducteur de l’adulte j. λ(x,G) se décompose sous la forme d’une somme :

λ(x,G) =
∑

j: xj∈B

Ujg(dx; xj
)P(G|j) +

∑

j:xj∈B

Ujg(dx; xj
)P(G|ext).

P(G|j) est la probabilité qu’un juvénile ayant pour mère j présente le génotype G
et P(G|ext) celle qu’un juvénile issu d’un croisement aléatoire soit de génotype G.
Le premier terme de la somme correspond aux juvéniles potentiels dont la mère
est située dans la zone B et le second à ceux dont la mère est en dehors de B. Le
second terme ne peut pas être calculé puisque les positions des adultes de B ne sont
pas connues. Ce terme peut être approché en faisant l’hypothèse que la répartition
spatiale des adultes reproducteurs est homogène. λ(x,G) s’écrit alors :

λ(x,G) =
∑

j:xj∈B

Ujg(dx; xj
)P(G|j) +UdβxP(G|ext) avec βx = 1−

∫

B

g(dx; xj
)dxj.

Le paramètre U désigne le succès reproducteur des arbres situés hors de B et d la
densité d’adultes reproducteurs.

Le calcul de P(G|j) et P(G|ext) s’effectue sous l’hypothèse que la population consi-
dérée se trouve en équilibre d’Hardy-Weinberg. Soit f le noyau de dispersion du pol-
len. En suivant un raisonnement analogue au calcul de λ(x,G), c’est-à-dire en distin-
guant les pères issus de B des pères issus de B, on obtient l’expression de P(G|j) :

P(G|j) =

∑
i:xi∈A

f(dxj; xi
)P(G|j, i) + ηjdP(G|j, ext)

∑
i: xi∈A

f(dxj;xi
) + ηjd

.

P(G|j, i) est la probabilité qu’un juvénile présente le génotype G sachant qu’il a pour
mère j et pour père i et P(G|j, ext) la probabilité qu’il présente le génotype G sachant
qu’il a pour mère j et un père situé en dehors de la zone B.

La survie S(x) des juvéniles dépend de l’environnement. Soit Y(x) un vecteur à k
composantes représentant l’environnement au point x. La survie en x est modélisée

par : S(x) =
eδ+γ

′Y(x)

1+ eδ+γ
′Y(x)

, γ ∈ Rk, δ ∈ R.

Si l’environnement est considéré comme connu, le processus ponctuel est un pro-
cessus de Poisson hétérogène. Si Y(x) est la réalisation d’un champ aléatoire, ce qui
est le cas lorsque l’environnement est prédit, le processus est un processus de Cox.
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2.2. Prédiction de l’environnement. — Les variables environnementales n’ont été
échantillonnées que partiellement, alors que la modélisation de la régénération né-
cessite de les connaître sur toute la zone A. L’environnement doit donc être pré-
dit. Ce dernier est modélisé par un champ aléatoire multivarié, mais les variables
qui le composent ne sont pas forcément de même nature (variables gaussiennes, de
Poisson, ordinales, etc). Les méthodes classiques de prédiction multivariée ne s’ap-
pliquent pas. Un modèle hiérarchique spatial permettant de prédire simultanément
des variables de nature différente est proposé [3]. Ce modèle est une généralisation
des modèles linéaires généralisés (MLG) spatiaux [1] au cas multivarié. Le principe
de ce modèle est d’associer à chaque variable environnementale, quelle que soit sa
nature, une variable latente gaussienne. Autrement dit, la distribution de chaque va-
riable d’environnement Yk(s) dépend d’une variable latente Sk(s). Cette variable Sk
correspond à la composante spatiale apparaissant dans l’expression du MLG spatial
associé à la variable Yk. Conditionnellement à Sk(s) et Sm(s), les variables Yk(s) et
Ym(s) sont spatialement indépendantes. Les variables latentes βk(s) sont construites

suivant une approche dite moyenne mobile [2] : Sk(s) =

∫

R2

fk(x− s)Vkdx, où Vk est

un mélange de bruits blancs gaussiens et fk une fonction moyenne mobile. Les va-
riables Sk(s) sont définies à partir d’un processus latent commun ; elles sont donc
dépendantes. La structure de dépendance entre ces variables a l’avantage d’être
flexible. Les paramètres du modèle sont estimés grâce à un algorithme de MCMC.

3. Application à la prédiction de la régénération de l’angélique

Les deux modèles proposés sont appliqués à la prédiction de la régénération de
l’angélique (Dicorynia guianensis) à partir de données collectées sur le dispositif de
Paracou en Guyane française. Le domaine d’étude, situé au sud du dispositif, couvre
environ 40 ha. Différentes mesures ont été réalisées pour caractériser son environne-
ment. L’ensemble des adultes reproducteurs y ont été géoréférencés et génotypés.
Une petite zone au centre du domaine d’étude a fait l’objet d’un échantillonnage
exhaustif des juvéniles ; ces derniers ont également été génotypés. Le modèle hiérar-
chique spatial multivarié a été utilisé pour prédire simultanément la pente, l’altitude
et le drainage du sol (Figure 1). Les cartes de prédiction obtenues sont cohérentes
avec les connaissances que nous avons sur le dispositif. La corrélation entre les va-
riables latentes associées à l’altitude et au drainage est négative : les zones de faible
altitude coïncident avec les bas-fonds. Travailler dans un cadre multivarié a permis
d’améliorer la qualité des prédictions des variables ordinales. Le modèle de régé-
nération a été testé avec différentes variables environnementales comme variables
explicatives de la survie (Tableau 1). Le succès reproducteur est considéré ici comme
une fonction du diamètreD :Uj = ebDj etU = ebD oùD désigne le diamètre moyen
des adultes reproducteurs. Les noyaux de dispersion du pollen et des graines sont
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choisis gaussiens de matrice de variance-covariance respective τ21I2 et τ22I2. La mise

Environnement b (cm−1) τ1 (m) τ2 (m) d (ind.m−2) δ γ

Pente 0,069 638,99 152,72 fixée −4, 366 0,740

Altitude 0,063 643,21 147,31 fixée −4, 493 0,988

Drainage 0,080 625,40 164,82 fixée fixée

γ1 = −1, 772

γ2 = 0, 432

γ3 = −0, 861

γ4 = −16, 202

TABLE 1. Estimation des paramètres du processus ponctuel modélisant
la répartition spatiale des juvéniles. La variable environnementale utilisée
dans le terme de survie est indiquée à gauche.

en œuvre du modèle de régénération ne s’est pas révélée entièrement satisfaisante
dans le cas de l’angélique. La distance moyenne de dispersion estimée du pollen
est comprise entre 783 et 806 m et celle des graines entre 184 et 206 m. Le nombre
de juvéniles installés issus d’un adulte de 42 cm varie entre 14 et 28. Les distances
de dispersion des graines et du pollen sont surestimées. Les juvéniles s’installent de
préférence sur les sols présentant une pente supérieure à 7◦. Leur survie sur les sols
hydromorphes est quasi nulle.
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Drainage

Drainage
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FIGURE 1. Cartes de prédiction obtenues à partir du jeu de données com-
posé de la pente et du drainage (en haut) et du jeu de données composé du
drainage et de l’altitude (en bas). La zone d’étude est un rectangle de 717
mètres sur 750. La pente est mesurée en degrés. Les modalités du drainage
sont représentées suivant une échelle de gris allant du noir correspondant
aux sols bien drainés au blanc correspondant aux sols hydromorphes. Les
modalités de l’altitude sont représentées suivant une échelle de gris allant
du noir correspondant aux altitudes faibles au blanc correspondant aux al-
titudes élevées.
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MODÉLISATION DE RÉSEAUX DE RÉGULATION
GÉNÉTIQUE INTERCELLULAIRES

Anne Crumière

Résumé. — Les biologistes représentent souvent les interactions génétiques par des
graphes orientés, appelés graphes de régulation génétique. Les sommets désignent les
gènes du système et les arêtes, les effets de régulation d’un gène sur un autre. Elles
sont munies d’un signe positif dans le cas d’une activation et négatif pour une inhibi-
tion. Ce papier traite des relations entre la structure de ces graphes et leurs propriétés
dynamiques.

1. Introduction

Les biologistes représentent souvent les réseaux de régulation génétique par des
graphes. Ces graphes, appelés graphes d’interaction, sont des graphes orientés et
signés, notés G = (V, E), où l’ensemble des nœuds, V = {1, . . . , n}, représente les n
gènes du système et l’ensemble des arêtes E représente les régulations : (i, j) ∈ E si
le gène i est un régulateur du gène j. Les arêtes sont signées, positivement (+1) dans
le cas d’une activation, c’est à dire quand la protéine codée par le gène i favorise
l’expression du gène j, et négativement dans le cas d’une inhibition (−1), c’est à dire
quand la protéine codée par le gène i ralentit ou stoppe l’expression du gène j.

Un tel graphe d’interaction est une représentation d’un réseau permettant d’ex-
pliquer au niveau de la régulation génétique, un processus biologique donné. Les
niveaux d’expression des n gènes à un instant donné représentent un état du sys-
tème.

Dans ce papier, on s’intéresse aux propriétés de stabilité de ce système ; dans le
cadre des systèmes dynamiques, cela se traduit par les notions d’attracteurs, d’états
stationnaires, de cycles attractifs. . . L’étude de ces propriétés demande soit dans un
cadre continu la résolution d’un système d’équations différentielles assez grand, soit
dans le cadre discret, l’étude d’un graphe de grande taille représentant la dyna-
mique. Dans les deux cas, on est confronté à des problèmes de très grande com-
plexité.

23



ANNE CRUMIÈRE

D’où l’idée de revenir aux graphes d’interaction qui correspondent à ces dyna-
miques, et qui ont l’avantage d’être de taille plus petite et donc plus facile à analyser.
De tels liens entre la dynamique et les graphes d’interaction existent : les règles de
Thomas en sont un bel exemple. En effet, dans les années 80, le biologiste René Tho-
mas énonça la règle suivante [5] : une condition nécessaire pour l’existence de plusieurs
états stationnaires dans la dynamique est la présence d’un circuit positif dans le graphe d’in-
teraction (le signe d’un circuit étant le produit des signes des arêtes).
Durant cette décennie, de nombreux chercheurs ont formalisé et démontré cette règle
dans des cadres différents [2, 3, 4], mais toujours dans le cas où les gènes sont répartis
dans une même cellule. Ce travail étend dans un cadre discret ces règles à un réseau
génétique intercellulaire.

2. Formalisme

2.1. Dynamique du réseau de régulation. — On s’intéresse à l’évolution d’un sys-
tème composé de cellules, chaque cellule contient la même collection de gènes choi-
sis dans un ensemble fini I. Pour un gène i ∈ I, l’intervalle Ai = [0, ki] désigne les
niveaux d’expression possibles du gène i. Un état d’une cellule est un élément du
produit cartésien A =

∏
i∈IAi.

Généralement, un système biologique est constitué de plusieurs cellules. On peut
supposer que les cellules sont réparties régulièrement et disposées suivant un réseau
M, i.e. un sous-groupe discret de Rd muni de l’opération +. Chaque cellule est dans
un état a ∈ A. Un état du système est ainsi une suite d’éléments de A indexée par
M, i.e. un élément de AM. Pour tous s ∈ AM et U ⊂ M, on note sU la restriction de
s à U. Lorsque l’état du système est donné par s ∈ AM, l’état de la cellule x ∈ M est
noté s(x) et pour un gène i ∈ I, le niveau d’expression du gène i dans la cellule x est
noté s(x, i).

Le niveau d’expression d’un gène dans une cellule varie au cours du temps en
fonction des niveaux d’expression des gènes dans cette cellule et dans les cellules
voisines. Chaque cellule communique avec ses voisines de manière uniforme dans
l’espace. Pour modéliser ce phénomène, on considère l’ensemble fini V ⊂ M appelé
voisinage et une fonction locale f : AV → A. On suppose que l’élément nul de M

appartient à V.
La dynamique globale du système peut alors être donnée par l’ automate cel-

lulaire F : AM → AM défini par F(s)(x) = f((s(x + v))v∈V) pour tous s ∈ AM et
x ∈ M. On désigne par F(s)(x, i) la valeur vers laquelle le niveau d’expression du
gène i dans la cellule x tend quand le système est à l’état s. Tout naturellement, un
état stationnaire de F est un état s ∈ AM tel que F(s) = s, i.e. un état dans lequel le
niveau d’expression de chaque gène n’évolue pas.
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2.2. Graphe d’interaction. — Généralement, on observe les variations du niveau
d’expression d’un gène lorsque les autres gènes interagissent avec celui-ci. Ces va-
riations sont mises en évidence par le calcul de la Jacobienne discrète et visualisées
sous la forme d’un graphe d’interactions.

Notation 2.1. — • Soit t ∈ Z, on définit sg(t) = 0 si t = 0, sg(t) = +1 si t > 0 et
sg(t) = −1 si t < 0.
• Soient (s, s ′) ∈ (AM)2 et (x, i) ∈ M × I, on définit s(x,i)⊳ s

′

par : pour tout (y, j) ∈
M × I,

s(x,i)⊳ s
′

(y, j) =

{
s(y, j) si (x, i) 6= (y, j),

s(y, j) + sg(s ′(y, j) − s(y, j)) sinon.

Définition 2.2. — Soient s, s ′ ∈ AM et ((x, i), (y, j)) ∈ (M × I)2, on définit la Jaco-
bienne discrète de F en s ∈ AM suivant la direction s ′ ∈ AM comme étant la matrice
dont les coefficients sont :

∂(x,i),(y,j)F(s, s
′) = sg(s ′(x, i) − s(x, i))sg(F(s(x,i)⊳ s

′

)(y, j) − F(s)(y, j)).

Pour visualiser ou plutôt représenter les différentes actions d’un gène sur un autre
dans une même cellule ou dans une cellule voisine dans une région U ⊂ M, on définit
le graphe d’interaction de ∂F(sU, s

′
U), noté G(∂F(sU, s

′
U)). Le graphe d’interaction est

un graphe orienté signé, i.e, avec un signe +1 ou −1, attaché à chaque arête et défini
par :
• les sommets sont les gènes de chaque cellule contenue dans U, c’est à dire U × I,
• il y a une arête allant du gène i dans la cellule x vers le gène j dans la cellule y si
∂(x,i),(y,j)F(sU, s

′
U) 6= 0 et sg(F(s)(y, j) − s(y, j)) 6= sg(F(s(x,i)⊳ s

′

)(y, j) − s(y, j)).
Le signe de l’arête est alors celui de ∂(x,i),(y,j)F(sU, s

′
U), il est positif (resp. négatif) si

le niveau d’expression du gène i est en “augmentation” (resp. “diminution”).

3. Conditions nécessaires de multistabilité

Définition 3.1. — On rappelle que V est le voisinage de la fonction globale F. Soient
U ′,U ′′ deux sous-ensembles de M, on définit le sous-ensemble U ′ + U ′′ = {u ′ + u ′′ :

u ′ ∈ U ′ et u ′′ ∈ U ′′}. Pour U ⊂ M fini, on note ∂U = (U + V) \ U le bord de U.

Notre formalisme pour décrire les interactions génétiques dans un cadre intercel-
lulaire est maintenant mis en place. Nous pouvons énoncer l’adaptation de la règle
de Thomas au système intercellulaire avec la même collection de gènes dans chaque
cellule :

Théorème 3.2. — [1] Soient F : AM → AM une fonction globale et U ⊂ M. Si r, t ∈ AM

sont deux états stationnaires qui vérifient (r)∂U = (t)∂U et (r)U 6= (t)U, alors il existe
s ∈ AM tel que G(∂F(s, t)) a un circuit positif élémentaire.
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Remarque 3.3. — Comme G(∂F(s, t)) contient un circuit élémentaire positif mais
comme s∂U = t∂U, le circuit positif est localisé sur U.

4. Perspectives

Dans le Théorème 3.2, la localisation du circuit est induite par les états station-
naires, donc dépendante de la dynamique du système. Mais dans la plupart des mo-
dèles étudiés par les biologistes, les circuits sont localisés sur au plus deux cellules.
Il serait intéressant d’étudier le nombre maximun de cellules sur lesquelles le circuit
positif s’étend.

De plus, ce modèle positionne les cellules sur un réseau, donc régulièrement dans
l’espace. Une perspective serait de les répartir sur une structure moins ordonnée
mais suffisament régulière pour définir une dynamique locale, par exemple le pa-
vage de Penrose.
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ANNEXE : Un exemple de réseau hexagonal

On étudie un système constitué de deux gènes par cellule, i.e, I = {a, b}, qui ont
deux niveaux d’expression, ainsi A = {0, 1}× {0, 1}. Les cellules sont localisées sur un
plan. Pour des raisons biologiques, les cellules sont représentées par des hexagones
qui pavent le plan. Ce pavage hexagonal M est généré par les vecteurs e1 et e2, plus
précisement M = Ze1 + Ze2. Soit (x1, x2) ∈ Z2, (x1, x2) sont les coordonnées de la
cellule x ∈ M dans le pavage selon une origine arbitraire O et la base (e1, e2) (voire
Figure 1).

Le voisinage d’une cellule quelconque x de coordonnées (x1, x2) est donc : x+V =

{(x1, x2), (x1, x2+1), (x1+1, x2+1), (x1−1, x2), (x1+1, x2), (x1−1, x2−1), (x1, x2−

1)}. L’état local sV, representé en Figure 1, est composé de 7 cellules hexagonales
où les deux nombres dans chaque cellule sont les niveaux d’expression des deux
gènes contenus dans chaque cellule. Cet état est mathématiquement représenté par
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O
e1

e2

00
01

01

00
11

01

10

FIGURE 1. (Gauche) Localisation (Droite) xV

la matrice suivante :

(

(0, 0) (0, 1)

(1, 1) (0, 1) (0, 1)

(0, 0) (1, 0)

)

. Plus généralement pour tout état s ∈

AM, l’état s(x+ V) est une matrice 3× 3 avec deux trous :

s(x + V) =

(

s(x1 , x2 + 1) s(x1 + 1, x2 + 1)
s(x1 − 1, x2) s(x1 , x2) s(x1 + 1, x2)
s(x1 − 1, x2 − 1) s(x1 , x2 − 1)

)

Par la suite, pour des raisons d’espace, nous supposerons qu’il y a un seul gène
dans chaque cellule, i.e, I = {a} avec toujours deux niveaux d’expression, i.e. Aa =

{0, 1}. Une partie de la dynamique locale de ce système est donnée dans le tableau
ci-dessous :

f

(

0 0
0 0 0
0 0

)

= 0 f

(

0 0
0 0 1
0 0

)

= 0 f

(

0 0
0 1 0
0 0

)

= 1 f

(

0 0
0 0 1
0 1

)

= 0

f

(

0 0
0 1 0
1 0

)

= 1 f

(

0 0
0 0 1
1 1

)

= 0 f

(

0 0
0 1 0
1 1

)

= 0 f

(

0 0
1 0 0
1 1

)

= 0

f

(

0 0
0 1 1
1 1

)

= 1 f

(

0 0
1 1 1
0 1

)

= 1 f

(

0 1
0 0 0
0 1

)

= 0 f

(

0 1
0 0 0
1 1

)

= 1

f

(

0 1
0 1 0
0 1

)

= 0 f

(

0 1
0 1 0
1 0

)

= 1 f

(

0 1
0 0 1
1 1

)

= 1 f

(

0 1
0 1 0
1 1

)

= 1

f

(

0 1
1 1 0
1 0

)

= 1 f

(

0 1
0 1 1
0 1

)

= 1 f

(

0 1
0 1 1
1 0

)

= 1 f

(

0 1
0 1 1
1 1

)

= 1

f

(

0 1
1 1 0
1 1

)

= 1 f

(

0 1
1 1 1
1 1

)

= 0 f

(

1 0
0 0 0
1 0

)

= 0 f

(

1 0
1 1 0
1 0

)

= 1

f

(

1 1
1 1 0
0 0

)

= 1 f

(

1 1
1 0 0
1 0

)

= 0 f

(

1 1
0 1 0
1 1

)

= 1 f

(

1 1
0 1 1
1 1

)

= 1
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Le graphe d’interaction suivant est construit par calcul des dérivées :

+

+
G

(

∂F

(

0 1
0 1 0
1 1

)

,

(

1 0
1 0 1
0 0

)))

=
0

00
1
1

1

1

F a deux états stationnaires r et t répondant aux conditions du Théorème 3.2 (une
partie uniquement de chaque état stationnaire est représentée). L’ensemble U est
constitué des deux cellules non colorées entourées par les cellules colorées et ∂U

est constitué des huit cellules colorées. Donc il existe un état s tel que G(∂F(s, t)) a
un circuit positif élémentaire.

0
0

0
0

0

0

0
0

0

0

0

0

0

0
0

0
0

0
0

0
0

0 0

0

0
0

0

0

0

0

01

1
1

1
1
1

1

1
1

1 1

1

1

1
1
1
1

r = t =
+

+G

(

∂F

(







0 1
0 1 0

0 1 1
1 1













0 1
0 0 0

0 0 1
1 1







))

=

00

0

0

1

1

1

1

1

1

FIGURE 2. (Gauche) Etats stationnaires (Droite) Circuit positif entre les
gènes des deux cellules centrales

Anne Crumière
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HOMOTHÉTIES DANS L’IMAGE DE GALOIS

Agnès David

Résumé. — On présente dans cet exposé des résultats uniformes sur le sous-groupe des
homothéties contenu dans l’image de la représentation galoisienne associée aux points de
torsion d’une courbe elliptique.

Dans le cas où l’image de la représentation est triangulaire supérieure, on obtient des
résultats supplémentaires décrivant les deux seules formes possibles pour sa diagonale.

1. Acteurs

1.1. Groupe de Galois. — On fixe K un sous-corps de C qui est de dimension finie
comme espace vectoriel sur Q (un tel corps est appelé un corps de nombres). On s’in-
téresse au groupe, noté GK, des automorphismes de corps de la clôture algébrique
Q de Q qui valent l’identité sur K. La théorie de Galois relie en effet l’étude de ce
groupe à la compréhension des équations polynomiales à coefficients dans K.

1.2. Courbe elliptique. — On fixe également une courbe elliptique E définie sur
le corps K ; une telle courbe est donnée par une équation polynomiale à coefficients
dans K, à deux variables et de degré 3, à laquelle on adjoint un point à l’infini.

L’ensemble E(Q) des solutions de cette équation dans Q (point à l’infini compris)
est muni d’une structure de groupe abélien. Pour tout entier n plus grand que 1,
l’ensemble des points de n-torsion de ce groupe est isomorphe à (Z/nZ)2 ; si n est
un nombre premier, cet ensemble forme en particulier un espace vectoriel de dimen-
sion 2 sur le corps à n éléments.

1.3. Une représentation galoisienne. — On fixe enfin p un nombre premier. Le
groupe GK agit sur E(Q), en respectant sa structure de groupe ; il agit donc éga-
lement sur ses points de p-torsion. On en déduit une représentation ϕp de GK, à
valeurs (après choix d’une base pour les points de p-torsion) dans GL2(Fp).
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2. Un problème de Serre uniforme

2.1. Image de Galois. — On s’intéresse ici au sous-groupe de GL2(Fp) qui est
l’image de GK par le morphisme de groupes ϕp. Cette image permet en effet de
comprendre l’extension de K engendrée dans Q par les coordonnées des points de
p-torsion de E.

2.2. Un théorème de Serre. — Cette image est asymptotiquement grosse, au sens
par exemple du théorème suivant.

Théorème 2.1 (Serre [8]). — Si la courbe elliptique E n’a pas de multiplication complexe,
alors il existe une borne C(K, E), ne dépendant que du corps K et de E, vérifiant : si p est
plus grand que C(K, E), alors la représentation ϕp est surjective.

L’interprétation de ce résultat est que l’extension de K engendrée par les coordon-
nées des points de p-torsion de E est aussi grosse que possible.

L’hypothèse initiale de l’énoncé porte sur l’anneau des endomorphismes de la
courbe E : on sait qu’il est soit réduit à Z, soit un sous-anneau d’indice fini de l’an-
neau des entiers d’un corps quadratique (extension de dimension 2 de Q) imaginaire
(n’admettant pas de plongement dans R) ; selon le cas, on dit que E n’a pas ou a des
multiplications complexes.

Dans le cas où la courbe possède des multiplications complexes, la représenta-
tion ϕp est précisément décrite ; son image contient un sous-groupe commutatif
d’indice au plus 2 et ne peut donc pas être tout GL2(Fp) ; en revanche, il existe des
résultats selon lesquels elle est aussi asymptotiquement grosse, en un sens à adapter.

2.3. Une version uniforme ?— Dans [8], Serre suggère également qu’on peut s’af-
franchir de la dépendance en la courbe elliptique E dans la borne C(K, E), pour ob-
tenir une version uniforme du théorème 2.1. Un tel résultat n’est même pas encore
connu lorsque le corps de base est Q, malgré des résultats partiels importants de
Mazur [3], Merel [4] et Parent [6].

3. Homothéties contenues dans l’image de Galois

Les matrices des homothéties constituent le centre de GL2(Fp). Pour montrer que
l’image de la représentationϕp est uniformément grosse, il est donc naturel de cher-
cher à montrer qu’elle contient uniformément un gros sous-groupe des homothéties.

Nous avons obtenu le résultat uniforme suivant :

Théorème 3.1 (David [1], Eckstein[2]). — Il existe une borne C(K), explicite et ne dé-
pendant que du corps de nombres K, telle que si p est plus grand que C(K), alors l’image de
ϕp contient toutes les puissances douzièmes des homothéties.
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Notre démonstration donne une forme explicite pour la borne C(K), qui la fait
dépendre de nombreux invariants arithmétiques du corps de nombres K (degré, dis-
criminant, nombre de classes, régulateur, etc.).

Remarque 3.2. — Le théorème 3.1 ne fournit pas toutes les homothéties comme
sous-groupe de l’image de la représentation ϕp, mais seulement leurs puissances
douzièmes. Cette puissance douzième apparaît naturellement dans le cours de la
démonstration pour trivialiser les images de certains sous-groupes qui dépendent
de la courbe elliptique, mais dont l’ordre est borné. D’autre part, Eckstein présente
dans sa thèse [2] un exemple pour lequel l’image de ϕp ne contient pas toutes les
homothéties ; il s’agit d’un exemple où la courbe elliptique possède des multipli-
cations complexes. On peut donc se demander si, en ajoutant l’hypothèse que la
courbe E n’a pas de multiplication complexe, il est possible de montrer que l’image
de ϕp contient toutes les homothéties.

4. Éléments de démonstration

4.1. Image de l’inertie et sous-groupes maximaux. — La démonstration du théo-
rème 3.1 repose sur le dialogue entre deux idées.

La première est que les homothéties recherchées se trouvent dans l’image de cer-
tains sous-groupes de GK, appelés les sous-groupes d’inertie associés à p. La restric-
tion de la représentation ϕp à ces sous-groupes est bien connue, grâce à des travaux
de Serre [8] et Raynaud [7].

La seconde est la connaissance des sous-groupes maximaux de GL2(Fp) qui
peuvent contenir l’image de ϕp si celle-ci n’est pas tout GL2(Fp). On peut déjà
choisir, uniformément, p assez grand pour que ces sous-groupes maximaux soient
de deux types : normalisateur d’un sous-groupe de Cartan (cas traité par Eckstein)
ou sous-groupe de Borel (conjugué aux matrices triangulaires supérieures).

4.2. Cas d’une représentation triangulaire supérieure. — On suppose désormais
que l’image de la représentation ϕp est incluse dans un sous-groupe de Borel (c’est-
à-dire, dans une base qui lui est adaptée, triangulaire supérieure). La recherche des
homothéties qu’elle contient passe alors par des résultats précis sur la forme que
peut prendre la représentation.

4.2.1. Caractères. — La représentationϕp étant triangulaire supérieure, sa diagonale
est donnée par deux morphismes de groupes de GK dans F×

p , appelés des caractères
de GK. Chacun de ces deux caractères diagonaux est plus facile à étudier que la re-
présentation entière, notamment car son image est commutative (et même cyclique).
La théorie du corps de classes fournit en effet des outils puissants pour l’étude de
l’extension de K, finie et de groupe de Galois abélien, qui lui est associée.
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4.2.2. Deux formes pour la diagonale. — En utilisant et explicitant des travaux de Mo-
mose [5], on montre qu’il n’y a que deux possibilités pour la puissance douzième de
la diagonale de ϕp, lorsque p est plus grand que la borne C(K) :

– soit elle est formée de deux caractères égaux ;
– soit elle présente de grandes similarités avec celle associée à une courbe el-
liptique ayant des multiplications complexes.

Dans les deux cas, on peut en déduire que les puissances douzièmes des homothéties
sont contenues dans l’image de la représentation.

4.2.3. Lien avec le problème de Serre uniforme. — Lorsque le corps de base est Q, Ma-
zur [3] a montré que l’ensemble des nombres premiers p pour lesquels l’image deϕp
peut être contenue dans un sous-groupe de Borel est fini (et borné par 163). Au vu
de la liste des sous-groupes maximaux de GL2(Fp) donnée en 4.1, ce résultat consti-
tue une partie importante du théorème de Serre uniforme sur Q. Sa généralisation
à un corps de nombres K quelconque consisterait à montrer que, pour chacun des
deux types de diagonale précédemment obtenus, soit p est plus petit qu’une borne
ne dépendant que de K, soit la courbe E possède effectivement des multiplications
complexes.

4.2.4. Méthode de démonstration. — La démonstration du résultat sur la diagonale de
ϕp débute par une étude fine de la situation locale aux places hors de p et de l’action
des sous-groupes d’inertie au-dessus de p.

On applique ensuite à une place hors de p la loi de réciprocité donnée par la
théorie du corps de classes globale ; on obtient ainsi des relations entre toutes les
informations locales, sous forme de congruences modulo p. Pour p assez grand, ces
congruences deviennent des égalités, liant fortement les situations locales hors et
au-dessus de p.

Une version effective du théorème de Chebotarev permet enfin de se ramener à
un nombre fini de places hors de p pour obtenir une borne ne dépendant que de K
et reconstruire les caractères diagonaux.

On obtient en réalité trois types possibles pour la puissance douzième de la dia-
gonale de ϕp ; l’un d’eux, pour lequel l’un des deux termes diagonaux est trivial, est
éliminé en utilisant les bornes uniformes sur l’ordre des points de torsion ([4], [6]).
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MODÉLISATION MATHÉMATIQUE POUR UN
PROBLÈME DE RESTAURATION DE VIEUX FILMS

Julie Delon & Agnès Desolneux

Résumé. — Nous proposons ici de nous intéresser au problème de la restauration de cer-
tains défauts de luminosité qui apparaissent dans les vieux films. Nous montrons com-
ment ce problème peut être modélisé mathématiquement, et comment, par l’introduction
d’un opérateur de stabilisation locale du contraste, on peut restaurer ces films. Ceci est
illustré par des exemples.

1. Introduction

FIGURE 1. Images extraites du film Les Aventures des Pieds Nickelés, Emile
Cohl/Eclair, 1917-1918 (copyright : Marc Sandberg), avant (1ère ligne) et
après restauration (2ème ligne) par l’opérateur LStab.

Le papillonnage ou flicker est un artefact présent dans les vieux films, mais aussi
dans de nombreuses vidéos. Il se caractérise par des variations brutales de contraste
et/ou de luminosité d’une image à l’autre. Les causes principales du flicker présent

Ce travail a été financé par un projet jeunes chercheurs du GDR ISIS. Il a également été soutenu par
l’Agence Nationale de la Recherche (ANR) dans le cadre du projet FREEDOM (ANR07-JCJC-0048-01),
“Films, REstauration Et DOnnées Manquantes”.
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dans les vieux films sont la dégradation chimique du support et le fait que lorsque
la pellicule du film était entrainée manuellement, le temps d’exposition n’était pas
toujours le même d’une image à l’autre. Contrairement à d’autres artefacts obser-
vés dans les vieux films (rayures, poussières, etc.), le flicker ne fait pas apparaître
de nouvelles structures saillantes dans les images. Sa particularité est donc d’être
transparent, voire quasiment “invisible” sur une seule image. Seul le visionnage
des images successives du film permet de se rendre compte de sa présence. Ceci
est illustré par la 1ère ligne de la figure 1, sur quelques images tirées d’un vieux film.
Les méthodes de correction du flicker doivent par conséquent impérativement utili-
ser la comparaison avec les images suivantes et précédentes du film. Toutes les sé-
quences montrées dans ce papier, ainsi que d’autres exemples sont disponibles sur le
site http://www.tsi.enst.fr/~delon/Demos/Fliker_stabilization/, ainsi que
dans la publication [4]. Le flicker peut affecter de façon globale toute une image,
mais il peut aussi être localisé seulement sur une partie de l’image. Au centre de
la Figure 4, on peut observer une image de la séquence taxi, altérée par un voile
sombre qui traverse l’image en diagonale. Ce voile est difficilement perceptible sur
une image isolée, mais devient extrêmement gênant lorsqu’on visualise le film en
mouvement. On parle alors de flicker local. Ainsi, les méthodes de correction du flicker
peuvent se ranger en deux catégories : celles qui cherchent à résoudre le problème
de façon globale et celles qui cherchent à le résoudre de façon locale. Les méthodes
globales [1, 7, 11] ont généralement l’avantage d’être robustes aux différents mouve-
ments, tremblements ou bruits éventuels. Les méthodes locales [6, 8, 9, 10, 12] quant
à elles peuvent prendre en compte des changements de contraste locaux, mais elles
sont alors a priori dépendantes de l’estimation du mouvement. Le mouvement est
en effet une des principales difficultés dans le problème de correction du flicker : en
première approximation, la variation de niveau de gris d’un pixel au cours du temps
peut-être soit due au flicker (et il faut alors la corriger), soit due au mouvement (voir
la Figure 2) et c’est alors une variation “normale” qu’il faut conserver. Observons
que d’autres défauts, comme par exemple les poussières, rayures ou tremblements,
inhérents aux films anciens, peuvent entraver la correction du flicker.

FIGURE 2. Exemple “jouet” d’un film affecté d’un flicker global. Un pixel
de l’image peut voir son niveau de gris fluctuer dans le temps. Certaines
variations de niveau de gris sont dues au flicker, mais d’autres peuvent être
dues au mouvement (ce qui est par exemple le cas d’un pixel au centre de
l’image, et sur lequel le personnage va passer).

36



MODÉLISATION MATHÉMATIQUE POUR UN PROBLÈME DE RESTAURATION DE VIEUX FILMS

2. Egalisation de contraste et moyenne d’histogrammes

Dans toute la suite, on adoptera les notations suivantes : t et s seront des variables
de temps et x, y des variables spatiales. Le film dégradé sera noté u = {(ut(x))}

où ut est l’image à l’instant t. On notera Ω le domaine de définition des images,
en général un domaine rectangulaire du plan R2 ou de Z2 (dans le cas des images
discrètes). Nous considèrerons uniquement ici le cas de films en noir et blanc, ce qui
veut dire que chaque image ut est vue comme une fonction définie surΩ et à valeurs
dans R+. Le film original, qui lui est non observé, est noté u0. Dire qu’une image ut
subit un changement de contraste veut dire qu’elle est changée en g(ut) où g est une
fonction croissante de R+ dans lui-même. Un pixel x de l’image ut voit son niveau
de gris ut(x) être transformé en g(ut(x)). La principale propriété d’un changement
de contraste est qu’il ne change pas le contenu “géométrique” d’une image, c’est à
dire que la carte topographique de l’image n’est pas modifiée. Cette dernière est définie
comme la réunion des frontières des ensembles de niveau inférieurs ou supérieurs
de l’image ut, respectivement donnés par :

χλ(t) = {x ∈ Ω tel que ut(x) ≥ λ} et χλ(t) = {x ∈ Ω tel que ut(x) ≤ λ}.

Lors d’un changement de contraste, les ensembles de niveau sont préservés dans
leur ensemble (un ensemble de niveau λ pour ut devient un ensemble de niveau
g(λ) pour g(ut)).

On dira que g est un changement de contraste affine s’il est de la forme g(λ) = aλ+b

avec a, b réels et a > 0. Etant donnée ut une image du film, on notera ht son his-
togramme, c’est à dire la distribution de ses valeurs de niveau de gris, et Ht son
histogramme cumulé. Dans le cas d’une image discrète, définie sur une grille Ω
de N2 pixels et à valeurs dans {0, . . . , L}), l’histogramme cumulé Ht : {0, . . . , L} →
{0, . . . , N2} est donné par :

Ht(λ) = |{x ∈ Ω|ut(x) ≤ λ}|,

où | · | désigne le cardinal d’un ensemble. Cette définition conduit aux interprétations
suivantes :

– Soit x ∈ Ω, alors Ht(ut(x)) est le rang de x, lorsque les niveaux de gris de ut
sont ordonnés de façon croissante.
– Soit k entier, alorsH−1

t (k) = min{λ ; Ht(λ) ≥ k} est le niveau de gris du pixel
de rang k.
– Soit G une fonction discrète strictement croissante sur {0, . . . , L}. Alors
l’image vt = G−1 ◦Ht(ut) est une image dont l’histogramme cumulé est donné
par la fonction G.

Avant de moyenner le contraste de toute une séquence d’images, commençons par
regarder le cas de deux images. Soient donc u1 et u2 deux images discrètes défi-
nies sur une grille Ω de N2 pixels, et à valeurs dans {0, . . . , L}. Afin de moyenner le
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contraste de u1 et u2, on pourrait simplement appliquer à chaque image un chan-
gement de contraste qui amènerait son histogramme de niveaux de gris sur l’histo-
gramme moyen (h1+h2)/2. Mais ceci n’est pas satisfaisant. Prenons l’exemple d’un
histogramme unimodal (par exemple gaussien) pour u1, centré en une certaine va-
leurm1, et d’un histogramme unimodal pour u2, centré enm2 6=m1. L’histogramme
moyen serait alors une distribution contenant deux modes, l’un en m1 et l’autre en
m2, alors qu’il serait beaucoup plus naturel d’obtenir un histogramme unimodal
centré en (m1 + m2)/2. Comme l’a montré J. Delon dans [3], la “bonne” méthode
pour faire correctement l’égalisation est la suivante : on note Hi les histogrammes
cumulés discrets respectifs, et on appelle distribution mi-chemin ou midway entre H1
et H2 la fonction

H1/2 =

(

H−1
1 +H−1

2

2

)−1

.

3. Correction du flicker global

Passons maintenant à l’égalisation de contraste pour une séquence d’images, c’est
à dire par exemple au cas d’un film dégradé par un flicker global. J. Delon a montré
dans [2] la proposition suivante, qui donne la forme canonique de la méthode de
réduction du flicker lorsqu’on suppose certains axiomes élémentaires.

Proposition 3.1. — [2] Soit ut un film etHt les histogrammes discrets des images du film.
Soit T un opérateur de correction du flicker qui suit les axiomes suivants :
- T agit par changement de contraste sur chaque image,
- Pour tout réel λ, l’action de T sur les ensembles de niveaux inférieurs χλ(t) des images du
film est indépendante de son action sur les ensembles de niveau supérieurs χλ(t),
- T agit sur les films constitués d’images spatialement constantes comme un scale space li-
néaire (c’est-à-dire comme un opérateur de convolution temporelle avec une fonction gaus-
sienne, voir [5]). Alors il existe un paramètre d’échelle σ, tel que l’opérateur T s’écrive :

(1) T [ut](x) =
1√
2πσ2

∫
e−(t−s)2/2σ2

H−1
s ◦ Ht(ut(x))︸ ︷︷ ︸

rang de x dans ut

︸ ︷︷ ︸
niveau de gris du pixel de même rang que x dans us

ds.

Cette méthode de réduction du flicker est très simple à mettre en oeuvre et donne
de bons résultats dès lors que le flicker que l’on souhaite corriger agit bien globale-
ment sur le film (voir par exemple la Figure 3). Cependant, il est bien évident qu’une
méthode agissant comme un changement de contraste global sur chaque image du
film ne peut pas éliminer un flicker local comme celui présent dans les exemples des
Figures 1 et 4.
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(a) Images extraites du film The Cure, Charlie Chaplin, 1917

(b) Images après correction globale du flicker par l’équation (1)

FIGURE 3. Un exemple de correction globale du flicker.

4. Correction du flicker local

L’idée de la méthode de réduction du flicker local sera de corriger localement le
contraste de chaque image du film à l’aide de moyennes pondérées d’histogrammes
locaux cumulés inverse - comme dans la Proposition 3.1. Soit u un film dégradé par
du flicker local. Pour ut image du film et pour x ∈ Ω, on regarde une imagette de la
forme ut(x+V) centrée en x. On noteHt,x+V son histogramme cumulé. Pour estimer
le correspondant du pixel x dans l’ image en un temps s 6= t, il faut tenir compte du
mouvement mais aussi du flicker éventuel, c’est pour celà qu’on estime ce point noté
ϕt,s(x) par :

ϕt,s(x) = Argmin
y∈x+W

D(ut(x+ V), us(y+ V)),

où D est une mesure de similarité entre imagettes, robuste aux changements de
contraste affines et qui est donnée par

D(I, J) = max
(

min
a>0,b

‖ I− aJ− b ‖, min
a>0,b

‖ J− aI− b ‖
)

=
√

max(Var(I),Var(J)) · min(1, 1 − Corr(I, J)|Corr(I, J)|)

où Var(I), Var(J) et Corr(I, J) sont respectivement les variances et corrélation empi-
riques de I et J.

On peut alors définir un nouvel opérateur de correction du flicker local par :

(2) LStab[ut](x) =
1

Zt,x

∫

s

wt,x(s,ϕt,s(x))H
−1
s,ϕt,s(x)+V

(Ht,x+V (ut(x)))ds,
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où wt,x(s, y) est une fonction de pondération donnée par

wt,x(s, y) = e−D2(ut(x+V),us(y+V))/h2

avec h paramètre à régler par l’utilisateur et Zt,x constante de renormalisation qui
assure que la somme totale de tous les poids vaut 1. Des exemples de résultats ob-
tenus par l’opérateur LStab sont montrés sur les figures 1 et 4. Ils montrent que le
contraste est localement bien stabilisé. En particulier le voile sombre sur la séquence
4 a complètement disparu.

(a) Séquence comportant un flicker local (voile sombre traversant l’image)

(b) Après restauration par l’opérateur LStab

FIGURE 4. Exemple de restauration d’une séquence affectée par un flicker local.
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WHEN A LOGARITHM IS A MISSPELLED
ALGORITHM

Mioara Joldes

Résumé. — The high-quality floating-point implementation of elementary functions is a
complex process. A variety of techniques ranging from numerical polynomial approxima-
tion algorithms to rigorous computation for bounding the approximation error are used.
Firstly, we present a brief overview of this process. Then we show how rigorous compu-
tation methods based on multiprecision interval arithmetic and Taylor models are used
for certified computation of tight bounds for supremum norms of approximation errors.

1. General research context

In many floating-point software systems there is a need for computing approxi-
mated values of mathematical functions such as exp, log, sin, arccos, or some com-
positions of them. These elementary functions are usually implemented in mathe-
matical libraries called libm. Such libraries are available on most systems and many
numerical programs depend on them. The word game, "A logarithm is just a miss-
pelled algorithm”, finds a proper signification in the general context of this work : the
implementation and evaluation of an elementary function (like log) on a computer.
Usually, this is reduced to a simple finite sequence of floating-point additions and
multiplications. These operations are preferred because they are highly optimized
in current hardware. A brief overview of the process of implementing elementary
functions on a computer (in a floating-point environment) and of additional tools
required for this process is presented in what follows. Starting early in the history
of computing architectures, the floating-point format is used for approximate com-
putation with real numbers. Before 1985, floating-point computations were very he-
terogeneous depending on the computer platform on which they were performed,
which led to many numerical errors. The IEEE-754 standard adopted in 1985, defines
binary floating-point formats : Ft =

{
2E ·m|E ∈ Z,m ∈ Z, 2t−1 ≤ |m| ≤ 2t − 1

}
∪ {0}
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of precision t. For example, with the required bounds on E, F24 is the single pre-
cision format. It also defines exact semantics for the basic operations (+, âĹŠ,×,÷
and √). All these operations have to produce correctly rounded results, as if the
operations were carried out in infinite precision and these intermediate results were
then rounded. This contributed to a certain level of portability and provability of
floating-point algorithms across standard-compliant platforms. However, most of
real applications use also elementary functions. But until recently, there was no such
requirement for these functions. The main impediment for this was the table maker’s
dilemma (TMD) [2], named in reference to the early builders of logarithm tables. This
problem can be stated as follows : consider an elementary function f and a floating-
point number x. Since floating-point numbers are rational numbers, in many cases,
the image y = f(x) is not a rational number, and therefore, cannot be represented
exactly as a floating-point number. The correctly rounded result will be the floating-
point number that is closest to this mathematical value. Using a finite precision en-
vironment (on a computer), only an approximation ŷ to the real number y can be
computed. If the accuracy used for computation is not enough, it is impossible to
decide the correct rounding of ŷ. A technique published by Ziv [1] is to improve the
accuracy of the approximation until the correctly rounded value can be decided. A
first practical improvement over Ziv’s approach derives from the availability of tight
bounds on the worst-case accuracy required to compute many elementary functions,
computed by Lefevre and Muller [2]. This improvement allowed for the possibility
of writing a libm where the functions are correctly rounded and this is obtained at
known and modest additional costs. This is one of the main purposes of the Arenaire
team that develops the CRlibm project [3]. In the new standard IEEE754-2008, correct
rounding for elementary functions is recommended. The participation of leading mi-
croprocessor manufacturers like Intel or AMD for this standard revision proves that
the purpose of CRlibm was achieved : the requirement of correct rounding for ele-
mentary functions is compatible with industrial requirements and can be done for
a modest additional cost compared to a classical libm. However, beside the TMD,
the development and implementation of correctly rounded elementary functions is
a complex process. A general scheme for this would include :
– Use the above mentioned methods of Muller and Lefevre [2] to obtain the neces-
sary precision t in the worst-cases.
– Argument reduction for the function f to be considered : this involves the reduc-
tion of the problem to evaluating a function g over a small interval [a, b]. For this
different ad-hoc methods are used on a case by case basis for each function.
– Find a polynomial approximation p1 for g such that the maximum relative error
between p1 and g is small enough to allow for correct rounding in the general case.
Find a polynomial approximation p2 for g such that the maximum relative error bet-
ween p2 and g is small enough (less then 2−t) to allow for correct rounding in the
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worst-case. Obtaining good polynomial approximations and the certification of the
approximation errors is detailed below.
– Write the code for evaluating p1 and p2 with the required accuracy. In this step
round-off errors have to be taken into account for each multiplication and addition
such that the total error stays below the required threshold.

2. Rigorous and tight bounding of approximation errors

As mentioned above, one key step in the implementation of elementary functions
is polynomial approximation. This is preferred since polynomials can be evaluated
completely based only on multiplications and additions. But since in general, poly-
nomial operations are easier to use or implement, there are many other applications
where it is useful to have a polynomial approximation to a function. In the same time,
the approximation error between the function and the polynomial is very important
since one must know that the approximation is sufficiently good for the respective
application.

In general, since we want to minimize the number of operations needed for eva-
luation, we are interested in finding polynomial approximations for which, given
a degree n, the maximum error between the function and the polynomial is mini-
mum. The “minimax approximation” has been broadly developed in the literature
and its application to elementary function implementation is discussed in detail in
S. Chevillard’s thesis [4]. Usually this approximant is computed numerically, using
a version of Remez algorithm [4], so an a posteriori error bound is needed.

Obtaining a tight bound for the approximation error reduces to computing a tight
bound for the supremum norm of the error function over the considered interval.
This error function is given by ε(x) = p(x)/f(x) − 1 or ε(x) = p(x) − f(x) depending
on whether the relative or absolute error is considered. In other words, we are loo-
king for a sufficiently tight interval r, such that ‖ε‖∞ ∈ r. Here, ‖ε‖∞ denotes the
supremum norm, defined by ‖ε‖∞ = sup

x∈[a,b]
{|ε(x)|}. The presented problem can

be seen as a univariate rigorous global optimization problem, but it seems to present
many issues unsuspected at a first sight [5]. In consequence, we present two rigorous
computing techniques that we used for solving this problem : interval arithmetic
and Taylor models. In what concerns reliability in computation with finite precision
numbers and validation of the results obtained, one well established technique is
interval arithmetic. In the framework of interval arithmetic, we define an interval
x as a pair x = [x, x] consisting of two numbers x and x with x ≤ x. A real num-
ber x ∈ R is contained in an interval x, i.e., x ∈ x, iff x ≤ x ≤ x. The elementary
arithmetic operations, as well as the elementary functions can be straightforwardly
extended to handle intervals. If the endpoints of an interval are not representable
on a given computer, outward rounding, possibly in multiprecision arithmetic, is
performed. The MPFI library [6] provides such a multiprecision interval arithmetic :
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when performing an operation, the user chooses the precision used for representing
the bounds of the result. The precision may be arbitrarily high.

One fundamental use of interval arithmetic is bounding the image of a function
over an interval. However, it is very well known that interval calculations generally
overestimate the image of a function and this phenomenon is in general proportional
to the width of the interval. We are therefore interested in using thin intervals for
obtaining a reasonably tight bounding of the function image.

While this method can be successfully used in general, when trying to solve our
problem, one is faced with what is known in the literature of interval based methods
under the name of "dependency phenomenon". Roughly speaking, since f and p

are highly correlated, branch and bound methods based on using intervals of smal-
ler width in order to obtain less overestimation, end up with an unreasonably high
number of small intervals. Note that the difference between f and p is also highly
cancellating, but this can be avoided using multiprecision interval arithmetic.

In order to reduce the dependency, Taylor models are used. They are a basic
tool for replacing functions with a polynomial and an interval remainder bound, on
which basic arithmetic operations or bounding methods are easier. When speaking
about Taylor models, one usually considers a couple (p, R), where : p is the Taylor
polynomial, and R is an interval bound for the Taylor remainder.

Thus, we have : ∀x ∈ I, f(x) − p(x) ∈ R. Arithmetic operations can be easily de-
fined on such couples. For example, the sum of two Taylor models is obtained by
adding the polynomials and the interval remainders respectively. For all others ope-
rations and compositions with elementary we refer to [7]. However, the available
software implementations for Taylor models are scarce. The best known is COSY [7].
Although highly optimised and used, COSY has two major drawbacks for our spe-
cific problem. First, it does not provide multiple precision arithmetic, and thus fails
to solve the cancellation problem mentioned. Second, it does not deal with the pro-
blem of functions with false singularities (that appear frequently in our case when
considering relative errors), thus failing to provide a finite bound for the remainder
for such functions.

3. Results and Conclusions

Multiprecision interval arithmetic and Taylor models are used in order to compute
rigorous and tight bounds for approximation errors. The techniques presented above
were implemented and used for example for one function needed in the code ofCRlibm.
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QUOTIENTS COMPACTS DES GROUPES
SEMI-SIMPLES
DE RANG UN

Fanny Kassel

Résumé. — Soit k un corps local. Nous décrivons les sous-groupes discrets de SL2(k)×

SL2(k)qui agissent librement, proprement et cocompactement sur SL2(k)par translation
à gauche et à droite, et nous étudions leur déformation. Pour k = R, ceci s’applique à
la géométrie lorentzienne et plus particulièrement aux variétés anti-de Sitter compactes
de dimension trois. Pour k = Qp , cela permet notamment de décrire les quotients des
quadriques p-adiques de dimension trois.

1. Motivations

Soit G ′/G un espace homogène, où G ′ est un groupe de Lie linéaire réel et G
un sous-groupe fermé de G ′. Il est naturel de s’intéresser aux variétés compactes
localement modelées sur G ′/G, et notamment à la classe importante des quotients
compacts Γ\G ′/G, où Γ est un sous-groupe discret de G ′ dont l’action sur G ′/G est
propre et libre (afin que Γ\G ′/G soit une variété). La condition de propreté impose
de fortes restrictions sur Γ lorsqueH n’est pas compact : il suffit pour s’en convaincre
de considérer l’exemple de G ′ = SL2(R) et du sous-groupe G des matrices unipo-
tentes triangulaires supérieures, pour lequel tout groupe discret agissant proprement
sur G ′/G est fini. En revanche, la condition de liberté n’est pas très contraignante,
car si le groupe Γ agit proprement et cocompactement sur G ′/G, il admet toujours
un sous-groupe d’indice fini sans torsion ; autrement dit, Γ\G ′/G admet toujours un
revêtement fini par une variété compacte.

La théorie des quotients compacts d’espaces homogènes trouve ses origines dans
l’étude des groupes discrets d’isométries d’espaces riemanniens symétriques et dans
celle des variétés pseudo-riemanniennes complètes de courbure constante. À la fin
des années 1980, T. Kobayashi a initié l’étude générale des quotients compacts d’es-
paces homogènes réels. Depuis, les questions d’existence, de description et de dé-
formation de quotients compacts ont suscité de nombreux travaux et le développe-
ment de méthodes variées, bien que de nombreuses questions restent ouvertes à ce
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jour : par exemple celle de l’absence de quotients compacts de SLn(R)/SLm(R) pour
n > m ≥ 2.

Dans cet exposé nous considérons les espaces homogènes de la forme (G×G)/∆G,
où G est un groupe semi-simple connexe de rang relatif un sur R, ou plus générale-
ment sur un corps local k, et où∆G est la diagonale deG×G. De manière équivalente,
nous nous intéressons aux sous-groupes discrets de G × G qui agissent proprement
sur G par translation à gauche et à droite. Dans la suite nous nous concentrons sur
l’exemple de G = SL2(k).

2. Description des quotients compacts de (G×G)/∆G

Soit k un corps local, c’est-à-dire R, C, un corps p-adique ou le corps Fq((t)) des
séries de Laurent formelles à coefficients dans un corps fini Fq, et soit G = SL2(k)

(ce qui suit se généralise à un groupe de Lie linéaire semi-simple réel connexe G de
rang réel un ou à l’ensemble G des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple
connexe de k-rang un).

Rappelons que G = SL2(k) admet une décomposition de Cartan G = KA+K, où K
est un sous-groupe compact maximal de G et A+ une chambre de Weyl d’un sous-
groupe de Cartan de G (ou de l’ensemble des k-points d’un tore déployé maximal).
Par exemple, pour k = R (resp. k = C) on peut prendre K = SO(2) (resp. K = SU(2))
et A+ = {diag(a, a−1), a ≥ 1} : la décomposition G = KA+K résulte alors de la dé-
composition polaire et de la réduction des matrices symétriques (resp. hermitiennes).
Pour k = Qp on peut prendre K = SL2(Zp) et A+ = {diag(a, a−1), |a|p ≥ 1} : la dé-
composition G = KA+K résulte alors du théorème de la base adaptée. Ceci permet
de définir une application continue et propre µ : G → R+, appelée projection de Car-
tan, comme “le logarithme de la projection sur A+”. Par exemple, pour k = R ou C

le réel µ(g) est le logarithme de la plus grande valeur propre de tgg ; pour k = Qp,
si png ∈ M2(Zp) on a µ(g) = |vp(ag/a

′
g)|, où ag et a ′

g sont les facteurs invariants
de png et où vp : Qp → Z est la valuation p-adique.

Donnons tout d’abord une description des sous-groupes discrets sans torsion
de G×G qui agissent proprement sur G par translation à gauche et à droite.

Théorème 2.1. — Soient k un corps local et G = SL2(k). À la permutation près des deux
facteurs deG×G, les sous-groupes discrets sans torsion deG×G agissant proprement surG
par translation à gauche et à droite sont les graphes de la forme

Γ
ρ
0 =

{
(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

où Γ0 est un sous-groupe discret de G et ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes admissible,
au sens où pour tout R > 0 on a µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ) − R pour presque tout γ ∈ Γ0.

On dit ici qu’une propriété est vraie pour presque tout γ ∈ Γ0 si elle l’est pour
tout γ ∈ Γ0 en dehors d’un ensemble fini. La condition d’admissibilité signifie que
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l’ensemble (µ× µ)(Γ
ρ
0 ) est essentiellement situé sous la diagonale de R+ × R+ (à un

nombre fini de points près) et qu’il “s’éloigne de la diagonale à l’infini”.
Y. Benoist [1] a montré, à travers son critère de propreté, que de manière générale la

propreté d’une action sur un espace homogène se voit sur une projection de Cartan.
Voici une condition nécessaire et suffisante de cocompacité.

Théorème 2.2. — Soient k un corps local et G = SL2(k). Soient Γ0 un sous-groupe discret
de type fini sans torsion de G et ρ : Γ0 → G un morphisme admissible. Le quotient Γρ0 \(G×
G)/∆G est compact si et seulement si le quotient Γ0\G l’est.

Pour k = R ou C, le théorème 2.2 résulte d’un argument de dimension cohomolo-
gique [7]. Pour k ultramétrique, il résulte d’un raisonnement géométrique sur l’arbre
de Bruhat-Tits de G [5]. Rappelons que pour G = SL2(Qp) par exemple, l’arbre de
Bruhat-Tits est un arbre régulier X de valence p + 1 ; ses sommets s’identifient aux
classes d’homothétie (modulo Q∗

p) de sous-Zp-modules libres de rang 2 de Q2p, ce
qui permet de définir une action naturelle de G sur X par isométries.

Les théorèmes 2.1 et 2.2 permettent en particulier de construire de nombreux
exemples de quotients compacts non standard de (G × G)/∆G, c’est-à-dire de quo-
tients compacts par des sous-groupes qui ne sont pas de la forme Γ0 × {1} ou {1}× Γ0.
Pour G = SL2(R) les premiers exemples ont été construits par Goldman [3].

3. Déformation des quotients compacts de (G×G)/∆G

3.1. Le cas ultramétrique. — L’une de nos motivations est le fait que pour G =

SL2(Qp), l’espace homogène (G×G)/∆G s’identifie à la quadrique de Q4p d’équation
x21+x22−x23−x24 = 1. Cette dernière est la seule quadrique de Q4p dont la description
des quotients compacts n’était pas connue.

Concernant la déformation de ces quotients, nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 3.1. — Soient k un corps local ultramétrique, G = SL2(k) et Γ un sous-groupe
discret de type fini sans torsion de G×G agissant proprement et cocompactement sur G par
translation à gauche et à droite. Il existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G × G) de l’inclusion
naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) soit
discret dans G×G et agisse proprement et cocompactement sur G.

Pour tout arbre réel simplicial X et toute isométrie g ∈ Isom(X), notons λ(g) =

infx∈X d(x, g · x) la longueur de translation de g. Rappelons que si Γ0 est un sous-
groupe discret sans torsion de Isom(X), alors pour tout γ ∈ Γ0 \ {1} on a λ(γ) > 0 et il
existe une unique droite géodésique Aγ de X (l’axe de translation de γ) sur laquelle γ
agit par translation (de longueur λ(γ)). Via la théorie de Bruhat-Tits, le théorème 3.1
est une conséquence du résultat suivant sur les arbres.
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Proposition 3.2. — Soient X et X ′ deux arbres réels simpliciaux, Γ0 un sous-groupe discret
sans torsion de Isom(X) tel que le quotient Γ0\X soit un graphe fini et ρ : Γ0 → Isom(X ′)

un morphisme de groupes.

(1) La borne inférieureCρ des constantes de Lipschitz d’applications ρ-équivariantes deX
dans X ′ est finie et atteinte.

(2) Fixons un point x0 ∈ X et soit F le sous-ensemble fini de Γ0 \ {1} formé des éléments γ
tels que d(x0, γ · x0) ≤ 4L, où L est la longueur totale des arêtes du graphe fini Γ0\X. Pour
toute application ρ-équivariante et Cρ-lipschitzienne f : X → X ′, il existe γ ∈ F tel que f
soit affine de constante Cρ sur Aγ. On a

sup
γ∈Γ0\{1}

λ
(

ρ(γ)
)

λ(γ)
= max

γ∈F

λ
(

ρ(γ)
)

λ(γ)
= Cρ.

(3) Le morphisme ρ est admissible si et seulement si Cρ < 1.

On dit ici que f : X → X ′ est ρ-équivariante si f(γ ·x) = ρ(γ) · f(x) pour tout γ ∈ Γ0
et tout x ∈ X ; on dit que ρ : Γ0 → Isom(X ′) est admissible si pour tout x ′

0 ∈ X ′ et
tout R > 0 on a d(x ′

0, ρ(γ) · x ′
0) ≤ d(x0, γ · x0) − R pour presque tout γ ∈ Γ0.

Soit Γ0 un sous-groupe de type fini sans torsion de G. D’après la proposition 3.2
(appliquée à l’arbre de Bruhat-Tits de G), l’admissibilité d’un morphisme ρ : Γ0 → G

est déterminée par un nombre fini de conditions ouvertes, donc l’ensemble des mor-
phismes admissibles est ouvert dans Hom(Γ0, G). On en déduit le théorème 3.1.

Soit n le rang du groupe libre Γ0. La proposition 3.2 implique l’existence d’une
“distance asymétrique” sur l’outre-espace de rang n, et l’équivalence entre deux dé-
finitions différentes de cette distance asymétrique. Rappelons que l’outre-espace est
un ensemble de classes d’équivalence de graphes métriques finis connexes normali-
sés et marqués par un groupe libre Fn à n générateurs.

3.2. Variétés anti-de Sitter compactes de dimension trois. — Les variétés anti-de
Sitter compactes de dimension 3, ou variétés lorentziennes compactes de dimen-
sion 3 de courbure constante strictement négative, sont complètes [6]. À une iso-
métrie, à la renormalisation de la métrique et à un revêtement fini près, ce sont les
quotients compacts de (G × G)/∆G pour G = SL2(R). Nous précisons leur descrip-
tion (cf. [6], [9], [10]) en démontrant le résultat suivant.

Théorème 3.3. — Soit Γ0 un réseau cocompact deG = SL2(R) (i.e. un sous-groupe discret
tel que Γ0\G soit compact). Un morphisme ρ : Γ0 → G est admissible si et seulement s’il
existe des constantes C < 1 et C ′ ≥ 0 telles que µ(ρ(γ)) ≤ Cµ(γ) + C ′ pour tout γ ∈ Γ0.

Le théorème 3.3 est une conséquence du résultat suivant sur les applications lip-
schitziennes du plan hyperbolique H2.
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Théorème 3.4. — Soit Γ0 un réseau cocompact sans torsion de G = SL2(R), soit ρ : Γ0 →
G un morphisme de groupes et soit f : H2 → H2 une application ρ-équivariante et lipschit-
zienne de constante de Lipschitz Cρ minimale. Si Cρ ≥ 1, il existe une droite géodésique
de H2 sur laquelle f est affine de constante Cρ.

Le théorème 3.4 permet de généraliser un résultat de Thurston [11] sur l’équiva-
lence entre deux définitions d’une distance asymétrique sur l’espace de Teichmüller
de la surface Γ0\H2. On obtient également une nouvelle démonstration du résultat
suivant.

Corollaire 3.5. — SoitG = SL2(R) et soit Γ un sous-groupe discret sans torsion deG×G
agissant proprement et cocompactement sur G par translation à gauche et à droite. Il existe
un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G × G) de l’inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et
tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) soit discret dans G × G et agisse proprement et
cocompactement sur G.
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CONSTRUCTION ET SIMULATION DE
CONDITIONS AUX LIMITES ARTIFICIELLES POUR

L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER AVEC
POTENTIEL

Pauline Klein

Résumé. — Dans ce travail effectué en collaboration avec Xavier Antoine (Nancy) et
Christophe Besse (Lille), nous présentons différentes familles de conditions aux limites
artificielles permettant de résoudre numériquement l’équation de Schrödinger avec po-
tentiel sur un domaine de calcul borné. Ces conditions aux limites sont construites en
utilisant le calcul symbolique pour les opérateurs pseudodifférentiels. Des liens entre ces
familles de conditions aux limites, ainsi que des résultats de stabilité sont prouvés. Ces
conditions sont ensuite discrétisées en temps de manière cohérente avec une formulation
variationnelle par éléments finis, et des résultats numériques sont présentés.

Introduction

Pour des raisons évidentes de simulation par ordinateur, la résolution numérique
d’une équation aux dérivées partielles ne peut s’effectuer que sur un domaine borné,
même si cette équation est naturellement posée dans un domaine non borné, par
exemple lorsque le domaine spatial est R. On choisit alors ce domaine de calcul Ω
borné, sur lequel on résout l’équation en utilisant un maillage contenant un nombre
élevé mais fini de points. Mais ce faisant, on a introduit de manière artificielle une
frontière, le bord de Ω, dans un système qui n’en avait initialement pas. Il est alors
nécessaire de préciser la condition aux limites à utiliser sur cette frontière.

La recherche d’une condition aux limites convenable est cruciale dans la résolu-
tion numérique de ce genre d’équations. En effet, c’est elle qui permet de simuler
le comportement de la solution à l’extérieur du domaine de calcul. Une condition
aux limites trop grossière a pour effet de générer une importante réflexion parasite
lorsque l’onde atteint le bord du domaine. Une condition aux limites artificielle sera
dite exacte, ou transparente, si la solution calculée surΩ avec cette condition coïncide
avec la restriction à Ω de la solution exacte. A défaut, on parlera de condition aux
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limites approchée. Notre objectif est de construire des conditions aux limites appro-
chées pour l’équation de Schrödinger en dimension une, avec un potentiel variable
V(x, t) ou une non linéarité f(u).

1. Construction de conditions aux limites artificielles

On s’intéresse à l’équation de Schrödinger en dimension une

(S)

{
i∂tu+ ∂2xu+ Vu = 0, (x, t) ∈ R×]0; T ]

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R

dont la solution u(x, t) est à valeurs complexes, et dans laquelle V = V(x, t) est
une fonction régulière appelée potentiel. La donnée initiale u0 ∈ L2(R) est à support
compact, supposé dans le domaine de calcul Ω =]xℓ; xr[. On note Σ = ∂Ω = {xℓ, xr}

la frontière artificiellement introduite par la considération du domaine Ω.
On cherche à déterminer la condition aux limites sous la forme

(1) ∂nu+ iΛ+u = 0, sur Σ× [0; T ]

où n désigne la normale unitaire sortante au domaine de calculΩ. L’opérateur pseu-
dodifférentielΛ+(x, t, ∂t) est un opérateur de type Dirichlet-Neumann qui peut être
déterminé si on connaît son symbole total λ+(x, t, τ), défini par la relation [7]

Λ+(x, t, ∂t)u(x, t) = F
−1
t

(

λ+(x, t, τ)û(x, τ)
)

=

∫

R

λ+(x, t, τ)û(x, τ)eitτdτ

où Ft désigne la transformée de Fourier en temps, û = Ft(u) et τ est la cova-
riable de t. Le symbole λ+ admet le développement en symboles homogènes λ+ ∼∑+∞
j=0 λ

+
1/2−j/2

. On s’attachera donc à déterminer Λ+ ou une approximation via le
calcul des premiers symboles du développement asymptotique de λ+ [5, 6].

Dans le cas bien connu de l’équation sans potentiel (V = 0), il est possible d’expli-
citer la condition aux limites transparente [4]

(TBC) ∂nu+ e−iπ/4∂
1/2
t u = 0, sur Σ× [0; T ]

où ∂1/2t est l’opérateur de dérivation d’ordre 1/2 défini par

∂
1/2
t ψ(t) = ∂t

∫t

0

1√
π

ψ(s)√
t− s

ds

Pour un potentiel V = V(t), un changement de jauge approprié v = e−i
∫

t

0
V(s)dsu

permet de se ramener à l’équation sans potentiel [2]. Cette démarche est la base de
la première des deux stratégies étudiées ci-après dans le cas général V = V(x, t). La
deuxième stratégie quant à elle est une méthode directe se basant sur l’équation (S).

Ces deux stratégies conduisent à deux familles de conditions aux limites [3].

56



CONDITIONS AUX LIMITES ARTIFICIELLES POUR L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER

Proposition 1.1. — Dans le cadre de la première stratégie, appelée changement de jauge, la
condition aux limites d’ordre 4 est donnée par

(ABC41) ∂nu+ e−iπ/4eiV∂
1/2
t (e−iVu)+ isg(∂nV)

√

|∂nV |

2
eiV It

(

√

|∂nV |

2
e−iVu

)

= 0

où V(x, t) =
∫t
0
V(x, s)ds et It désigne l’opérateur d’intégration.

Pour la seconde stratégie, dite méthode directe, la condition aux limites d’ordre 4 est

(ABC42) ∂nu− i
√

i∂t + Vu+ sg(∂nV)

√

|∂nV |

2
(i∂t + V)

−1

(

√

|∂nV |

2
u

)

= 0

Dans chacune des deux stratégies, la condition d’ordre 2 se déduit de celle d’ordre 4 en ne
conservant que les deux premiers termes.

Pour les conditions aux limites ABCM1 , nous avons le résultat de stabilité suivant.

Théorème 1.2. — Le système constitué du problème (S) posé sur Ω, et de la condition aux
limites d’ordre 2 ABC21, est bien posé. En effet, toute solution u vérifie l’inégalité d’énergie

∀t > 0, ‖u(t)‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω)

ce qui assure l’unicité de cette solution.
Cela reste vrai également pour la condition d’ordre 4 ABC41, sous l’hypothèse supplémentaire
que le signe de ∂nV soit constant au cours du temps sur Σ.

Remarque 1.3. — Dans le cas d’un potentiel V = V(x) ne dépendant pas du temps,
on montre que les deux familles de conditions aux limites, ABCM1 et ABCM2 , sont
équivalentes.

2. Discrétisation et résultats numériques

L’équation intérieure est discrétisée par un schéma de Crank-Nicolson en temps.
La discrétisation des conditions aux limites doit préserver la stabilité incondition-
nelle de ce schéma. L’évaluation des ABCM1 est coûteuse puisqu’elle fait intervenir
des opérateurs non locaux en temps : à chaque étape, le calcul de ∂1/2t u sur la fron-
tière nécessite les valeurs de u sur le bord à tous les temps précédents. On discrétise
ces opérateurs à l’aide de convolutions discrètes [8, 2]

(2) ∂
1/2
t f(tn) ≈

√

2

∆t

n∑

k=0

βn−kf
k et Itf(tn) ≈ ∆t

2

n∑

k=0

γn−kf
k

avec les coefficients βk = 1,−1, 1
2
, −1
2
, 3
8
, −3
8
, . . . et γk = 1, 2, 2, 2, . . .. On prouve que

cette discrétisation mène à un schéma semi-discret inconditionnellement stable [3].
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Pour les conditions de la deuxième stratégie, les opérateurs sont approchés for-
mellement par des approximants de Padé d’ordrem

(3)
√

i∂t + V ≈ Rm(i∂t + V) =

m∑

k=0

amk −

m∑

k=1

amk d
m
k (i∂t + V + dmk )

−1

Les conditions ABCM2,m ainsi obtenues sont localisées, et faciles à implémenter.
La donnée initiale pour les tests numériques est la gaussienne u0(x) = e10ix−x2

.
On considère le potentiel V(x, t) = 5xt. On utilise une formulation variationnelle
du problème semi-discrétisé en temps, à laquelle on applique des éléments finis li-
néaires. Les simulations numériques montrent que les conditions aux limites artifi-
cielles que nous avons construites donnent des résultats précis, ce qui est observable
au faible niveau de la réflexion parasite observée à la traversée de la frontière droite
(figure 1, l’amplitude de l’onde réfléchie est de 10−4 et 10−5). Elles améliorent indé-
niablement l’usage de la condition transparente du cas sans potentiel TBC (ampli-
tude 10−2). On remarque aussi que les conditions d’ordre 4 sont plus précises que
celles d’ordre 2.

Ces conditions s’adaptent également avec succès à l’équation de Schrödinger non
linéaire, dont un exemple repose sur le potentiel cubique V = q|u|2.

FIGURE 1. Représentation logarithmique dans le plan (x, t) de l’amplitude
|u| de la solution calculée numériquement avec la condition sans potentiel
(TBC, à gauche), la condition d’ordre 2 ABC22,50 (milieu) et la condition
d’ordre 4 ABC42,50 (à droite), pour le potentiel V(x, t) = 5xt.
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ONDES PÉRIODIQUES PROGRESSIVES DANS LE
MODÈLE DE BURRIDGE-KNOPOFF

Marion Lebellego

Résumé. — On étudie l’existence d’ondes périodiques progressives dans une version 1D
du modèle de faille sismique de Burridge et Knopoff, constitué d’une chaîne de masses
linéairement couplées, en contact avec une surface rugueuse en mouvement. Le système
initial est un système infini d’EDO couplées avec une non linéarité issue d’une loi de frot-
tement de type Coulomb, présentant une singularité en 0. Le système se réduit à une EDO
avec avance et retard lorsque l’on recherche des ondes périodiques progressives. Après
avoir prouvé un résultat d’existence à couplage faible pour une non linéarité régularisée,
on s’intéresse au problème non régularisé.

1. Modèle de Burridge et Knopoff

Un modèle simple de faille sismique introduit par Burridge et Knopoff [2] consiste
en une chaîne de blocs de masse m, reliés entre eux par des ressorts de raideur kc,
en contact avec frottement avec une surface inférieure se déplaçant à une vitesse
constante v. Les blocs sont également reliés à une surface supérieure par des ressorts
de raideur kp.

FIGURE 1. Modèle de Burridge et Knopoff (d’après Carlson et Langer, 1989).

En notant xj la déviation de la jème masse par rapport à sa position d’équilibre,
l’équation de la dynamique est donnée par :

mẍj = kc(xj+1 − 2xj + xj−1) − kpxj − Ψ(v+ ẋj), xj ∈ R, j ∈ Z
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où Ψ est une loi de frottement et v la vitesse (constante) de la plaque inférieure.
De nombreuses études ont été menées dans le cadre très particulier de la limite du
continu et pour diverses lois de frottement Ψ (voir par exemple [6, 7]). Ici on s’inté-
resse uniquement au cadre discret avec une loi de frottement non lisse.
On adimensionne l’équation précédente. La nouvelle inconnue adimensionnée uj
vérifie l’équation suivante :

üj = ℓ2(uj+1 − 2uj + uj−1) − uj − F(V + u̇j),

où ℓ, V sont des paramètres sans dimension, ℓ étant le rapport des raideurs (ℓ = 0

correspond au cas où les masses sont découplées). On considère ici la version dûe
à Carlson et Langer [3] dans laquelle les paramètres sont spatialement homogènes

et la loi de frottement, donnée par F(vrel) =
Sgn(vrel)

1+ |vrel|
, F(0) = [−F0, F0], décroît

avec la vitesse et est multivaluée en 0. Il se produit un mouvement de type glis-
sement saccadé, c’est à dire des oscillations entre un état d’équilibre et de glisse-
ment. L’équation a été étudiée numériquement par Schmittbhul et al. [4] avec un
nombre fini de blocs et des conditions de bords périodiques. Ils obtiennent dans cer-
tains cas de figure des ondes périodiques progressives localisées. Nous souhaitons
justifier mathématiquement ce fait. On recherche donc des solutions sous la forme
uj(t) = u(j + t/τ) =: u(ξ), ξ := j + t/τ, qui sont des ondes se propageant à vitesse
1/τ > 0. L’inconnue u est une solution de l’équation :

(Eτ)
1

τ2
ü+ u = ℓ2(u(ξ + 1) − 2u(ξ) + u(ξ − 1)) − F(V +

u̇

τ
).

Difficultés du problème : L’équation à étudier, (Eτ), est une EDO non linéaire
d’ordre 2 avec un terme d’avance/retard. De plus, la non linéarité F est mutlivaluée
en 0 et régulière en dehors de 0. C’est à dire que l’équation différentielle (Eτ) est en
réalité une inclusion différentielle, et qu’à la place du signe = il faut lire ∈. Il existe
une théorie des inclusions différentielles (cf.[5]). La notion de solution généralement
utilisée est celle de Filippov : une fonction absolument continue u est solution de
l’inclusion si elle vérifie l’inclusion presque partout sur un intervalle de temps J. On
a entre autre, des résultats d’existence sous une hypothèse de semi-continuité supé-
rieure sur le second membre, hypothèse vérifiée dans le cas de la fonction Sgn. Nous
ne nous attarderons pas sur cette théorie si ce n’est pour utiliser la généralisation
du théorème de Poincaré-Bendixson pour les inclusions différentielles planaires.
Ici on ne cherche pas à résoudre un problème de Cauchy, on cherche des solutions
particulières à l’équation Eτ (sous forme d’ondes périodiques progressives).

Nous avons donc une double difficulté : le terme d’avance/retard et le problème
de l’inclusion lié au fait que F soit multivaluée. Pour éviter de s’attaquer directement
à cette double difficulté, on étudie le problème en plusieurs étapes :

(1) On introduit dans un premier temps une régularisation Fε de F, donnée par
Fε(y) = th(

y

ε
) · |F(y)| , x 6= 0, Fε(0) = 0, où ε est un petit paramètre destiné à tendre
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vers 0. On a bien dans ce cas une équation différentielle et non pas une inclusion
différentielle. On opère ensuite à une deuxième simplification en posant ℓ = 0, ce
qui élimine le terme d’avance/retard. On étudie donc l’équation :

(Eε)
ü

τ2
+ u = −Fε(V +

u̇

τ
),

dont on prouve l’existence d’une solution périodique par le théorème de Poincaré-
Bendixson. Puis, par une théorie de perturbation, on montre la persistance d’une
telle solution lorsque ℓ est petit (c’est à dire à couplage faible).

(2) Dans un deuxième temps, on revient au problème avec l’inclusion. On répète
le même schéma. Pour le problème à couplage faible, l’idée ici étant de découper une
période en deux intervalles, dissociant ainsi les temps pour lesquels l’inclusion est
véritablement une inclusion et les temps pour lesquels elle reste une EDO.

2. Première étape : Etude des solutions périodiques du problème régularisé

On commence donc par étudier le problème à couplage nul (Eε) puis on démontre
la persistance du résultat à couplage faible.

2.1. Problème régularisé à couplage nul : existence de solution périodique. — On
montre dans un premier temps, qu’il y a naissance d’une orbite périodique autour
du seul point d’équilibre du système par bifurcation de Hopf (cf. [1]). Lorsque le pa-
ramètre de bifurcation µ := V−Vc > 0, où Vc est la valeur critique de V pour laquelle
Fε est maximale, il existe une orbite périodique stable. Dans le cas général, lorsque
µ > 0 n’est plus dans un voisinage de 0, le système étant planaire, on peut utiliser
des outils d’analyse globale tel que le théorème de Poincaré-Bendixson : le seul point
d’équilibre étant répulsif, en construisant un domaine positivement invariant on dé-
duit l’existence d’un cycle limite à l’intérieur de ce domaine (non forcément unique).
On montre ainsi le théorème suivant :

Théorème 2.1. — Pour tout V > 0, pour tout τ ∈ R+∗, il existe une solution périodique de
l’équation (Eε).

Remarque 2.2 (Stabilité de l’orbite périodique). — Pour V ≈ Vc, la stabilité de l’or-
bite est donnée par l’analyse de la bifurcation de Hopf. Mais dans le cas géneral, le
problème reste ouvert.

2.2. Persistance de l’orbite périodique à couplage ℓ faible.—

Théorème 2.3. — Soit u0 une solution T0-périodique de l’équation (Eε), se propageant à
une vitesse de 1

τ0
, et donnée par le théorème 2.1. On fait l’hypothèse suivante :

(H) L’ensemble des solutions T0-périodiques de l’équation linéarisée autour de
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l’orbite périodique u0, i.e.
ü

τ20
+ u = −F ′ε(V +

u̇0

τ0
)
u̇

τ0
est de dimension 1 engendré

par u̇0.

En d’autres termes, (H) signifie que l’ensemble des solutions de cette équation s’écrit
comme somme d’un sous-espace neutre et d’un sous-espace attractif ou répulsif.
Il existe alors des voisinages V de 0 dans R etΩ de (u0, τ0) dans H2(R/T0,R) × R tels que
pour tout ℓ ∈ V , il existe une solution T0-périodique de (Eτ) régularisée, uℓ, se propageant à
une vitesse de 1

τ(ℓ)
.

Preuve. — La preuve repose sur la méthode de Lyapounov-Schmidt. On recherche
u solution de (Eτ) comme une petite perturbation de u0 : u = u0 +u1, où u1 est une
petite inconnue. L’équation (Eτ) en u1 se met alors sous la forme g(u1, τ, ℓ) = 0, avec
g(0, τ0, 0) = 0 (traduisant le fait que u̇0 est solution). On ne peut tirer u1 en fonction
de τ et ℓ par le théorème des fonctions implicites car L(u1) := Du1

g(0, τ0, 0).u1 n’est
ni injective, ni surjective.
Pour pallier au défaut de surjectivité, on projette cette équation sur l’image de L et
sur son orthogonal et pour pallier au défaut d’injectivité, on décompose u1 sur le
noyau de L et son orthogonal. On obtient deux équations : de la première, on résout
u1 par le TFI, en fonction de τ et ℓ. Et de la deuxième, encore par le TFI, on résout τ
également en fonction de ℓmoyennant une condition de compatibilité qui est vérifiée
sous l’hypothèse (H) faite dans l’énoncé du théorème.

3. Deuxième étape : étude des solutions périodiques du problème non régularisé

En utilisant la version non lisse du théorème de Poincaré-Bendixson, le théo-
rème 2.1 subsiste pour l’inclusion correspondante. Pour l’étude à faible couplage,
le problème est un problème d’analyse non lisse beaucoup plus difficile et nécessite
d’adapter les outils de la section 2.2. Un analogue du théorème 2.3 est montré dans
un article à venir ([8]).
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UNE MÉTHODE ADAPTATIVE POUR LE CALCUL
D’ÉNERGIE LIBRE

Kimiya Minoukadeh

Résumé. — Nous nous intéressons au calcul par simulation moléculaire de certaines
quantités macroscopiques liées à un système d’atomes. L’état du système est décrit par
la position des atomes qui interagissent au travers d’une fonction d’énergie potentielle.
L’objectif est de calculer des moyennes par rapport à la mesure de Boltzmann-Gibbs liée
à ce potentiel, ce qui revient en pratique à échantillonner la mesure en utilisant une dyna-
mique appropriée, par exemple la dynamique de Langevin. Cette approche naïve mène
souvent à une convergence lente, dûe à des métastabilités liées au potentiel, où des zones
de forte probabilité sont séparées par des zones de faible probabilité. Étant donné une co-
ordonnée de réaction (une variable lente) décrivant les métastabilités du système, il existe
une méthode, celle de la force biaisante adaptative [1, 2], pour remédier à ce problème.
Cette méthode fournit un moyen pour échantillonner des mesures de probabilité mul-
timodales, en biaisant la dynamique habituelle par une certaine force ‘moyenne’ dans
la direction de la métastabilité. Il a été proposé récemment [4, 6] d’utiliser un système
de répliques en interaction pour accélerer l’algorithme et surmonter les problèmes liés à
d’autres métastabilités dans la direction orthogonale à la coordonnée de réaction. Cette
approche, facilement parallélisable, permet de mettre en œuvre un processus de sélection
pour accélerer davantage l’échantillonnage. Nous présentons une comparaison numé-
rique de ces méthodes sur un système biologique prototypique.

1. Introduction

La simulation moléculaire est un outil indispensable pour comprendre le com-
portement des systèmes physiques (par exemple les matériaux) ou biologiques (par
exemple les protéines) lorsque les expérimentations sont difficiles ou coûteuses. La
simulation moléculaire donne un moyen pour calculer les propriétés moyennes des
matériaux par les lois de la physique statistique.

On considère un système deN atomes, décrit par les configurations q = (q1, . . . , qN),
où qi ∈ R3 désigne la configuration du i-ème atome. Les particules interagissent
selon la fonction d’énergie potentielle V : R3N → R. La mesure canonique, qui
donne l’information microscopique relative au système, est définie par
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(1) µ(dq) = φ(q)dq = Z−1exp(−βV(q))dq,

où φ(q) est la densité de la mesure µ au point q ∈ R3N et Z =
∫

exp(−βV(q))dq

est un facteur de normalisation, également appelé la fonction de partition. On vou-
drait calculer des moyennes par rapport à cette mesure, mais en grande dimension
(typiquement N ∼ 105), cela devient infaisable. On est donc davantage intéressé par
le comportement macroscopique du système auquel est associée une variable lente
ξ, qui représente souvent un angle structural ou bien la distance bout-à-bout d’une
protéine. Dans la suite, cette quantité sera appelée coordonnée de réaction (RC), définie
par une fonction dérivable ξ : R3N → R. L’image de la mesure canonique par ξ est
donnée par

(2) µξ(dz) = φξ(z)dz = Z̃−1exp(−βA(z))dz,

où Z̃ est la constante de normalisation, φξ(z) est la densité de la mesure µξ au point
z et A est appelée l’énergie libre et est définie par

A = −β−1 ln
(

Z̃

∫

Σz

φ |∇ξ|−1dσz
)

où dσΣz
est la mesure de Lebesgue sur Σz = {x, ξ(x) = z}. L’objectif de ce travail est

de calculer efficacement l’énergie libre A.

2. Calcul d’énergie libre

Il est important de noter qu’en pratique on souhaite calculer la différence d’éner-
gie libre et non l’énergie libre absolue. La différence d’énergie libre entre deux points
z1 et z0 dans la RC est définie par ∆A = A(z1) − A(z0) =

∫z0

z1
A ′(z) dz. On sait

que l’énergie libre est définie, à une constante additive près, par A = −β−1ln(φξ).
Après dérivation de cette quantité, il s’avère que A ′ s’exprime sous la forme d’une
espérance conditionnelle

(3) A ′(z) = Eµ[FV (q) | ξ(q) = z] =

∫

Σz

FV exp(−βV) |∇ξ|−1dσΣz

∫

Σz

exp(−βV) |∇ξ|−1dσΣz

,

où FV = ∇V·∇ξ
|∇ξ|2

−β−1div
(

∇ξ
|∇ξ|2

)

. Pour déduire cette dernière, voir les références [7,

8]. Dans la suite A ′ est appelée force moyenne. Une manière de calculer A ′ est d’utili-
ser une dynamique qui échantillonne efficacement la mesure µ pour toute valeur de
la RC.
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Une manière naïve de procéder est d’utiliser une dynamique de Langevin sur-
amortie, pour laquelle on sait qu’en temps long les positions de la trajectoire sont
distribuées selon la mesure canonique. Cette dynamique s’écrit sous la forme d’une
équation différentielle stochastique :

(4) dXt = −∇V(Xt)dt+
√

2β−1dWt,

où Xt est un vecteur de longeur 3N, resprésentant la trajectoire du système etWt est
un mouvement brownien standard de dimension 3N. Cette dynamique, cependant,
se heurte au phénomène de métastabilité : des zones de R3N de forte probabilité sont
séparés par des zones de faible probabilité. Puisque ξ décrit les degrés de liberté lents
du système, ces barrières à franchir sont liées à celles de l’énergie libreA. La méthode
de la force biaisante adaptative, détaillée dans le section suivante, propose une façon
de remédier à ce problème.

3. Force biaisante adaptative

L’idée de la méthode force biaisante adaptative (ABF) [1, 2] est de biaiser la dyna-
mique habituelle (4) par adjonction d’une force A ′

t variant avec le temps. La dyna-
mique biaisée est ainsi

{
dXt = −∇(V − At ◦ ξ)(Xt)dt+

√

2β−1dWt,

A ′
t(z) = E[FV (Xt)|ξ(Xt) = z]

(5)

où ′ signifie une dérivée par rapport à z. La force biaisante A ′
t est ainsi une approxi-

mation de la force moyenne A ′, calculée en utilisant l’information obtenue par la tra-
jectoire du processus Xt. Dans la suite ψ représente la densité de la loi du processus
Xt et ψξ celle de la marginale en ξ. Il a été montré que A ′

t → A ′ exponentiellement
vite, au sens L2(ψξdx) [5].

A l’origine de la méthode ABF [1], une unique réalisation de la dynamique (5)
était considérée. La force moyenne était donc calculée par une moyenne trajecto-
rielle. Une nouvelle formulation d’ABF [4] propose d’utiliser plusieurs répliques in-
dépendantes qui suivent toutes la dynamique (5). Le processus Xt dans (5) est ainsi
remplacé par Xit etWt parWi

t, où l’indice i ∈ {0, . . . , R− 1} indexe la i-ème réplique.
L’espérance conditionnelle est alors calculée comme une moyenne sur les trajectoires
et sur toutes les répliques

A ′
t(z) ≈

R−1∑

i=0

∫t

0

FV (Xis)δξ(Xi
s)(dz) ds

R−1∑

i=0

∫t

0

δξ(Xi
s)(dz) ds

.
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L’interêt de cette formulation est d’une part, d’accélerer la convergence de la mé-
thode, surtout dans le cas où la coordonnée de réaction ne décrit pas toutes les mé-
tastabilités du système. D’autre part, elle permet d’effectuer une sélection des ré-
pliques selon une fonction d’utilité S(t, z) = c∂zzψ

ξ

ψξ , de sorte que S(t, z) < 0 (res-
pectivement S(t, z) > 0) si l’état z dans la RC est sous-échantillonné (respectivement
sur-échantillonné) par rapport à sa moyenne locale. La constante c > 0 représente
ainsi l’intensité de cette fonction d’utilité. À chaque réplique est assigné un poidswit,
défini par

wit = W−1
t exp

(∫t

t0

S(s, ξ(Xis) ds

)

,

où est le facteur de normalisation et t0 < t désigne le dernier temps du rééchantillon-
nage. Au moment du rééchantillonnage, la i-ème réplique est dupliquée en moyenne
Rwit− fois, où l’indice t− signifie le temps juste avant le rééchantillonnage. Les poids
sont ensuite distribués uniformément, c’est à dire wit = 1/R, ∀i ∈ {0, . . . , R − 1}, et
évoluent jusqu’au prochain rééchantillonnage, selon ẇit = S(t, ξ(Xit))w

i
t. Pour plus

de détails sur la mise en œuvre, voir la référence [6].

4. Résultats numériques

Cette section présente des tests numériques effectués sur un système prototy-
pique, la déca-alanine, de N = 104 atomes. La RC est choisie comme la distance
bout-à-bout de la protéine.

4.1. Les structures dépliées. — On étudie d’abord les états dépliés de la protéine,
pour lesquels la RC choisie décrit bien les phases de transition du répliement. En
imposant des conditions de réflexion aux bords, la distance bout-à-bout du système
est restreinte entre 12 et 32 Å. La figure 1(a) montre les estimations de A ′, obtenues
par des simulations d’une réplique et de 16 répliques, après 0,25 ns. Les courbes
reprsésentent la moyenne de 20 simulations et des intervalles de confiance à 95%.
Les simulations avec une réplique n’ont pas réussi à échantillonner au-delà d’une
élongation de 22 Å, alors que les simulations avec 16 répliques ont pu obtenir une
meilleure estimation de A ′, nous permettant de mieux biaiser la dynamique et at-
teindre les états dépliés. La figure 1(b) illustre l’influence du mécanisme de sélection.
On obtient un meilleur échantillonnage des états dépliés pour les simulations avec
sélection, ce qui se reflète dans le profil d’énergie libre dans l’encart de la figure 1(b).

4.2. Les structures repliées. — Dans les états repliés, la distance bout-à-bout de
la protéine ne décrit plus toutes les métastabilités du système. Dans de tels cas,
l’usage de plusieurs répliques s’avère indispensable pour avoir une convergence à
une échelle de temps raisonnable. La RC est restreinte entre 4 et 16 Å.
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(a) (b)

FIGURE 1. Estimations de la force moyenne après 0,25 ns, pour les états
dépliés : Les lignes solides représentent les courbes de référence. (a) Simu-
lations avec 1 réplique (lignes de tirets) et 16 répliques sans sélection (lignes
de tirets/pointillés). (b) Simulations avec 16 répliques sans sélection (lignes
de tirets/pointillés) et avec sélection (lignes de pointillés).

(a) (b)

FIGURE 2. Estimations de la force moyenne après 100 ns, pour les états
repliés : Les courbes représentent les résultats de quatre réalisations indé-
pendantes. (a) Simulations avec une réplique. (b) Simulations avec 32 ré-
pliques : les estimations sont plus précises et les courbes sont qualitative-
ment proches l’une de l’autre.

Les figures 2(a) et 2(b) montrent les estimations de A ′, obtenues après 100 ns, par
quatre réalisations indépendantes d’ABF, en utilisant 1 réplique et 32 répliques res-
pectivement. On observe sur la figure 2(a), des incohérences entre les estimations
obtenues par chaque simulation. Une explication possible est la suivante : dans les
états compacts il existe, pour une valeur fixe de ξ, une multitude de conformations
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de basse énergie séparées par des barrières à haute énergie. La méthode ABF habi-
tuelle n’est plus capable de calculer la force moyenne d’une manière efficace. Ce pro-
blème, cependant, peut être surmonté lorsqu’on utilise plusieurs (et éventuellement
un grand nombre de) répliques. On observe sur la figure 2(b) que les estimations
obtenues par les simulations de 32 répliques sont cohérentes l’une avec l’autre. Ceci
est en accord avec la spéculation que la surface de l’énergie libre contient de nom-
breuses vallées de basse énergie dans la direction orthogonale à l’isosurface ξ(q) = z.
En utilisant plusieurs répliques, elles ont une chance de parcourir chacune une val-
lée différente. Il est, par conséquent, souhaitable d’utiliser un nombre important de
répliques lorsque la RC est sous optimale.
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“ WELL, PAPA, CAN YOU MULTIPLY TRIPLETS ? ”

Sophie Morier-Genoud

Résumé. — L’exposé porte sur l’algèbre des quaternions et sa propriété de commutativité
récemment observée, [2]. Après un rappel historique de la naissance des quaternions, on
définit la propriété de commutativité au sens gradué et on présente toutes les algèbres
associatives simples ayant cette propriété.

1. Ce qu’on peut lire sur Brougham Bridge à Dublin

A l’automne 1843, le pont Brougham situé dans une paisible banlieue de Dublin,
va subir un acte de vandalisme mathématique, aussi rare qu’important. L’auteur ?
William Rowan Hamilton. Le mobile ? Une réponse positive, enfin, à des années de
tourmente....

Comment multiplier des triplets de nombres réels ? La question est simple et na-
turelle. En effet, depuis le XVIème siècle on sait déjà comment multiplier les couples.
La formule

(a, b) · (a ′, b ′) = (aa ′ − bb ′ , ab ′ + a ′b)

définit sur R × R la structure algébrique dite complexe et notée C. On note usuelle-
ment 1 l’élément (1, 0) de C et i l’élément (0, 1), on a alors i2=-1. Plus généralement,
on note a+ i b les couples (a, b) dans C, qu’on appelle nombres complexes.

Comment multiplier des triplets de nombres réels ? Cette question occupe l’esprit
de Hamilton pendant plusieurs années au milieu du XIXème siècle, et le tourmente
jour et nuit. Quand, les cheveux en pagaille et les yeux cernés, témoignant de longues
heures d’insomnie, Hamilton arrivait au petit-déjeuner, son fils inlassablement lui
demandait : Well, Papa, can you multiply triplets ? Ceci n’égayait en rien Hamilton, et
renvoyé à son échec, dans un soupir il répondait tristement : No, son, I can only add
and subtract them 1.

1Anecdote rapportée par Hamilton lui-même dans une correspondance avec son fils.
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Les tentatives de Hamilton de définir une multiplication sur les triplets qui en un
sens généraliserait la structure complexe, échouent. En revanche, ce que découvre
Hamilton le 16 octobre 1843, lors de sa promenade le long de Royal Canal, c’est la for-
mule de multiplication des quadruplets. La formule originale, gravée par Hamilton
sur une pierre du pont, n’est plus visible aujourd’hui. Une plaque rend hommage.

FIGURE 1. Multiplication des quaternions gravée sur Brougham Bridge

2. Ce qu’on ne pourra pas lire sur Brougham Bridge à Dublin

Les quaternions sont des nombres représentés par des quadruplets de réels
(a, b, c, d), que l’on note a+ i b+ j c+ kd. La loi de multiplication est donnée par la
formule gravée sur Brougham Bridge (cf Figure 1)

i2 = j2 = k2 = i · j · k = −1,

combinée avec les règles d’associativité et de distributivité usuelles. L’ensemble des
quaternions est noté H.

L’ensemble H est une algèbre réelle, associative, de dimension 4, et dite à division.
Cette dernière propriété signifie que le produit de deux éléments h · h ′ est nul, si et
seulement si, h ou h ′ est nul.

Le projet de Hamilton était donc de construire une telle algèbre (réelle, associa-
tive, à division) en dimension 3. Pourquoi a-t-il échoué ? Peut-on envisager de telles
algèbres en dimensions supérieures ? La réponse est apportée en 1877 par un théo-
rème de Frobenius :

Théorème 2.1 (Frobenius). — Les seules algèbres associatives, à division, de dimension
finie sur R, sont : R, C et H.
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Ce théorème désormais classique est enseigné et démontré dans les premiers
cycles universitaires (voir par exemple [1]).

En corollaire immédiat on déduit que les seules algèbres associatives et commu-
tatives, à division, et de dimension réelle finie sont R et C.

3. La question de la commutativité

La propriéte qu’il a fallu abandonner lors du passage aux quaternions, est la pro-
priété de commutativité. En effet, dans les algèbres R et C, le produit satisfait

x · y = y · x,
pour tous éléments x, y réels ou complexes. Ceci n’est plus vrai dans H et rend
l’algèbre des quaternions plus difficile à manier. Plusieurs procédés algébriques ou
géométriques nécessitent des algèbres commutatives.

Dans un travail récent, en collaboration avec V. Ovsienko, nous avons observé que
l’algèbre H est en fait commutative au sens gradué.

Définition 3.1. — Considérons (Γ,+) un groupe abélien. Une algèbre A est dite Γ -
graduée, si A =

⊕

γ∈Γ Aγ et
Aγ · Aγ ′ ⊂ Aγ+γ ′.

L’algèbre est graduée commutative, s’il existe une application bilinéaire 〈 , 〉 : Γ × Γ →
Z2 telle que

(1) x · y = (−1)〈x̄,ȳ〉 y · x,
pour tous éléments homogènes x, y de A de degré respectif x̄ et ȳ dans Γ .

Théorème 3.2. — [2] L’algèbre des quaternions est (Z2)
3-commutative.

En effet, si on associe les “degrés triples” suivants aux éléments de la base standard
de H :

1̄ = (0, 0, 0) ,

ī = (0, 1, 1) ,

j̄ = (1, 0, 1) ,

k̄ = (1, 1, 0) ,

alors le produit dans H satisfait (1) pour le produit scalaire usuel sur (Z2)
3.

Une remarque amusante est que si l’on identifie les éléments 1, i, j, k à leur degré,
H peut-être vue comme une algèbre de triplets. En effet, H est isomorphe à l’algèbre
du groupe R < Z32 > munie de la loi de multiplication :

(a, b, c) · (a ′, b ′, c ′) = (−1)a
′(b+c)+b ′c (a+ a ′ , b+ b ′ , c+ c ′ ),
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pour tous triplets (a, b, c) et (a ′, b ′, c ′) d’éléments de Z2.
Par exemple, la formule donne (0, 1, 1) · (1, 0, 1) = (1, 1, 0), correspondant à ij = k,
et (1, 0, 1) · (0, 1, 1) = −(1, 1, 0), correspondant à ji = −k .

Finalement, ne pourrait-on pas dire que Hamilton savait multiplier des triplets...

4. Généralisations et perspectives

Peut-on étendre la liste R, C, H ?
Si on abandonne la condition d’associativité, la liste peut se rallonger avec exac-

tement une algèbre supplémentaire O, l’algèbre des octonions.
Si on garde la condition d’associativité, on peut alors essayer d’assouplir la condi-

tion de commutativité. Motivés par l’observation que l’algèbre H est graduée com-
mutative (R et C l’étant trivialement) nous avons entrepris, en collaboration avec
V. Ovsienko, une étude plus complète de telles algèbres. Nous obtenons :

Théorème 4.1. — [3] Toute algèbre associative, graduée commutative, simple, de dimension
finie sur R, est isomorphe à une algèbre de Clifford.

Compte-tenu de la classification bien connue des algèbres de Clifford (voir par
exemple [4]), on obtient alors la liste complète :

R

R(2) C

R(4) C(2) H

R(8) C(4) H(2)

R(16) C(8) H(4)
...

...
...

où la notation K(n) désigne les matrices carrées d’ordre n à coefficients dans K.

La classe des algèbres réelles commutatives admet un procédé de complexification.
En effet, si A est une algèbre réelle commutative alors C ⊗R A est une algèbre com-
plexe commutative. La “quaternionisation” ne peut être envisagée sans perte de la
commutativité. En revanche, elle peut être envisagée dans la classe des algèbres gra-
duées commutatives.

On espère que des procédés et constructions propres aux algèbres commutatives,
notamment en géométrie algébrique, pourront être étendus aux algèbres graduées
commutatives.
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POINTS FIXES ET POINTS DE COÏNCIDENCE
POUR LES MULTIAPPLICATIONS

Khadra Nachi

Résumé. — Nous donnons un résultat de point fixe pour une correspondance non dila-
tante et asymptotiquement contractante. Nous présentons aussi un théorème de coinci-
dence qui généralise un résultat classique de Nadler.

1. Multiapplications asymptotiquement contractantes et leurs points fixes

La définition suivante généralise la notion d’application asymptotiquement
contractante au cas des correspondances. Elle utilise la définition de l’excès de
Hausdorff entre deux parties A, B d’un espace vectoriel normé X :

e(A,B) := sup
a∈A

d(a, B)

où d(a, B) := inf{‖a− b‖ : b ∈ B}. On utilise la convention e(∅, B) = 0 pour toute
partie B de X et e(A, ∅) = +∞ pour toute partie non vide A de X. Nous nous servi-
rons aussi de la distance de Pompeiu-Hausdorff entre A et B définie par

d(A,B) := max(e(A,B), e(B,A)).

Notons que dans la définition qui suit, le mot “asymptotiquement” n’est pas lié aux
iterations de la multiapplication comme dans [2] et de nombreux articles, mais porte
sur le comportement de la multiapplication quand la norme de la variable tend vers
l’infini. Ce comportement peut être étudié à l’aide de concepts de cônes asymptotes
et de compacité asymptotique comme dans [1], [3], [4], [5], [10].

Définition 1.1. — Soit C un sous-ensemble non vide d’un espace de Banach X et soit
F : C → 2X une multiapplication à valeurs non vides. On dit que F est asymptotique-
ment contractante sur C s’il existe un point x0 ∈ C tel que

(1) lim sup
x∈C,‖x‖→∞

e(F(x), F(x0))

‖x− x0‖
< 1.
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Lorsque F est univoque i.e. F(x) := {f(x)} où f : C → X est une application, on re-
trouve la définition d’une application asymptotiquement contractante sur C donnée
dans [8] comme une variante de la notion introduite dans [4].

Si e(F(x), F(x′)) < ∞ pour tous x, x′ ∈ C (en particulier, si F est à valeurs bornées)
alors la condition (1) est indépendante du choix de x0 ∈ C : en effet, soit x1 ∈ C

(x1 6= x0). Comme e(F(x), F(x1)) ≤ e(F(x), F(x0)) + e(F(x0), F(x1)) on a

e(F(x), F(x1))

‖x − x1‖
≤ (

e(F(x), F(x0))

‖x− x0‖
+
e(F(x0), F(x1))

‖x− x0‖
)
‖x− x0‖
‖x− x1‖

,

et

lim sup
x∈C, ‖x‖→∞

e(F(x), F(x1))

‖x− x1‖
≤ lim sup
x∈C, ‖x‖→∞

e(F(x), F(x0))

‖x− x0‖
< 1.

Rappelons qu’une multiapplication F : C → 2X est non-dilatante si pour tous x, x′ ∈
C, on a

(2) F(x) ⊂ F(x′) + ‖x− x′‖BX,
où BX est la boule unité fermée dans X tandis que F est demi-fermée si son graphe
Gr(F) := {(x, y) ∈ C× X : y ∈ F(x)} est séquentiellement fermé dans l’espace produit
C× Xmuni de la topologie faible dans C et de la topologie de la norme dans X, i.e.

((xn, yn))n ⊂ Gr(F), (xn) ⇀ x ∈ C et (yn) → y =⇒ y ∈ F(x).

Proposition 1.2. — Soit X un espace de Banach réflexif et soitC un sous-ensemble convexe
fermé de X. Soit F : C → 2X une multiapplication à valeurs fermées, non vides, non-dilatante
et satisfaisant la condition (1) en un point x0 ∈ C tel que F(x0) soit borné. Si F(C) ⊂ C et si
I− F est demi-fermée alors F admet un point fixe.

Démonstration : Soit x0 ∈ C tel que F(x0) soit borné. Considérons une suite (θn)

dans (0, 1) telle que (θn) → 1. Définissons, pour tout n ∈ N, la multiapplication
Fn : C → 2X par

(3) Fn(x) := θnF(x) + (1 − θn)x0.

Comme F(C) ⊂ C et comme C est convexe on a Fn(C) ⊂ C. D’autre part, pour
x, x′ ∈ C et vn ∈ Fn(x), il existe, d’après (3), un ∈ F(x) tel que vn = θnun+(1−θn)x0

et il existe, d’après (2), u′
n ∈ F(x′) tel que ‖un − u′

n‖ ≤ ‖x− x′‖. Donc pour v′n =

θnu
′
n + (1− θn)x0 ∈ Fn(x′), on a

‖vn − v′n‖ ≤ θn ‖x − x′‖ ,
ce qui montre que Fn est θn-contractante dans C, i.e.

∀x, x′ ∈ C Fn(x) ⊂ Fn(x′) + θn ‖x− x′‖BX.
Le théorème de Nadler [6] assure alors l’existence d’un point fixe de Fn dans C. Soit,
pour tout n, xn ∈ C tel que xn ∈ Fn(xn). D’après (3), il existe yn ∈ F(xn) tel que :

(4) xn = θnyn + (1− θn)x0,
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donc

(5) (1− θn)(x0 − yn) = xn − yn ∈ (I− F)(xn).

Remarquons d’abord que si la suite (xn) est bornée, la conclusion de la proposition
est immédiate. En effet, (xn) étant bornée dans un espace de Banach réflexif, elle
admet une sous-suite, notée encore (xn), convergeant faiblement vers un point x̄.
Comme la suite (xn−yn) converge vers 0 (car (yn) = (x0+θ−1

n (xn−x0)) est bornée
d’après (4)), on conclut, par l’hypothèse de fermeture, que 0 ∈ (I− F)(x̄) avec x̄ ∈ C,
i.e. que x̄ est un point fixe de F.

Ainsi, pour achever la preuve de la proposition, il suffit de montrer que (xn) est
bornée. Supposons le contraire ; il existe donc une sous-suite, notée encore (xn), telle
que (‖xn‖) → ∞. Comme la condition (1) est satisfaite il existe c ∈]0, 1[ et ρ > 0 tels
que

∀x ∈ C, ‖x‖ ≥ ρ : e(F(x), F(x0)) < c ‖x− x0‖ .

Pour n assez grand on a θn > c et ‖xn‖ ≥ ρ donc

d(yn, F(x0)) < c ‖xn − x0‖ .

Il existe donc une suite (zn) dans F(x0) qui sera bornée telle que

‖yn − zn‖ ≤ c ‖xn − x0‖ .

D’autre part, des égalités (4) et (5), il vient :

‖xn‖ ≤ ‖xn − yn‖ + ‖yn − zn‖ + ‖zn‖ ,
≤ (1− θn) ‖x0 − yn‖ + c ‖xn − x0‖ + ‖zn‖ ,
≤ ((1− θn)θ−1

n + c) ‖xn − x0‖ + ‖zn‖ .

Divisant par ‖xn‖ , on obtient

1 ≤ (θ−1
n − 1+ c)(1 +

‖x0‖
‖xn‖

) +
‖zn‖
‖xn‖

.

Passant à la limite, en sachant que (‖zn‖) est bornée, que (‖xn‖) → ∞ et (θn) →
1, une contradiction en découle. Donc la suite (xn) est bornée et la proposition est
démontrée.
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2. Théorème de coincidence en analyse multivoque

Le résultat précédent peut être généralisé au cas d’une coïncidence entre deux cor-
respondances. Pour illustrer la souplesse de l’analyse multivoque, nous nous conten-
terons d’établir une généralisation du célèbre théorème de Nadler ([6]). Donnons
pour cela une définition précise.

Définition 2.1. — Soient X un ensemble, Y un espace vectoriel et soient F,G : X → 2Y

deux multiapplications. On dira que F et G "présentent une coincidence" dans X s’il
existe un point u ∈ X tel que

0 ∈ (G− F)(u).

Le point u est appelé point de coincidence de F et G.

Remarquons que lorsque Y = X etG est la multiapplication définie parG(x) := {x}

pour x ∈ X, on obtient la définition de point fixe de la multiapplication F. Observons
aussi que la relation 0 ∈ (G− F)(u) s’écrit encore F(u) ∩G(u) 6= ∅, de sorte que deux
applications f, g : X → Y présentent une coincidence dans X si, et seulement si, il
existe un point u ∈ C tel que f(u) = g(u).

Proposition 2.2. — Soient X un ensemble non vide, Y un espace de Banach et soient F,G :

X → 2Y deux multiapplications à valeurs non vides telles que

(6) ∃λ ∈]0, 1[, ∀(x, y), (x′, y′) ∈ Gr(G) d(F(x), F(x′)) ≤ λ ‖y− y′‖ .
Si F est à valeurs fermées et si G(X) est fermé et contient F(X), alors F et G admettent un
point de coincidence x̄ ∈ X.

Si, de plus Y = X et s’il existe ȳ ∈ G(x̄) ∩ F(x̄) tel que

(7) G(x̄) ⊂ G(ȳ) et G(F(x̄)) ⊂ F(ȳ),
alors ȳ est un point fixe commun de F et G.

Démonstration : Soit H : G(X) → 2Y donnée par H := F ◦G−1, soit

H(y) := {z ∈ Y : ∃x ∈ X, y ∈ G(x), z ∈ F(x)}.
La relation (6) assure queH est une multiapplication contractante de taux λ.De plus,
H est à valeurs fermées car pour tout y ∈ G(X) et tous x, x′ ∈ G−1(y) on a F(x) =

F(x′), de sorte que H(y) = F(x).

Le théorème de Nadler assure qu’il existe y ∈ G(X) tel que y ∈ H(y). Ainsi, pour
tout x ∈ G−1(y) on a y ∈ F(x) ∩G(x).

Remarque 2.3. — : Si G(x̄) ⊂ G(ȳ) et G(F(x̄)) ⊂ F(ȳ) alors ȳ est un point fixe com-
mun de F et G car on a alors y ∈ G(x) ⊂ G(ȳ) et y ∈ G(y) ⊂ G(F(x̄)) ⊂ F(ȳ).

Si de plus F et G sont les multiapplications dont le graphe coicide avec le graphe
d’applications f et g les inclusions précédentes se traduisent par

g(x̄) = g2(x̄) et g(f(x̄)) = f(g(x̄)).
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On obtient alors le résultat de Pathak-[7, Prop. 4] donné dans le cas univoque.
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COMBINATOIRE DES ATTRACTEURS DE
CIRCUITS D’AUTOMATES BOOLÉENS

Mathilde Noual

Résumé. — Dans le cadre de l’informatique théorique et de la biologie, les réseaux d’au-
tomates booléens sont souvent vus comme des modèles de réseaux de régulation géné-
tique. Ici, nous présentons des résultats concernant la dynamique de réseaux d’automates
booléens dont la structure sous-jacente est un circuit appelé circuit d’automates booléens.
Ces réseaux particuliers sont connus pour jouer un rôle clé dans la dynamique asympto-
tique d’un réseau de régulation. Notre travail se concentre sur leur nombre d’attracteurs
(comportements dynamiques asymptotiques distincts) dans le cas d’un mode d’itération
bloc-séquentiel quelconque des automates.

1. Introduction

Depuis que Thomas [3] introduisit les premiers modèles à la fin des années
soixante, de nombreux travaux ont été publiés dans le domaine des réseaux de ré-
gulation, tous motivés principalement par le besoin de comprendre mieux certains
comportements dynamiques émergents des réseaux qui ne peuvent être expliqués
par une simple analyse des interactions locales s’effectuant entre leurs éléments.
Dans la lignée de certains des auteurs de ces travaux, nous avons choisi de nous
concentrer sur les modèles de réseaux de régulation discrets que sont les réseaux
d’automates booléens. Plus précisément, nous nous sommes intéressés à des ré-
seaux d’automates booléens dont la structure sous-jacente est un circuit et qui sont
connus [4] pour être des motifs jouant un rôle central dans la dynamique asymp-
totique des réseaux dans lesquels on les retrouve. Outre les sous-motifs importants
que peut contenir un réseau d’automates booléens, parmi ses caractéristiques pou-
vant avoir un impact significatif sur sa dynamique, on trouve le mode d’itération
de ses automates, i.e., l’ordre dans lequel les états de ses automates sont mis à
jour à chaque étape de temps. En focalisant notre attention sur des réseaux dont
la structure est simple, à savoir les circuits d’automates booléens, nous avons pu
effectuer une analyse combinatoire de leur dynamique pour tous les modes d’itéra-
tion bloc-séquentiels, i.e., pour tous les modes d’itération déterministes et invariants
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dans le temps tels qu’à chaque étape de temps tous les automates voient leur état
être mis à jour exactement une fois. Nous avons ainsi déterminé le nombre exact
d’attracteurs d’une période donnée et au total d’un circuit d’automates booléens de
taille arbitraire. La section 3 traite le cas du mode d’itération parallèle et la section 4
celui des autres modes d’itération bloc-séquentiels.

2. Définitions

Un circuit de taille n est un graphe dirigé noté ici Cn = (V,A). L’ensemble de ses
sommets V = {0, . . . , n− 1} est vu comme l’ensemble des éléments de Z/nZ de sorte
que si i et j sont deux sommets, i+ j désigne le sommet i+ j mod n. L’ensemble des
arcs du circuit estA = {(i, i+1) | i ∈ Z/nZ}. Un réseau d’automates booléens associé à
un circuit de taille n, ou, plus simplement, un circuit d’automates booléens de taille
n est un couple Rn = (Cn, F) où Cn = (V,A) est un circuit de taille n dont les som-
mets sont assimilés aux automates du réseau Rn et F : {0, 1}n → {0, 1}n est la fonction
globale de transition du réseau Rn. Par abus de langage, on parlera de l’état (global)
de Rn pour désigner le vecteur booléen x = (x0 . . . xn−1) ∈ {0, 1}n dont le coefficient
xi correspond à l’état du sommet (ou automate) i de Cn. Soit id la fonction d’iden-
tité booléene (∀a ∈ {0, 1}, id(a) = a) et neg la fonction de négation booléene (∀a ∈
{0, 1}, neg(a) = ¬a = 1−a). La fonction F est définie par l’ensemble des n fonctions
locales de transition {fi ∈ {id, neg} | i ∈ Z/nZ}. Ici, nous nous intéressons principa-
lement au mode de mise à jour (ou mode d’itération) parallèle. Les fonctions locales
de transition sont donc appliquées simultanément : soit x = (x0 . . . xn−1) ∈ {0, 1}n

un état global de Rn à une certaine date t ∈ N du temps discrétisé, alors l’état global
de Rn à la date t+ 1 est : F(x) = (f0(xn−1), . . . , fi(xi−1), . . . , fn−1(xn−2)).

On dit qu’un arc (i, i + 1) est positif (resp. négatif) quand fi+1 = id (resp. fi+1 =

neg). Le réseau Rn et le circuit Cn = (V,A) associé sont dits positifs (resp. négatifs)
quand le nombre d’arcs négatifs de A est pair (resp. impair).

Comme l’ensemble {0, 1}n des états globaux d’un réseau Rn de taille finie est
fini, chacun de ses états x ∈ {0, 1}n vérifie nécessairement ∃t, p ∈ N, Ft+p(x) =

Ft(x). On appelle attracteur ou cycle limite de Rn un ensemble d’états de la forme
{Ft+k(x) | k ∈ N et ∃p ∈ N, Ft+p(x) = Ft(x)}. La période de cet attracteur est le
plus petit entier p vérifiant ∀k ∈ N, Ft+k+p(x) = Ft+k(x). Les états appartenant à
un attracteur de période 1 sont appelés des points fixes. Le nombre d’attracteurs de
période p de Rn est noté Ap(Rn).

3. Dynamique de circuits d’automates booléens mis à jour en parallèle

Dans l’étude que nous résumons ici, deux quantités nous ont intéressées : le
nombre d’attracteurs de période p d’un circuit d’automates booléens mis à jour
en parallèle (Ap(Rn)) et le nombre total de ses attracteurs (

∑
p Ap(Rn)). Nous

avons tout d’abord remarqué et prouvé en prolongeant un résultat de Goles et
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al. [1] que : (i) tout état d’un tel réseau appartient nécéssairement à un attrac-
teur et, (ii) les périodes des attracteurs sont les entiers p divisant la taille n du
circuit, dans le cas d’un circuit positif, ou divisant 2n sans diviser n (i.e., p est
un diviseur pair de 2n tel qu’il existe un entier impair q vérifiant 2n = q × p

) dans le cas d’un circuit négatif de taille n. De plus, le nombre d’attracteurs
de chaque période pour un circuit d’automates booléens donné, soit positif, soit
négatif, ne dépend pas du nombre (à condition qu’il soit soit pair soit impair)
d’arcs négatifs dans le circuit associé ni de leur répartition le long de celui-ci.
Autrement dit, si Rn = (Cn, F) et R ′

n = (C ′
n, H) sont deux circuits d’automates

booléens de taille n et de même signe, alors ∀p ∈ N, Ap(Rn) = Ap(R ′
n). Ainsi, on

note A+
p = Ap(Rp) pour tout circuit d’automates booléens positif Rp de taille p etA−

2p = A2p(Rp) pour tout circuit d’automates booléens négatif Rp de taille p. En
comparant le comportement dynamique de circuits d’automates booléens de tailles
différentes mais de même signe, on obtient le lemme suivant :

Lemme 3.1. — Soit Rn un circuit d’automates booléens de taille n. Si Rn est positif, alors,
pour tout diviseur p de n, Ap(Rn) = A+

p . Si Rn est négatif, alors, pour tout diviseur p de
n = p× q où q est impair, A2p(Rn) = A−

2p.

Ainsi, nous en déduisons notre résultat principal concernant le comportement
dynamique de circuits d’automates booléens mis à jour en parallèle :

Théorème 3.2. — Soit A+
n (resp. A−

n) le nombre d’attracteurs de période p d’un circuit d’au-
tomates booléens positif (resp. négatif) dont la taille n est un multiple de p (resp. dont la taille
n vérifie 2 · n = p · q où q ∈ N est impair). Soit T+

n (resp. T−
n) le nombre total d’attracteurs

distincts d’un circuit d’automates booléens positif (resp. négatif). Alors, ∀n ∈ N,

(i) 2n =
∑
p|n A+

p × p
(ii) A+

n = 1
n
· ∑p|n µ(n

p
) · 2p

(iii) T+
n = 1

n
· ∑p|nψ(n

p
) · 2p

(iv) 2n =
∑
odd q|n A−

2n/q
× 2n/q

(v) A−
2n = 1

2n
·∑odd q|n µ(q) · 2n/q

(vi) T−
n = 1

2n
· ∑odd p|nψ(n

p
) · 2p

où µ est la fonction de Möbius et ψ est l’indicatrice d’Euler.

Les suites d’entiers (A+
n)n∈N, (T+

n)n∈N, (A−
2n)n∈N et (T−

n)n∈N mentionnées dans le
théorème 3.2 sont en réalité déjà connues [6] mais dans le cadre de problèmes combi-
natoires differents de celui qui nous intéresse. Par exemple, les trois premières de ces
suites suites sont intimement liées aux colliers de perles et aux mots de Lyndon [7]
et les suites (T+

n)n∈N et (T−
n)n∈N comptent toutes deux le nombre de sequences dis-

tinctes produites par des machines à registres binaires décalantes1. Nous avons étudié
les isomorphismes existant entre ces différents problèmes pour en tirer de nouvelles
manières de formaliser la combinatoire de la dynamique de circuits d’automates
booléens. En particulier, compter le nombre d’attracteurs d’un circuit d’automates

1En anglais : “binary shift register machines”.
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booléens Cn en parallèle peut être vu comme un problème de comptage du nombre
d’orbites des éléments de l’ensemble Fn2 sous l’action du groupe cyclique d’ordre n
engendré par la permutation π = (1, . . . , n).

4. Modes d’itération bloc-séquentiels quelconques

Soit Cn = (V,A) un circuit d’automates booléens. Un mode d’itération bloc-
séquentiel quelconque est une fonction s : V → {1, . . . , n} qui donne une date de
mise à jour à chaque sommet i ∈ V au sein d’une étape de temps, i.e., entre la
date t et la date t + 1, un sommet i est mis à jour à la date t + 1/s(i). On définit
inv(s) = {(i, i + 1) | s(i) < s(i + 1)} l’ensemble des inversions de s et le nouvel
ensemble d’arcs suivant : As = {(i, j) | s(j) ≤ s(i) et ∀i < k ≤ j, (k, k + 1) ∈ inv(s)}.
Pour obtenir un résultat similaire au théorème 3.2 dans le cas d’un mode d’itéra-
tion bloc-séquentiel quelconque, nous avons montré qu’itérer un circuit Cn avec un
mode d’itération s revient, en termes de combinatoire, à itérer en parallèle le circuit
plus petit dont l’ensemble des arcs est As. Nous avons ainsi constaté que les modes
d’itération bloc-séquentiels qui ont le même ensemble d’inversions induisent une
même dynamique et qu’au contraire deux modes d’itération n’ayant pas le même
ensemble d’inversions n’induisent pas la même dynamique.

5. Conclusion

En ce qui concerne la dynamique des circuits d’automates booléens itérés suivant
des modes d’itération bloc-séquentiels quelconques, la plupart des problèmes com-
binatoires a donc été traitée. Une question importante reste toutefois en suspens. Elle
concerne la taille des ensembles de modes d’itération induisant un même compor-
tement dynamique. Un autre problème qui découle naturellement du travail pré-
senté ici est celui de la relation existant entre la dynamique d’un réseau ayant une
structure quelconque et celle d’un circuit d’automates booléens. Résoudre ces deux
problèmes nous permettrait par exemple d’expliquer pourquoi, d’après les résultats
simulatoires présentés dans sa thèse [2], A. Elena trouve que les réseaux qui n’ont
que des points fixes et aucun cycle limite de période plus grande que 1 quelque soit
le mode d’itération sont les plus nombreux.
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QUELQUES RÉSULTATS RÉCENTS EN
APPROXIMATION DIOPHANTIENNE.

Martine Queffélec

Résumé. — Les rationnels sont denses dans les réels et si une suite de rationnels réduits
converge vers un irrationnel, la suite des dénominateurs doit tendre vers l’infini. Que
peut-on dire de l’erreur, évaluée en fonction de la taille du dénominateur ? C’est l’objet
de l’approximation diophantienne.

Historiquement, le lien avec la théorie de la transcendance a été un moteur évident
mais des connections avec différentes directions thématiques apparaissent au fil du
temps. En particulier, il y a un va-et-vient permanent entre l’approximation rationnelle
et l’analyse harmonique ou les systèmes dynamiques : de nombreux résultats s’appuient
sur les qualités d’approximation des nombres réels par les rationnels mais dans l’autre
sens, l’approximation diophantienne se nourrit des techniques d’analyse, de dynamique
ou de combinatoire.

Les résultats récents en approximation diophantienne partent essentiellement dans
deux directions : des résultats globaux de type métrique faisant appel à la théorie de
la mesure et la dimension de Hausdorff ; dans un tout autre esprit, des constructions
explicites utilisant la combinatoire des mots. On essaiera d’illustrer ces deux aspects après
un long rappel historique.

1. Rappel historique

L’approximation diophantienne ou rationnelle mesure la qualité d’approximation
d’un nombre réel par les rationnels, ce qu’on relie historiquement aux propriétés
algébriques de ce nombre. Tout réel x ∈ R peut s’obtenir d’une infinité de façons
comme limite d’une suite de rationnels ; de plus,

∀q > 0, ∃p ∈ Z; |x−
p

q
| ≤ 1

2q
.

Peut-on faire mieux ? c’est-à-dire avoir une meilleure erreur relative à la taille ou la
complexité du rationnel : max(|p|, q). Un nombre rationnel est mal approchable par
les autres rationnels puisque, si les rationnels a/b et p/q sont distincts,

|
a

b
−
p

q
| = |

aq− bp

bq
| ≥ 1

bq
.
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Cela conduit au critère d’irrationalité classique : Si l’inégalité 0 < |x − p/q| < φ(q)

admet une infinité de solutions où φ > 0 est o(1/q), alors x /∈ Q. C’est le principe de la
démonstration par Fourier (1815) de l’irrationalité de e et de la preuve par Beukers
de l’irrationalité de ζ(3) par exemple [3].
Le premier résultat général d’approximation diophantienne est dû à Dirichlet (1842) :
il établit, comme conséquence du principe des tiroirs, que tout irrationnel s’approche
à l’ordre 2 : Si x /∈ Q, il existe une infinité de rationnels p/q tels que 0 < |x−p/q| < 1/q2.

Au même moment, Liouville (1842) établit que les nombres algébriques (sur Q) ne
peuvent être trop bien approchés, puisque : Pour un nombre algébrique x de degré d, il
existe C > 0 tel que |x− p/q| ≥ C/qd pour tout rationnel p/q.
Tout naturellement s’est posée la question de savoir si l’on pouvait décrire la pro-
priété d’être algébrique en termes d’approximation. Le théorème de Roth en 1958,
qui améliore cruellement le théorème de Liouville (en le rendant indépendant du
degré), réduit de beaucoup tous ces espoirs.

Théorème 1.1 (Roth). — Pour tout x algébrique, pour tout ε > 0, l’inégalité 0 < |x− p
q
| <

1
q2+ε n’a qu’un nombre fini de solutions ; autrement dit si x est approchable à l’ordre b pour

un b > 2 (au sens où l’inégalité 0 < |x − p
q
| < 1

qb a lieu infiniment souvent), alors x est
transcendant.

Pour autant, entre q2 et q2+ε il reste beaucoup de place !
Exemple [4] : Le nombre e s’approche à l’ordre q2 logq/ log logq et pas mieux.
La transcendance de e (établie par Hermite en 1872) ne résulte donc pas du théo-
rème de Roth. Cependant, ce n’est pas un nombre si mal approchable : il existe des
irrationnels approchables à l’ordre 2 exactement, ainsi les irrationnels quadratiques
par le théorème de Liouville. Cela conduit à une première définition :

Définition 1.1. — On dit que x est mal approchable s’il existe C > 0 avec |x − p
q
| ≥ C

q2

pour tout rationnel p/q. On désigne par BAD leur ensemble.

2. Développement en fraction continue

Comment trouve-t-on les meilleures approximations rationnelles ? Si on tronque
le développement décimal d’un réel au n-ième terme pour obtenir le rationnel
pn/qn, on fait une erreur d’ordre 10−n c’est-à-dire de l’ordre de 1/qn ; par contre il
existe un développement plus adapté : le développement en fraction continue.
Tout irrationnel de R admet un unique développement illimité de la forme

x = a0 +
1

a1 + 1

a2+...+ 1

an−1+
1

an+...

qu’on écrit x = [a0;a1a2 · · · ], où a0 = [x] et les an := an(x) sont des entiers ≥ 1 pour
n ≥ 1, appelés quotients partiels.
Le développement en fraction continue possède des propriétés importantes dont
celles-ci :
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1) (Algorithmique) Par troncature, il fournit des approximations rationnelles :
pn/qn = [a0;a1a2 · · ·an], qu’on appelle les réduites ou convergentes et qui se
construisent à l’aide d’un algorithme effectif. Matriciellement on peut écrire

(

pn+1 qn+1

pn qn

)

=

(

an+1 1

1 0

)

· · ·
(

a0 1

1 0

)

,

p0 = a0, q0 = 1, p−1 = 1, q−1 = 0.

Noter ainsi que pn/qn est irréductible puisque pn+1qn−qn+1pn = (−1)n pour tout
n.

2) (Optimalité) Ces approximations fournissent une version explicite des approxi-
mations de Dirichlet. Elles vérifient en effet :

(1)
1

(qn + qn+1)qn
< |x−

pn

qn
| <

1

qn+1qn
<

1

q2n
.

De plus, elles sont les meilleures possibles en ce sens : si ||x|| = d(x,Z),

(2) ||qnx|| = min{||qx||, q < qn+1}.

3) (Dynamique) Le développement en fraction continue d’un nombre de ]0, 1[

est donné par une transformation ; en effet, si a1(x) = [1
x
], 1
x

= a1(x) + { 1
x
} et

x =: 1
a1(x)+Tx

où T est la transformation de Gauss ; de sorte que an(x) = a1(T
n−1x)

pour tout n ≥ 1. Le système dynamique associé ((0, 1),B, µ, T), muni de la mesure
de Gauss µ = 1

log2
dx
1+x

, est ergodique et isomorphe à un shift sur (N∗)N∗

. En par-
ticulier, le théorème ergodique de Birkhoff nous dit que pour tout sous-ensemble
mesurable A de (0, 1), la fréquence de visite de A par x, sous l’action de T , est µ(A)

(pour presque tout x). Ce qu’on exprime par : la moyenne temporelle de A est égale à sa
moyenne spatiale.
Retour à l’approximation en dimension 1

Les nombres mal approchables (dont font partie les irrationnels quadratiques) se
décrivent facilement à l’aide du développement en fraction continue. Tout d’abord
le théorème de Lagrange établit : Les irrationnels quadratiques sont les nombres à déve-
loppement en fraction continue ultimement périodique.
Plus généralement, on a la caractérisation suivante :

Proposition 2.1. — Un nombre réel est mal approchable si et seulement si la suite de ses
quotients partiels est bornée.

Preuve : Il résulte de (1) les inégalités 1
(an+1+2)q2

n
< |x − pn

qn
| < 1

an+1q2
n
. Si an ≤ K

pour tout n, 1
(K+2)qn

≤ 1
(an+1+2)qn

< ||qnx|| et si qn ≤ q < qn+1, ||qx|| ≥ ||qnx|| par
la propriété extrémale des réduites (2) ; on en déduit ||qx|| ≥ C/q. Dans l’autre sens,
C
q2

n

≤ |x− pn

qn
| < 1

(an+1)q2
n

implique an ≤ 1/C pour tout n. ♦

Peut-on déterminer le développement en fraction continue des nombres célèbres
(constantes universelles) ? On connaît celui de e depuis Euler (1737) :

e− 2 = [0; 1 2 1 1 4 1 1 6 1 ... 1 2n 1 ...],
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d’où l’on tire la propriété d’approximation citée au début ; en fait les seuls dévelop-
pements réguliers connus proviennent de fonctions hypergéométriques.

Les premiers exemples de nombres transcendants, donnés par Liouville, étaient
des nombres à développement en base entière hyperlacunaire et ainsi très bien ap-
prochés, qu’on appelle désormais nombres de Liouville. Mais il existe des nombres
transcendants mal approchables par un simple argument de cardinalité : l’ensemble
des nombres mal approchables est non dénombrable alors que l’ensemble des
nombres algébriques est dénombrable.

Faute de pouvoir expliciter le développement en fraction continue de nombres
célèbres, on regarde le problème dans l’autre sens et on cherche des propriétés du
comportement des quotients partiels satisfaites par presque tout réel. C’est là que la
propriété dynamique va jouer un rôle.

3. Premiers résultats métriques

Borel et Khintchine, dans les 30 premières années du XXème, sont à l’origine de la
théorie métrique des fractions continues. Le premier résultat métrique concernant la
taille de BAD est dû à Borel :

Proposition 3.1. — m(BAD) = 0, où m désigne la mesure de Lebesgue.

Tout d’abord, remarquons que la fréquence d’apparition de l’entier k ≥ 1, fixé à
l’avance, dans la suite des quotients partiels de x est presque sûrement

πk =
1

log 2
log
(

1+
1

k(k + 2)

)

.

Il suffit de prendre A = {a1 = k} dans le théorème ergodique. En particulier, chaque
k ≥ 1 apparaît avec une fréquence strictement positive dans la suite (an(x)), pour
presque tout x. Maintenant BAD se décompose en ∪NF(N) où

F(N) = {x ∈ [0, 1]; an(x) ≤ N ∀n ≥ 1};
il résulte de ce qui précède que chaque F(N), et donc BAD, est de mesure nulle. C’est
aussi une conséquence du théorème de Khintchine qui apporte la précision suivante :

Théorème 3.1. — Soit φ : N → R+ une fonction croissante et

Kφ = {x/ |qx− p| < 1/qφ(q) pour une infinité de p/q}

Alorsm(Kφ) = 0 ou 1 selon que
∑
1/qφ(q) converge ou diverge.

Le théorème de Roth a permis de définir une classe de nombres transcendants, les
nombres très bien approchables :

Définition 3.1. — On désigne par VWA l’ensemble des nombres 2 + ε-approchables pour
un ε > 0 i.e. les nombres pour lesquels il existe ε > 0 tel que

|x−
p

q
| ≤ C

q2+ε
pour une infinité de p/q.
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Définition 3.2. — L’ensemble des nombres 2+ ε-approchables pour tout ε > 0 n’est autre
que l’ensemble des nombres de Liouville noté par L
Ainsi VWA contient les nombres de Liouville mais, il est loin d’épuiser l’ensemble
des nombres transcendants car

Proposition 3.2. — m(VWA) = 0.

C’est encore une conséquence directe du théorème de Khintchine.

4. Résultats récents

Les questions en approximation diophantienne tournent autour des propriétés
des développements en liaison avec la nature algébrique des nombres et conduisent
à étudier les connections entre les différents développements eux-mêmes ; de nom-
breuses questions se posent aussi en dimension supérieure, sur l’approximation si-
multanée en particulier, où il n’existe pas d’analogue du développement en fraction
continue jouissant des mêmes propriétés. Un ensemble de nombres définis par une
propriété particulièrement simple de leur développement adique est l’ensemble de
Cantor K (nombres sans 1 dans leur développement triadique). Il est clair que K
contient des nombres de Liouville, ainsi ξ = 2

∑∞
n=1 3

−n!, mais des questions sub-
sistent :

(1) (Mahler) K contient-il des nombres très bien approchables non Liouville ?
(2) (Mahler) Les irrationnels de l’ensemble triadique de Cantor sont-ils tous trans-

cendants ?
(3) Y a-t-il des irrationnels quadratiques dans K ?
(4) Y a-t-il des nombres mal approchables dans K ?
(5) (Khintchine) Existe-t-il des nombres cubiques mal approchables ?

Voici quelques résultats récents faisant appel à la théorie de la mesure et la géométrie
des fractales :

Théorème 4.1 ([6]). — La dimension de Hausdorff de (VWA\L) ∩ K est au moins α/2,
avec α = log 2/ log 3 = dimK. En particulier il y a une infinité de nombres très bien
approchables et non Liouville dans K.

Pourtant,

Théorème 4.2 ([7]). — Presqu’aucun nombre de K n’est très bien approchable c’est-à-dire
µ(VWA ∩ K) = 0 si µ est la mesure naturelle sur K.

Théorème 4.3 ([5]). — La dimension de Hausdorff de BAD∩K est égale à α = dimK. En
particulier il y a une infinité de nombres mal approchables dans K.

Par contre les questions 3 et 5 restent ouvertes.
Une autre approche consiste à construire des classes de nombres transcendants à
partir de leurs quotients partiels : il résulte de l’inégalité |x − pn/qn| ≤ 1/qnqn+1

que le comportement des dénominateurs qn est déterminant ; s’il y a explosion des
quotients partiels, il y a explosion de la suite (qn) et le nombre est transcendant par le
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théorème de Roth. A l’opposé, pour les nombres à quotients partiels bornés, la suite
(qn) est simplement lacunaire. Pourtant il existe des nombres transcendants dans
BAD, comment en construire ? L’idée consiste à utiliser la combinatoire des mots et
l’approximation par les irrationnels quadratiques. Pour cela, on identifie un nombre
de BAD à son développement en fraction continue a1a2..., qui est une suite à valeurs
dans l’alphabet fini A = {1, 2, . . . , b}. Une suite de la forme :UVVVV · · · =: UV∞ ,U et
V étant des mots finis de A (V est infiniment répété) correspond au développement
d’un irrationnel quadratique par le théorème de Lagrange. On dit qu’un mot U est
un carré s’il s’écrit U = VV où V est lui-même un mot sur A ; c’est un palindrome
s’il est symétrique.

Théorème 4.4 ([1, 2]). — 1. Le développement en fraction continue d’un
nombre cubique ne commence pas par des carrés arbitrairement grands.
2. Le développement en fraction continue d’un nombre cubique ne commence pas par des
palindromes arbitrairement grands.
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Département de Mathématiques et Applications

5 novembre 2009

Laure.Saint-Raymond@ens.fr

97



LAURE SAINT-RAYMOND

Un exemple en mécanique des fluides

◮ Description des océans à grande échelle

Si on considère l’océan comme un fluide

• homogène incompressible

• vérifiant la loi de pression hydrostatique

• et dont le mouvement est essentiellement horizontal

l’évolution de la hauteur d’eau h et de la vitesse v est donnée par les
équations de Saint-Venant avec force de Coriolis

∂th + ∇ · (hu) = 0

∂t(hu) + ∇ · (hu ⊗ u) + ω(hu)⊥ +
1

Fr2
h∇h = τ

où ω est la composante verticale de la rotation de la Terre.

Aux latitudes moyennes, on peut approcher ω par une constante.

◮ Un problème de perturbation singulière
En tenant compte des ordres de grandeur des différents paramètres
physiques, on se ramène alors au système adimensionné

∂tρ +
1

ε
∇ · u + ∇ · (ρu) = 0

∂tu +
1

ε
∇ρ +

1

ε
u
⊥ + (u · ∇)u = τ

où ε est très petit.

Le but de l’étude mathématique est de déterminer le comportement

asymptotique de ce système, i.e. une bonne approximation dans la limite
ε → 0. Plus généralement, on s’intéresse à des systèmes du type

∂tV +
1

ε
LV + Q(V ,V ) = 0

où L est un opérateur linéaire antisymétrique à coefficients constants.
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◮ Etude heuristique
On s’attend à ce que

• la dynamique soit imposée par la pénalisation (oscillations) ;

• le mouvement moyen V̄ soit contraint (LV̄ = 0) ;

• le terme non linéaire introduise des couplages entre les différents
modes d’oscillation.

En physique, le mouvement est décomposé en superposition d’ondes

dont on détermine les équations d’enveloppe.

Remarque : si la structure de la pénalisation n’est pas compatible avec
les conditions aux bords, il apparâıt des phénomènes de couche limite

• chaque onde est modifiée par un correcteur localisé au voisinage du
bord

• ces correcteurs peuvent être instables (croissance exponentielle en
temps)

• les effets de bords peuvent alors donner lieu à des comportements
turbulents

Mouvement moyen et méthode de compacité faible

Si on s’intéresse uniquement au mouvement moyen, le bon outil
mathématique est la convergence faible : la partie oscillante converge
faiblement vers 0.

◮ Stratégie
Pour obtenir le comportement asymptotique, il suffit alors

• d’établir des bornes uniformes qui donnent la compacité faible

‖Vε‖L2 ≤ C0

• de dériver l’équation de contrainte sur la limite faible V̄

LV̄ = 0

• de passer à la limite dans l’équation dynamique

∂tV̄ =?
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La difficulté est d’obtenir la limite du terme non linéaire. En général

lim
ε→0

Q(Vε, Vε) 6= Q(V̄ , V̄ ).

◮ Compacité par compensation
Dans certains cas, cette limite peut s’exprimer en fonction de V̄ .
Autrement dit, les couplages entre les oscillations ne perturbent pas le
mouvement moyen.
Ce type de résultat, appelé compacité par compensation, repose sur une
propriété algébrique dépendant de la structure de la non linéarité et du
noyau de L

ΠQ(Π⊥V , Π⊥V ) = 0.

Remarque : dans les autres cas, une description plus précise des
oscillations est nécessaire.

◮ Cas d’un fluide mince en rotation

Soit (ρε, uε) une famille de solutions des équations de Saint-Venant
Coriolis.

La compacité faible est obtenue à partir des estimations a priori (qui
donnent l’existence de solutions)

• conservation de l’énergie

∫

(1 + ερε)u
2

ε
dx +

∫

ρ
2

ε
dx ≤ C0;

• contrôle local de normes Sobolev (système hyperbolique)

‖uε‖2

Hs + ‖ρε‖2

Hs ≤ C (t) pour s >
5

2
et t assez petit ;

• estimation globale de régularité dans le cas visqueux

∫

(1 + ερε)u
2

ε
dx +

∫

ρ
2

ε
dx + ν

∫

|∇uε|2dx ≤ C0;
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L’équation de contrainte s’en déduit en étudiant l’opérateur de
pénalisation

• son noyau
Ker L = {(ρ̄, ū) ∈ L

2
/ ū = ∇⊥ρ̄}.

• le projecteur spectral associé

Π(ρ, u) = ((Id −∆)−1(ρ−∇⊥ · u),∇⊥ · (Id −∆)−1(ρ−∇⊥ · u))

Soit (ρ̄ε, ūε) la projection de (ρε, uε) sur Ker L.

(ρ̄ε, ūε) ⇀ (ρ̄, ū) avec ū = ∇⊥ρ̄.

De plus, par définition de Π, on a de la régularité spatiale sur (ūε).

On note (ρ̃ε, ũε) la projection de (ρε, uε) sur (Ker L)⊥.

(ρ̃ε, ũε) ⇀ 0.

A ε fixé, on a l’équation dynamique

∂t

(

ρ̄ε

ūε

)

+ Π

(

∇ · (ρεuε)
(uε · ∇)uε

)

= O(ε)

d’où l’on déduit de la régularité temporelle sur (ρ̄ε, ūε).

• La compacité forte de (ūε) permet de passer à la limite dans les
termes du type Q(V̄ε, V̄ε) et Q(V̄ε, Ṽε).

• La compacité par compensation montre que le dernier terme
ΠQ(Ṽε, Ṽε) tend vers 0. En effet, les oscillations de (ρ̃ε, ũε) sont
décrites par

ε∂t ρ̃ε +∇ · ũε = O(ε)

ε∂t∇ · ũε + (Id −∆)ρ̃ε = O(ε)

On a alors

∇ · (ρ̃εũε)−∇⊥ · ((ũε · ∇)ũε) = (ũε · ∇)(ρ̃ε −∇⊥ · ũε)− ρ̃ε∇ · ũε

=
ε

2
∂t(ρ̃ε)

2 + O(ε)
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Description des oscillations, méthode de filtrage

Pour obtenir une description incluant les oscillations, une idée naturelle
est d’utiliser une méthode de filtrage, associée à de la convergence forte.

◮ Stratégie

• Par conjugaison, on a

∂te
t
ε
L
Vε + e

t
ε
L
Q(Vε,Vε) = 0

donc e
t
ε
L
Vε est régulier en temps : les oscillations sont filtrées.

• Pour établir un résultat de convergence forte du type

‖e t
ε
L
Vε −Wapp‖L2 → 0

on module l’inégalité d’énergie.
• Le terme dominant de l’approximation Wapp est obtenu en passant à

la limite dans l’équation filtrée. Il vérifie l’équation d’enveloppe

∂tW + QL(W ,W ) = 0

où QL dépend de Q et de la structure spectrale de L.

Si L a du spectre continu, on s’attend à pouvoir montrer un résultat de

dispersion (type inégalité de Strichartz) en utilisant une variante du
théorème RAGE. On a alors

Π⊥QL(W , W ) = 0.

Si L a du spectre discret, on utilise sa décomposition spectrale.

◮ Résonances

Le terme non linéaire s’écrit

e
t

ε
LQ(Vε, Vε) = e

t

ε
LQ(e−

t

ε
LWε, e

− t

ε
LWε)

=
∑

iλ,iµ,iν∈S

e i
t

ε
(λ−µ−ν)ΠλQ(ΠµWε, ΠνWε)

• Si λ− µ− ν 6= 0, le terme est rapidement oscillant et son intégrale
en temps est négligeable.

• Si λ− µ− ν = 0 (résonance), le terme apparâıt dans l’opérateur QL.
Formellement, on a alors

QL(W , W ) =
∑

λ=µ+ν

ΠλQ(ΠµW , ΠνW )

Remarque : L’étude des résonances conduit naturellement à des
problèmes de la théorie des nombres.
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◮ Cas d’un fluide mince en rotation

Comme la pénalisation est un opérateur différentiel à coefficients
constants, on obtient facilement sa décomposition spectrale en
variables de Fourier. On a

Lk

(

ρk

uk

)

=

(

ik · uk

u
⊥

k + ikρk

)

d’où

Lk =





0 ik1/a1 ik2/a2

ik1/a1 0 1
ik2/a2 −1 0



 ∼





0 0 0
0 |k| 0
0 0 −|k|





Les ondes élémentaires sont donc indexées par leur nombre d’onde k et
l’indice σ = 0,± intervenant dans la relation de dispersion

λ = σ|k|

Pour presque tout couple (a1, a2), l’équation de résonance

σλ

√

(

kλ

1

a1

)2

+

(

kλ

2

a2

)2

= σµ

√

(

k
µ

1

a1

)2

+

(

k
µ

2

a2

)2

+σν

√

(

kν

1

a1

)2

+

(

kν

2

a2

)2

n’a que des solutions triviales

λ = 0 ou µ = 0 ou ν = 0.

Le calcul de compacité par compensation présenté dans la partie
précédente montre de plus que la partie non oscillante se découple du
reste du système.

Les équations d’enveloppe s’écrivent alors

∂tV̄ + ΠQ(V̄ , V̄ ) = 0

pour la partie non oscillante, et

∂tWλ + 2ΠλQ(V̄ , ΠλV ) = 0

pour les oscillations λ 6= 0.
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Pénalisations à coefficients variables

Dans de nombreux problèmes issus de la physique, la pénalisation n’est
pas homogène spatialement : en océanographie par exemple, on doit tenir
compte de la topographie, des variations du paramètre de Coriolis.....
La décomposition spectrale ne peut plus s’obtenir par un simple calcul en
variables de Fourier.

◮ Etude spectrale
L’étude qualitative du comportement asymptotique nécessite néanmoins
de connâıtre quelques propriétés spectrales :

• la nature du spectre détermine si les ondes dispersent ou non ;

• le spectre discret qui intervient dans l’équation de résonance
gouverne les couplages entre les ondes ;

• les propriétés de régularité (asymptotique) des vecteurs propres
définissent les espaces fonctionnels adaptés pour l’étude de
l’équation limite (et de la convergence).

Ces résultats fins de théorie spectrale peuvent être établis dans certains
cas particuliers.

◮ Cas de l’approximation betaplan
Dans la zone équatoriale, on utilise l’approximation betaplan pour le
paramètre de Coriolis ω(x) = βx2.

La pénalisation L s’exprime en fonction des opérateurs ∂2 + βx2 et
∂2 − βx2. Il est alors naturel d’introduire une base de type Fourier (en
x1)- Hermite (en x2).

• Le spectre discret est constitué des racines des polynômes

λ
3 − (k2

1
+ β(2n + 1))λ + βk1 = 0, n ∈ N, k1 ∈ Z

• Il n’y a pas de spectre continu : les vecteurs propres (Ψk1,n,j)
forment une base de L

2(R× T, R3).

• On construit des espaces fonctionnels (de type Sobolev à poids)
adaptés en considérant les normes

‖V ‖2s =
∑

(n + k
2

1
+ 1)s | < Ψk1,n,j |V > |2 .

104



QUELQUES PROBLÈMES DE PERTURBATION SINGULIÈRE

Pour presque tout (a1, β), l’équation de résonance

λ(k1, n, j) + λ(k ′

1
, n′

, j ′) = λ(k1 + k ′

1
, m, l)

n’a que des solutions triviales

λ(k1, n, j) = 0 ou λ(k ′

1
, n′

, j ′) = 0 ou λ(k1 + k ′

1
, m, l) = 0,

ou n = n′ = m, λ(k1, n, j) = k1, λ(k ′

1
, n′

, j ′) = k ′

1
, λ(k1 + k ′

1
, m, l) = k1 + k ′

1

De plus, un calcul algébrique de type compacité par compensation

montre que la partie non oscillante se découple du reste du système.

En utilisant les espaces fonctionnels adaptés à L (et les estimations
trilinéaires correspondantes), on montre alors que le système est
localement bien posé.
Remarque :comme la dérivation en x2 est quantifiée par

√
n, la

régularité requise est celle des systèmes hyperboliques 3D classiques
(conditions de sommabilité).

La théorie des formes normales permet parfois de se ramener au cas de
l’oscillateur harmonique, ou de d’autres opérateurs connus.
Mais, en général, on n’obtient pas de décomposition spectrale explicite,
ni même d’information précise sur la nature du spectre.

◮ Séparation d’échelle et analyse semiclassique
Si les coefficients de la pénalisation ne varient pas trop vite et que les
oscillations considérées ont des grands nombres d’onde, l’analyse

semiclassique fournit de bonnes approximations de la dynamique.

• Le calcul (pseudo-)différentiel est remplacé par des calculs
symboliques dans l’espace des phases

(x2, ε∂2) → (x2, ξ2)

• Les commutateurs (qui sont négligés dans ce type de calculs) sont
d’ordre plus élevé en ε

[x2, ε∂2] = −ε
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◮ Cas des gyres équatoriaux
Dans le modèle précédent, on ajoute un terme de convection par un
courant macroscopique (type Gulf Stream) et on s’intéresse à la
propagation des ondes de surface (générées par le vent).

Après adimensionnement, la pénalisation L s’écrit

L =





(εū · ε∇) ε∂1 ε∂2

ε∂1 (εū · ε∇) −ω(x2)
ε∂2 ω(x2) (εū · ε∇)





En utilisant une sorte de polynôme caractéristique, et des quantifications
adaptées, on peut alors identifier trois propagateurs scalaires dont les
symboles principaux sont

τ± = ±
√

ξ2

2
+ ξ2

1
+ ω2(x2) et τ0 =

εω′(x2)ξ1

ξ2

2
+ ξ2

1
+ ω2(x2)

Cela permet de décrire la géométrie associée à la propagation des ondes.

L’application de ce type de techniques à des équations non linéaires

reste un problème essentiellement ouvert

• l’optique géométrique apporte des réponses pour des données WKB
(avant l’apparition des caustiques)

• Une autre piste consiste à obtenir des informations sur le spectre
dans la limite ε→ 0 (méthode de phase non stationnaire).
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REGULAR FLOWS OF VISCOELASTIC FLUIDS AND
THE INCOMPRESSIBLE LIMIT

Zaynab Salloum

Résumé. — We consider compressible viscoelastic fluids obeying the Oldroyd constitu-
tive law. Local existence and uniqueness of flows are proven by a classical fixed point
argument. Some global properties of the solutions are also derived. In particular, we ob-
tain some a priori estimates which are uniform in the Mach number and prove global
existence of weakly compressible fluid flows. We show that weakly compressible flows
with well-prepared initial data converge to incompressible ones when the Mach number
goes to zero.

1. Introduction

The mathematical analysis of flows at vanishing Mach number begins with the
works of Klainerman and Majda [6]. The incompressible limit of the isentropic
Navier-Stokes equations has been justified for weak solutions by Desjardins and
Grenier [4], Lions and Masmoudi [8], Bresch, Desjardins and Gérard-Varet [2]. For
viscous gas, global well-posedness in critical spaces has been established by Danchin
[3]. In the case of well-prepared initial data and regular solutions, Bessaih [1] has
studied the compressible Navier-Stokes limit. Lei, in [7], has proven the local and
global existence of classical solutions for an Olydroyd-B system in a torus when the
initial data are sufficiently small.

In this presentation1, we show the global existence of solutions for weakly com-
pressible viscoelastic fluid flows in the case of the Oldroyd-B model in a regular
bounded domain in R3. We also study the convergence of the weakly compressible
model to the incompressible one, for well-prepared initial data, when the Mach num-
ber tends to zero.

2. The Modeling

2.1. Unsteady Flows of Compressible Viscoelastic Fluids. — Consider unsteady
flows of viscoelastic fluids in a bounded domain Ω∗ of R3 with a regular boundary
Γ∗. The system, obtained from the laws of conservation of momentum, and of mass,
and from the constitutive equation of the fluid, reads as follows (see for instance [9]) :

1based on a study completed in collaboration with C. GUILLOPÉ and R. TALHOUK [5].
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in Q∗
T∗ = (0, T∗) ×Ω∗,

(1)




ρ∗
(

∂u∗

∂t∗
+ (u∗ · ∇∗)u∗

)

= ρ∗f∗ + ηs(∆
∗u∗ + ∇∗div ∗u∗) − ∇∗p∗ + div ∗

τ∗,

∂ρ∗

∂t∗
+ div ∗

(ρ∗u∗) = 0,

τ∗ + λ
Daτ∗
Dt∗ = 2ηeD∗[u∗].

The *-variables are the dimensional ones in the domain of the flowΩ∗, and T∗ > 0 is
a dimensional time. The unknowns are the velocities u∗, the density ρ∗, the pressure
p∗, and the symmetric tensor of constraints τ∗. η = ηs + ηe is the total viscosity of
the fluid and λ > 0 is a relaxation time. The objective derivative of the tensor τ∗ is

given by
Daτ∗
Dt∗ =

(

∂

∂t∗
+ (u∗ · ∇∗)

)

τ∗ + τ∗W∗ − W∗τ∗ − a(D∗τ∗ + τ∗D∗), where

W∗ =
1

2
(∇∗u∗ − ∇∗Tu∗) and D∗ = D∗[u∗] =

1

2
(∇∗u∗ + ∇∗Tu∗) are, respectively, the

rate of rotation and the rate of deformation tensors. a is a real parameter in [−1, 1].

2.2. Well-Prepared Initial Conditions. — We first define the Mach number ε
as being the ratio of the typical velocity of the fluid U0 to the speed of sound
(

dp∗

dρ∗
(ρ∗0 )

)1/2

in the same fluid at the same state. We divide the density ρ∗ = ρ∗ε into
two parts : a constant one ρ∗0, independent of the Mach number ε, and a remainder,
which is small for small ε ′s, say ρ∗ε = ρ∗0 + ε2σ∗ε. We also suppose that the initial
conditions ρ∗ε0 , u∗ε

0 and τ∗ε0 are well-prepared, which means that they take a similar
form, say ρ∗ε0 = ρ∗0 + ε2σ∗ε0 , u∗ε

0 = v∗
0 + v∗ε

0 , with div v∗
0 = 0, τ∗ε0 = S∗

0 + S∗ε
0 , where

v∗
0 and S∗

0 are, respectively, a vector and a symmetric tensor, both independent of ε.
Assuming that p∗ = p∗(ρ∗) is regular, say class C3 at least, we introduce the function
w∗ defined by w∗(σ∗) = dp∗

dρ∗
(ρ∗0 + ε2σ∗) − dp∗

dρ∗
(ρ∗0 ). System (1) can be written as

follows : in Q∗
T∗ ,

(2)






(ρ∗0 + ε2σ∗)

(

∂u∗

∂t∗
+ (u∗ · ∇∗)u∗

)

+ (U0)
2∇∗σ∗ = (ρ∗0 + ε2σ∗)f∗ + div ∗

τ∗

+ηs(∆
∗u∗ + ∇∗div ∗u∗) − ε2w∗(σ∗)∇∗σ∗,

ε2 ∂σ
∗

∂t∗
+ ρ∗0 div ∗u∗ + ε2div ∗

(σ∗u∗) = 0,

τ∗ + λ
Daτ∗
Dt∗ = 2ηeD∗[u∗].

2.3. Dimensionless Variables. — We introduce dimensionless variables and three
non-dimensional numbers : a number α similar to the Reynolds number for incom-
pressible flows, the Weissenberg number We, and a retardation number ω related to
the viscosities of the fluid, precisely α =

ρ∗

0 U0L0
η

, We =
λU0
L0
, ω = 1− ηs

η
. We also

define the non-dimensional function w(σ) = α
{
dp
dρ

(α+ ε2σ) − dp
dρ

(α)
}
. Using the

108



REGULAR FLOWS OF VISCOELASTIC FLUIDS AND THE INCOMPRESSIBLE LIMIT

notation u ′ =
∂u
∂t

, σ ′ =
∂σ

∂t
and τ ′ =

∂τ

∂t
, as well as A = −(∆ + ∇div ), we may

rewrite System (2) as follows : in QT,

(3)






α
(

u ′ + (u · ∇)u
)

+(1−ω)Au + ∇σ = F(u, σ, τ) + div τ,

σ ′ + (u · ∇)σ + σdiv u = −ε2αdiv u,

τ+ We
(

τ ′ + (u · ∇)τ+ g(∇u, τ)
)

= 2ωD[u],

with F(u, σ, τ) = αf +
(1−ω)ε2σ
α+ε2σ

Au +
ε2(σ−w(σ))

α+ε2σ
∇σ− ε2σ

α+ε2σ
div τ. System (3) is com-

pleted by a homogeneous condition on the boundary, u = 0 on ΣT = (0,T) × Γ, and
by three initial conditions, u(0) = u0, σ(0) = σ0, τ(0) = τ0 in Ω.

3. The Main Results

We assume that the data u0, σ0 and τ0 are regular enough and satisfy

m ≤ α+ ε2σ0 ≤ M,

∫

Ω

σ0 dx = 0,

for some given constants m > 0 and M. Moreover the function p = p(ρ) satisfies the
condition sup

[ α
4
,3α]

(|p ′′| + |p ′′′|) ≤ C

ε2 , for some constant C independent of ǫ.

Theorem 3.1. — (Existence and uniqueness of a global solution) Assume thatΩ ⊂ R3

is a domain of class C4, f ∈ L∞ (R+; H1(Ω)), and f ′ ∈ L∞ (R+; L2(Ω)). There exist three
positive constants b1, b2 and ω0 (0 < ω0 < 1), independent of ε, such that if 0 < ω ≤
ω0, ||u0||

2
2 + ε2 ||σ0||

2
2 + ||τ0||

2
2 ≤ b1, and [f]2

∞ ,1,∞ + [f ′]2
∞ ,0,∞ ≤ b2, then System (3) admits a

unique solution (u, σ, τ), satisfying

u ∈ L2
loc(R+; H3(Ω)) ∩ Cb(R+; H2(Ω)), u ′ ∈ L2loc(R+; H1(Ω)) ∩ Cb(R+; L2(Ω)),

σ ∈ Cb(R+; H2(Ω)), σ ′ ∈ Cb(R+; H1(Ω)), τ ∈ Cb(R+; H2(Ω)), τ ′ ∈ Cb(R+; H1(Ω)),

and
α

2
≤ α+ ε2σ ≤ 3α

2
, in Ω× R+.

Moreover, for all t ∈ R+,

||u(t)||
2
1 + ε2 ||u(t)||

2
2 + ε2 ||σ(t)||

2
2 + ||τ(t)||

2
2 ≤ b3, ||u ′(t)||

2
+ ε2 ||σ ′(t)||

2
+ ||τ ′(t)||

2 ≤ b4,

where b3 and b4 are some positive constants independent of ε.
If, in addition, f ∈ L2(R+; H1(Ω)), and f ′ ∈ L2(R+; L2(Ω)), then the solution (u, σ, τ)

of (3) also satisfies

u ∈ L2(R+; H3(Ω)), u ′ ∈ L2(R+; H1(Ω)),

σ ∈ L2(R+; H2(Ω)), σ ′ ∈ L2(R+; H1(Ω)), τ ∈ L2(R+; H2(Ω)), τ ′ ∈ L2(R+; H1(Ω)).
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The second result concerns the convergence of weakly compressible flows to-
wards incompressible ones when ε tends to zero. We now make the ε-dependence
explicit, that is denote the solution (u, σ, τ) of Problem (3) by (uε, σε, τε). Let (v, π,S)

be the solution of the incompressible model, where ρ ≡ α ,

(4)






α
(

v ′ + (v · ∇)v
)

−(1−ω)∆v + ∇π = αf + div S,

div v = 0, in R+ ×Ω,
S + We

(

S ′ + (v · ∇)S + g(∇v,S)
)

= 2ωD[v],

v = 0, on R+ × Γ,
v(0) = v0, in Ω,
S(0) = S0, in Ω.

Theorem 3.2. — Let 0 ≤ r < 1. We suppose that (uε0 , τ
ε
0 ) converges towards (v0,S0) in

H1+r(Ω)×H1+r(Ω), as ε tends to zero. Under the assumptions of Theorems 3.1 , the solution
of Problem (3) tends towards the solution of Problem (4) as ε tend to zero. More precisely, for
all δ > 0, there exists ε0 > 0 such that for all ε in (0, ε0] and T > 0,

||uε − v||C([0,T];Hr(Ω)) +
∣

∣

∣

∣ε2σε
∣

∣

∣

∣

C([0,T];H1+r(Ω))
+ ||τε − S||C([0,T];H1+r(Ω)) < δ.
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HOMOLOGIE STABLE DES GROUPES

Christine Vespa

Résumé. — Depuis les années 1970, beaucoup d’intérêt a été porté à l’étude de l’homolo-
gie stable notamment à cause des liens étroits existant entre elle et la K-théorie algébrique.
Après quelques rappels concernant l’homologie d’un groupe, on définit ce qu’est l’homo-
logie stable d’une famille de groupes à coefficients triviaux ou tordus. On donne quelques
résultats concernant l’homologie stable des groupes linéaires puis on énonce le résultat
principal obtenu dans [DV09] concernant le calcul de l’homologie stable des groupes or-
thogonaux à coefficients tordus.

1. Homologie d’un groupe à coefficients triviaux

1.1. Définition et exemples [Bro82, Wei94]. — Soient G un groupe fini et R un an-
neau commutatif. Pour M un R-module, une résolution de M est une suite exacte
de R-modules : . . . → F2

∂2−−→ F1
∂1−−→ F0

ǫ−→ M → 0. Si, pour tout i ∈ N, Fi est un
module libre on dit que la résolution est libre. On rappelle que le Z-module libre
engendré par les éléments de G : ZG := {

∑
nigi | ni ∈ Z, gi ∈ G} est un anneau

pour la multiplication induite par la loi de G. Soit M un ZG-module et N le sous-
groupe additif de M engendré par les éléments de la forme gm −m pour g ∈ G et
m ∈ M. Le groupe des coïnvariants de M est défini par MG := M/N. C’est le plus
grand quotient de M sur lequel G agit trivialement. Les coïnvariants définissent un
foncteur −G : G-Mod → Ab.

On considère une résolution libre de Z par des ZG-modules à laquelle on ap-
plique le foncteur défini précédemment. On obtient ainsi un complexe : . . . →

(F2)G
δ2−→ (F1)G

δ1−→ (F0)G
ǫ−→ R → 0. On a donc Im(δn+1) ⊂ Ker(δn) mais, en

général, Im(δn+1) 6= Ker(δn). L’homologie de G mesure le défaut de ce complexe
d’être exact.
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Définition 1.1. — Le n-ième groupe d’homologie de G à coefficients dans Z est :

Hn(G,Z) = Ker(δn)/Im(δn+1).

Cette définition ne dépend pas du choix de la résolution libre. On remarque que
H0(G,Z) = Z et H1(G,Z) = G/[G,G].

Exemple 1.2. — SoitG le groupe cyclique d’ordre n et de générateur t. On considère
N = 1 + t + . . . + tn−1 ∈ ZG. En utilisant la résolution : . . . → ZG

t−1−−→ ZG
N−→

ZG
t−1−−→ ZG

ǫ−→ Z → 0, on obtient, en appliquant le foncteur −G, le complexe :
. . .

0−→ Z
n−→ Z

0−→ Z. On en déduit que H0(G,Z) = Z, Hi(G,Z) = Z/nZ pour i pair et
Hi(G,Z) = 0 pour i impair.

Remarque 1.3. — On peut remplacer Z par un anneau commutatif k et considérer
les kG-modules. On définit alors de manière similaire H∗(G, k).

1.2. Homologie stable d’une famille de groupes. — Soit (Gi)i une suite de
groupes munie d’inclusions Gi →֒ Gi+1. Ceci fournit une suite naturelle de mor-
phismes :

(1) . . . → Hk(Gi,Z) → Hk(Gn+1,Z) → Hk(Gn+2,Z) → . . .

Deux questions se posent alors naturellement concernant cette suite de mor-
phismes :

(1) Est-ce que cette suite se stabilise ? Autrement dit, pour k fixé, existe-t-il un
entier N(k) tel que ∀n ≥ N(k), Hk(Gn,Z) ≃ Hk(Gn+1,Z) ? Dans le cas affirmatif,
quel est le plus petit entier N(k) ayant cette propriété ?

(2) Peut-on calculer la colimite de cette suite ? Cette colimite sera appelée l’ho-
mologie stable des groupesGi à coefficients triviaux et sera notéeHk(G∞ ,Z). Même
dans les cas où l’on sait que la réponse à la première question est positive, le calcul
de cette colimite reste un problème difficile.

1.3. Quelques résultats de stabilité et calculs de la valeur stable. — Dans ce para-
graphe on commence par donner quelques résultats répondant à la première ques-
tion énoncée précédemment.

Théorème 1.4 (Nakaoka [Nak60]). — L’homologie de la suite des groupes symétriques
(Sp)p se stabilise et Hk(Sp,Z) ≃ Hk(Sp+1,Z) pour k ≤ p+1

2
.

Théorème 1.5 (Quillen [Qui72]). — Soit A un corps fini différent de F2, l’homologie de
(GLn(A))n se stabilise et Hk(GLn(A)) ≃ Hk(GLn+1(A)) pour k ≤ n − 1.

Remarque 1.6. — Ce résultat a été généralisé au cas d’un anneau noethérien com-
mutatif de dimension finie dans [vdK80] par Van der Kallen.
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Théorème 1.7 (Charney [Cha87]). — Pour R un anneau de Dedekind, l’homologie de la
famille des groupes orthogonaux (On,n(R))n et de la famille des groupes symplectiques
(Sp2n(R))n se stabilisent.

Des résultats de calculs d’homologie stable sont donnés dans les deux théorèmes
suivants.

Théorème 1.8 (Quillen [Qui72]). — Pour k un corps fini, on a :

H0(GL∞ (k), k) = k et Hj(GL∞ (k), k) = 0 pour j > 0.

Théorème 1.9 (Fiedorowicz-Priddy [FP78]). — Pour k un corps fini, on a :

H0(O∞ (k), k) = k et Hj(O∞ (k), k) = 0 pour j > 0 si car(k) 6= 2

H0(Sp∞ (k), k) = k et Hj(Sp∞ (k), k) = 0 pour j > 0.

2. Homologie d’un groupe à coefficients tordus

2.1. Définitions. — Soit M un ZG-module. En appliquant à une résolution libre de
Z par des ZG-modules à droite : . . . → F2 → F1 → F0 → Z → 0, le foncteur −⊗ZGM

on obtient le complexe : . . .→ F1 ⊗ZGM→ F0 ⊗ZGM→ Z ⊗ZGM → 0.

Définition 2.1 (Définition de l’homologie de G à coefficients dansM)

H∗(G,M) := H∗(F⊗ZGM).

Remarque 2.2. — (1) Pour M = Z on retrouve le cas du paragraphe précédent.
(2) H0(G,M) = Z ⊗ZGM ≃MG.
(3) Par définition, H∗(F ⊗ZGM) sont les groupes de torsions entre Z et M notés

TorZG∗ (Z,M).

Proposition 2.3 (Lemme de Shapiro). — Si H ⊂ G et M est un ZH-module,
alors H∗(H,M) ≃ H∗(G, Ind

G
HM) où IndGHM est le ZG-module induit, c’est-à-dire

IndGHM = ZG⊗ZHM.

2.2. Stabilité à coefficients tordus : le cas des groupes linéaires. — Pour R un
anneau, considérons la suite des groupes (GLn(R))n et notons In : GLn(R) →
GLn+1(R) l’inclusion induite par Rn →֒ Rn ⊕ R. Une suite de GLn(R)-modules
Mn munie de morphismes de GLn(R)-modules fn : Mn → Res

GLn+1(R)

GLn(R)
Mn+1,

où ResGLn+1(R)

GLn(R)
Mn+1 est le module obtenu par restriction via In, fournit une suite

naturelle de morphismes :

(2) . . . → H∗(GLn(R),Mn)
gn−−→ H∗(GLn+1(R),Mn+1)) → . . .

où gn est la composée suivante :

H∗(GLn(R),Mn)
≃−→ H∗(GLn+1(R), Ind

GLn+1(R)

GLn(R)
Mn)
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→ H∗(GLn+1(R), Ind
GLn+1(R)

GLn(R)
Res

GLn+1(R)

GLn(R)
Mn+1)

→ H∗(GLn+1(R),Mn+1)

où la première application est donnée par le lemme de Shapiro, la deuxième est
induite par fn et la dernière découle de l’application de GLn+1-modules

Ind
GLn+1(R)

GLn(R)
Res

GLn+1(R)

GLn(R)
Mn+1 = ZGLn+1(R) ⊗

ZGLn(R)
Mn+1 → Mn+1

définie par A⊗m 7→ A ·m.

Remarque 2.4. — Une manière naturelle d’obtenir une suite de modulesMn munie
de morphismes fn est de considérer des foncteurs F : R−mod → R−mod.

Les mêmes questions qu’au paragraphe 1.2 peuvent alors être posées pour la suite
(2). Les deux théorèmes suivants répondent à ces questions.

Théorème 2.5 (Dwyer [Dwy80]). — Soient R un anneau principal et F un foncteur po-
lynomial sans terme constant (i.e. F(0) = 0) alors l’homologie de (GLn(R)) à coefficients
dans Mn = F(Rn) se stabilise et Hi(GLn(R), F(Rn)) ≃ Hi+1(GLn+1(R), F(Rn+1)) pour
n ≥ 2i + d+ c où d est le degré de F et c est une constante.

Remarque 2.6. — Les exemples classiques de foncteurs polynomiaux de degré n
sont le foncteur n-ième puissance tensorielle Tn, le foncteur n-ième puissance ex-
térieure Λn et le foncteur n-ième puissance symétrique Sn. Pour une définition des
foncteurs polynomiaux on pourra consulter [FFPS03].

Théorème 2.7 (Betley [Bet92]). — Soient R un anneau principal et F un foncteur polyno-
mial sans terme constant (i.e. F(0) = 0) alors

H∗(GL∞ (R), F∞ ) = 0

où F∞ = colimnF(R
n).

Remarque 2.8. — Ce résultat a été généralisé indépendamment par Betley [Bet99] et
Suslin [FFSS99] au cas de coefficients obtenus à partir de bifoncteurs B (polynomial
en chaque variable) et R un corps. Dans ce cas la valeur stable n’est plus nulle. Pour
les foncteurs usuels, ces groupes d’homologie sont accessibles aux calculs.

2.3. Stabilité à coefficients tordus : généralisation et cas des groupes orthogonaux.
— La situation décrite au paragraphe précédent peut se généraliser à d’autres fa-
milles de groupes (G(n))n de la manière suivante. Pour C une catégorie monoï-
dale symétrique et A un objet de C on note G(n) le groupe des automorphismes
AutC(A⊕n). En évaluant un foncteur F : C → Ab sur A⊕n on obtient de manière na-
turelle un AutC(A⊕n)-module ce qui permet de considérer : H∗(G(n), F(A⊕n)). De
plus, en remarquant que l’injection dans les n premières variablesA⊕n →֒ A⊕n+1 est
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compatible à l’action des groupes d’automorphismes Aut(A⊕n) via le morphisme :

Aut(A⊕n)
g 7→g⊕IdA−−−−−−−→ Aut(A⊕n+1) on obtient une suite naturelle de morphismes :

(3) . . . → H∗(G(n), F(A⊕n)) → H∗(G(n + 1), F(A⊕n+1)) → . . . .

En prenant pour C des catégories convenables, ce cadre général permet aussi bien de
traiter le cas des groupes linéaires, des groupes symétriques, des groupes orthogo-
naux et des groupes symplectiques.

Dans la cas des groupes orthogonaux la stabilité de la suite (3) est donnée par le
résultat suivant :

Théorème 2.9 (Charney [Cha87]). — Soient k un corps fini et F un foncteur polynomial
alors l’homologie de (On,n(k))n à coefficients dansMn = F(k2n) se stabilise.

Dans [DV09] nous obtenons le calcul de la valeur stable H∗(O∞ (k), F∞ ) lorsque
car(k) 6= 2. Cette valeur n’est pas nulle en général. Plus précisément, nous obtenons
le théorème :

Théorème 2.10 (Djament-Vespa [DV09]). — Soient k un corps fini tel que car(k) 6= 2

et F un foncteur polynomial entre espaces vectoriels, il existe un isomorphisme naturel :

H∗(O∞ (k), F∞ ) ≃ TorE
f
k

∗ (V 7→ k[S2(V∗)], F)

où Efk désigne la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie, et S2 la seconde puis-
sance symétrique.

Les groupes de torsion entre endofoncteurs des espaces vectoriels étant acces-
sibles on obtient ainsi des calculs explicites d’homologie stable.

Plus précisément, dans [DV09]ănous montrons que sous certaines hypothèses
supplémentaires sur la catégorie C, il existe une suite spectrale convergeant vers
l’homologie stable des groupesG(n) à coefficients tordus qui dégénère à la deuxième
page. Ceci nous permet de retrouver les résultats de Betley sur l’homologie stable des
groupes linéaires par des méthodes purement algébriques. Dans le cas des groupes
orthogonaux on réinterprète la deuxième page de cette suite spectrale à l’aide de
foncteurs de Mackey et on utilise de puissants résultats d’annulation en homologie
des foncteurs pour calculer cette deuxième page.
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Pourquoi parler de la place des femmes

dans les sciences ?

Enjeu d’équité …

… Enjeu démographique …

… Enjeu de société

1 I La place des femmes dans la recherche scientifique

1.1 I Les femmes au sein du vivier de l’emploi scientifique et technique

> Lycéennes : 83% de réussite au bac, toutes filières confondues

> Étudiantes : majoritaires parmi les diplômés de Licence et Master, 
sauf en STAPS et en sciences fondamentales

> Doctorantes en sciences fondamentales
et appliquées : 28%

> Diplômées des écoles d’ingénieur-e : 25%
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Public EPST 51 % de femmes (43% sans Inserm et Ined)

dont 28 % de femmes chercheurs

EPIC 30 % de femmes en moyenne

Universités 34% de femmes

dont 40 % de femmes parmi les maîtres de conférence

18 % de femmes parmi les professeurs

Secteur privé 25 % de femmes en moyenne

1 I La place des femmes dans la recherche scientifique

1.2 I Les femmes dans la recherche française

138 000 femmes en activité dans la recherche/développement

dont 28% de femmes parmi les chercheur-e-s français

2 I Et au CNRS ?

2.1 I En première lecture

Le CNRS emploie 39 129 personnes

→ 42,7% de femmes parmi les personnels CNRS

→ 44,5% des collaborateurs non titulaires sont des femmes

Elles représentent 

→ 1/3 des chercheur-e-s (31,8%)

→ plus de la 1/2 des IT (51,4%)
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2.2 I Des disparités…

Mathématiques Physique
Électronique et 

informatique
Sciences 

pour l’ingénieur
Sciences

de l’Univers
Chimie

Sciences 
du Vivant

Sciences 
humaines
et sociales

16% 17% 19% 20% 26% 31% 39% 43%

… selon les disciplines …

… et selon les activités professionnelles

Appui direct Fonctionnement Accompagnement. Appui direct Appui direct Appui direct Accompagnement Fonctionnement.

Sciences de 
l’ingénieur et 

instrumentation 
scientifique

Patrimoine 
logistique, 
prévention

Informatique, 
statistique et calcul 

scientifique

Sciences 
chimique et des 

matériaux

Sciences 
humaines et 

sociales

Sciences du 
vivant

Information
Gestion 

scientifique et 
technique

11% 20% 23% 43% 57% 69% 74% 86%

2.3 I L’autre réalité : « plafond de verre »

DRCE

IR

DR1

DRCE

Femmes 

Hommes
AI

IE

CR1

DR2

AJT

T

6 femmes au CA du CNRS

17% de femmes parmi les DU et leurs adjoint-e-s

CR2

CR1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Mais aussi 17% de femmes parmi les DU et leurs adjoint e s

10 sections présidées par des femmes sur 40 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Mais aussi

122



LA POLITIQUE DU CNRS EN MATIÈRE DE PARITÉ, MISSION POUR LA PLACE DES FEMMES AU CNRS

Répartition des chercheurs selon le grade et le sexe

CNRS 2008 CNRS 1977

grade H F Total % F grade % F

CR2 931 437 1368 31.9% AR 24.6%

CR1 3452 2173 5625 38.6% CR 36.6%

DR2 2528 914 3442 26.5% MR 25.3%

DR1 888 148 1036 14.28% DR 15.4%

DRCE 108 16 124 12.9%

Le taux de présence des femmes dans les grades les plus 

élevés est très nettement inférieur au taux de présence des 

femmes parmi les chercheurs. 

Si on applique une règle de 3, il devrait y avoir 369 femmes DR1+ DRCE. 

Il y en a actuellement 164 (déficit 205).

Il devrait y avoir 1464 femmes DR, il y en a 1078 (déficit 386).

Prise en compte de la différence de pyramide des ages (étude réalisée à

la demande de la MPPF et la DRH) : le déficit DR est de 310 au lieu de 

386. 

DR 

Déficit tous Instituts :    310/1078,    29 %

Déficit INC                       27/153,       18%

Déficit MPPU                   29/217,       13%    
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Dans un certain nombre de filières, le recrutement de femmes est conditionné par 

l’existence d’un vivier de recrutement plus féminisé. Le CNRS développe des actions 

de sensibilisation en direction des jeunes. 

Exposition Physique de femmes, interventions aux fêtes de la science, chapeau les 

filles avec le Quebec….

Fête de la science,
Paris, siège du CNRS en 2005

Fête de la science,
Toulouse en 2005

Physique de femmes, 
l’exposition, 2005
Bientôt le DVD

Chapeau les filles ! 
Québec en 2008

Mais aussi à Lille, Grenoble, Poitiers, Châteauroux, Grasse, 
Fréjus, etc.
Mais aussi à Johannesburg, Washington, Los Angeles, etc.

3 I Égalité professionnelle : ce que dit la Loi

Loi n°83-635 

du 13 juillet 1983

Directive 76/207/CE

> Mise en œuvre du principe de l’égalité de traitement entre hommes et 

femmes (accès à l’emploi, à la formation et à la promotion 

professionnelle, conditions de travail)

> Production d’un rapport annuel sur la situation comparée des hommes 

et des femmes en matière d’emploi et de formation

La loi n°2001-397 

du 9 mai 2001

> Rapport annuel reposant sur des indicateurs (éléments chiffrés)

> Obligation de négocier sur l’égalité professionnelle tout en faisant de 

ce thème un élément transversal des négociations obligatoires

= mise en œuvre de la politique de l’approche intégrée ou Gender

Mainstreaming

Loi n°2008-724 

du 23 juillet 2008

> Article 1er de la Constitution complété par « La loi favorise l’égal accès 

des femmes et des hommes aux mandats électoraux et fonctions 

électives, ainsi qu’aux responsabilités professionnelles et sociales. »
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4 I Les premières réponses apportées par le CNRS

2001

Création d’un comité de 

pilotage « Disciplines, 

métiers, carrières et genre. 

La place des femmes au 

CNRS ».

Le CNRS est le premier 

organisme à se doter d’une 

structure opérationnelle : la 

Mission pour la place des 

femmes au CNRS

2009

Et aujourd’hui ?

8 années d’analyses, 

d’observations et de 

sensibilisation

• Nos principaux objectifs
• Être un observatoire

• Promouvoir l’égalité professionnelle et la recherche concernée 
par la problématique

• Impulser des actions de sensibilisation et de communication

• Notre ambition
• Instaurer le Gender mainstreaming : inscrire le genre dans toutes 

les politiques et activités de l’établissement pour améliorer 
l’équilibre entre hommes et femmes 

• Doter le CNRS d’un acte solennel affichant son engagement en 
matière d’égalité hommes - femmes

5 I Objectifs de la Mission pour la place des femmes
au CNRS
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Direction générale

Comité nationalInstitut des sciences biologiques

Institut des sciences humaines et sociales

Secrétariat général

Ressources humaines

Systèmes d’information

Équipes recherches Genre

Délégations régionales

DU

Affaires européennes

Relations internationales

Mission pour la place 
des femmes au CNRS

Institut des sciences chimiques

Institut des sciences physiques

Institut des sciences mathématiques et leurs interactions

Institut d’écologie et d’environnement

Institut des sciences et technologies de l’information et de l’ingénierie

INSU

IN2P3

Institut du management

6 I La dynamique de la Mission : une démarche intégrée

PLAN D’ACTIONS POUR L’ENSEMBLE DE L’ÉTABLISSEMENT

CONSTRUIRE L’ÉGALITÉ PROFESSIONNELLE AU CNRS

RECENSER LA PRISE EN COMPTE DU GENRE DANS LA RECHERCHE AGIR À L’ÉCHELLE EUROPÉENNE ET INTERNATIONALE

7 I Des actions - Contractualiser la démarche 

• Renouvellement de l’accord-cadre entre le ministère de 

l’Enseignement supérieur et de la Recherche / le ministère du 

Travail, des Relations sociales, de la Famille et de la Solidarité / le 

CNRS, signé en 2003

• Adhésion à la plateforme européenne EPWS

• Conclusions de conventions de partenariats internationaux autour 

d’actions spécifiques
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8 I Les actions - Partager un même constat en France et dans 

le monde, et échanger sur les pratiques

• Présence dans les réseaux

– Réseau parité du ministère de l’Enseignement supérieur 

et de la Recherche

– Réseau de chercheuses : ICWIP, Femmes en photonique, 

etc.

– Réseaux associatifs et de structures opérationnelles

• Multiplication des points de contacts en Europe et dans le monde

• Promouvoir la transversalité des recherches sur le genre et mettre 

en lien les acteurs de ces recherches

9 I Les actions - Communiquer vers le vivier en France et 

dans le monde

• Inciter les jeunes à s’engager dans des filières scientifiques, en 

particulier les jeunes filles

• Faire connaître les métiers scientifiques et techniques, 

notamment ceux du CNRS

• Valoriser l’image des femmes au CNRS

• Réalisation de supports pédagogiques destinés à ces publics
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10 I Les actions – Prise en compte du genre

• Édition d’un document à l’usage des IPE pour la prise en compte 
du genre dans les projets du 7e PCRD

• Aide aux laboratoires dans leurs réponses aux appels à projet et 
leurs engagements vis-à-vis de l’Europe

Opérations phares 2009

• lancement d’un recensement des chercheur-e-s et unités prenant 
en compte le genre et les femmes dans leurs études et recherches

• résultat d’une enquête relative à la prise en compte du genre par 
la filière RH

11 I Les actions – Construire et négocier les bases d’un 

accord d’égalité professionnelle au CNRS

• Production d’indicateurs : édition d’ une brochure annuelle 

«la parité dans les métiers du CNRS »

• Sensibilisation de l’ensemble des acteurs de la fonction RH (DRH 

nationale et régionales, comité national, DU, organisations 

syndicales)

• Construction et négociations autour d’un Accord
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Suzanne de Cheveigné

Parcours de femmes 

(et d’hommes) au CNRS

Suzanne de Cheveigné

Shadyc (EHESS-CNRS), Marseille

suzanne.de-cheveigne@univmed.fr
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Contexte de l'enquête

• Politiques européennes d'égalité :

1er colloque F&S, 1993

• Wenneras et Wold (Nature, 1997)

Contexte de l'enquête en France

• Statistiques publiées
ex. Bilan social CNRS, rapport Barré, Crance, Sigogneau 1999,
Boukhobza, Delavault, Hermann, 2000

• Création de la Mission pour la place des
femmes au CNRS en 2001

• Enquête proposée et immédiatement acceptée
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Proportions de femmes dans les populations de chercheurs 2002

Le «!plafond de verre!»
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Objectif de l’étude

Aller au delà du constat pour comprendre les raisons
de ce «!plafond de verre!» :
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Méthodologie

• Explorer par entretien les carrières de femmes

et d’hommes au CNRS

• ITA et chercheurs

• Sans introduire a priori la question du genre

Méthodologie

• 15 entretiens auprès de :
8 ITA  et 7 chercheuses
Tous départements scientifiques, catégories diversifiées,
Paris/Province, labos propres et mixtes, de 24 à 60 ans

•!Puis pour chacune d’elles, 2 entretiens
complémentaires auprès de collègues (hommes
et femmes)

=> 47 personnes au total, 1/3 H, 2/3 F

•!Durée environ 2 heures
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Entretiens

• Centrés sur la carrière (pas H/F):

- trajectoire professionnelle de l’interviewé

(motivations, premiers contacts, parcours)

- perception de la fonction actuelle (missions,

interlocuteurs, organisation concrète du travail)

- attentes et besoins (perspectives d’évolution,

vision du rôle de chercheur, équilibre vie privée-

vie professionnelle)

Une analyse commune hommes et femmes,

ITA et chercheurs

• Un très grand attachement au métier

• Des conditions d’exercice de plus en plus difficiles

• De très fortes critiques :

- gestion des ressources humaines (leur
carrière + les autres)

- pesanteurs administratifs

- défaut de communication interne

133



SUZANNE DE CHEVEIGNÉ

Notre analyse de la situation générale

• Tensions entre travail collectif (de plus en
plus nécessaire) et travail individuel

• Évaluation sur l’individuel

• Pesanteurs administratifs et défaut de
communication interne rendent le collectif

plus difficile à assurer

Et les femmes dans ce contexte ?

• Les femmes font la même analyse de la situation
générale que les hommes

• Elles méconnaissance de la situation des femmes
(ex. statistiques du "plafond de verre")
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Des points communs ITA et chercheuses

- L’attachement aux métiers de la recherche

- Les critiques sur les modes d’évaluation et de promotion

- Une vision plus collective que les hommes des métiers
de la recherche

- Problèmes de gestion du temps long (limites d’âge,
«!voies sans issue!») plus que du quotidien (horaires)

- Déni de toute discrimination et rejet des quota

Des différences entre ITA et chercheuses

• Pour les chercheuses :

- La contextualisation socioculturelle explique les
différences hommes-femmes dans la relation au travail
(vs erreurs propres ou structure)

• Pour les ITA :

- La difficulté à négocier les changements : moins de
maîtrise que les chercheuses

- Hétérogénéité des situations
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Recommandations de 2003

• Intégrer réellement les activités collectives dans les

critères d’évaluations et les faciliter matériellement

• Favoriser la «!transparence!» : procédures

d’évaluation, de promotion et de financement

• Rendre visible le fonctionnement du CNRS  (débattre,

rompre l’isolement - modèle Cargèse ?)

• Penser les métiers de la recherche dans le long terme

=> lever limites d'âge, éviter les "scléroses", permettre

les parcours "atypiques"

EC, 2009

Lettre INSHS, Nov 2009 : Projets exploratoires

"Plusieurs candidats malheureux ont réclamé les avis des experts. Ces

avis ne seront pas communiqués. La raison en est que leur prise en

considération dépend notamment du contexte formé par les projets en

lice au dernier stade de la procédure. Si bien que livrer ces éléments

affranchis de ce contexte ne pourrait qu’engendrer des erreurs

d’appréciation."

"The applicants

should receive

extensive

evaluation

feedback in

writing."
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And so what ?

• Audace de la toute nouvelle Mission !

• Mais frilosité du CNRS pour la publication
… idem pour une seconde enquête sur
l'évaluation (C. Marry)

• Publiée dans Social Studies of Science

And so what ?

• Une question non prioritaire, non légitime :
une non-question !

• La France est TRÈS en retard sur la prise en
compte du problème

• Importance de soutenir l'action des Missions - et
de se mobiliser
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