femmes & math

N° 6
Supplément

Septembre 2002

Sommaire

Cinquieme forum des jeunes
mathématiciennes (2000)

Editorial

Contributions Mathématiques

Revue de I’ Association
femmes et mathématiques

Institut Henri Poincaré
11 rue Pierre et Marie Curie
75231 Paris cedex 05




On the Catwalk

Catherine Marché

Droits de reproduction réservés

http://web.ukonline.co.uk/cmarche

Simultaneous rotation and
shrinking of the faces of an
icosahedron

Copyright © Michael Trott

http://library.wolfram.com/
graphics









Editorial

Ce supplément au numéro 6 de la revue femmes et mathématiques est consacré aux
actes du cinquiéme forum des jeunes mathématiciennes qui s’est tenu a "IHP, Paris, les
20 et 21 janvier 2000 dans le cadre du programme frangais du projet WMY2000 (World
Mathematical Year 2000), soutenu par 'UNESCO.

Ces journées ont rassemblé une cinquantaine de participantes, le programme est dis-
ponible a l'adresse : http : //www.desargues.univ-lyonl.fx/home/fem /agjan00.html.

Comme chaque année, le forum a comporté une partie scientifique qui permet un tour
d’horizon sur des avancées dans des domaines variés des mathématiques et une partie
historique/sociologique dont le but est d’initier une réflexion sur la situation actuelle des
femmes dans la communauté scientifique.

Dans I’édition 2000, les exposés mathématiques ont été donnés par douze jeunes
mathématiciennes (doctorantes ou docteures ayant soutenu leur thése depuis moins de
quatre ans) et six mathématiciennes confirmées, cela en réponse aux attentes des jeunes
mathématiciennes présentes aux éditions précédentes (et nous pensons que cette propor-
tion a satisfait I’auditoire).

Le premier débat a été animé par deux historiennes : Delphine Gardey (Centre de
Recherche en Histoire des Sciences et Techniques, Paris) et Michelle Perrot (Professeure
émeérite de l'université Denis Diderot- Paris VII).

Il suivait ’exposé de Delphine Gardey : Approche historique sur les relations femmes-
sciences-techniques dont nous n’avons pas de compte-rendu dans ce numéro mais dont
nous pouvons cependant retrouver ’essence dams 'ouvrage collectif L invention du na-
turel. Les sciences et la fabrication du féminin et du masculin 19éme-20éme siécle sous
la dir. de Delphine Gardey et Ilana Lowy, Paris, Editions des archives contemporaines,
2000. Nous renvoyons également au compte-rendu d’un exposé que D.G. a fait en no-
vembre 2001 dans le cadre du colloque Femmes dans les métiers scientifiques et tech-
nologiques au ministére de la recherche et qui est disponible sur http ://smyrne.int-
evry.fr/femmes et _sciences/index.htm.

Le second débat, Parité dans la communauté scientifique a été introduit par Clau-
dine Hermann (Professeure a I’école Polytechnique, membre de 'E.T.A.N et Présidente
de 'association femmes et sciences http ://www.int-evry.fr/femmes et sciences) qui, a
Iappui de quelques statistiques a ’échelon européen, nous a fait part de 1’état d’avan-
cement des travaux de la communauté européenne sur la question des femmes et des
sciences (voir http ://www.cordis.lu/improving/women/documents.htm).

Nous tenons a remercier toutes les participantes a ce forum, les conférenciéres (en
particulier Delphine Gardey qui a su s’adresser avec succés & une communauté non
spécialiste), les présidentes de séances, mais aussi les nombreuses intervenantes lors des
débats, c’est grace a elles que de nombreux témoignages et nombreuses idées autour de
la parité ont pu étre échangés. Merci aux auteures de ce numéro (un merci tout spécial
a celles qui ont eu a coeur de respecter les délais et le style de la revue) ainsi qu’aux
relecteurs/-trices anonymes dont les commentaires ont beaucoup apporté.



Enfin. . . toutes nos excuses pour la parution tardive de ce numéro

Stefanella Boatto, Catherine Bonnet, Marie-Francoise Roy



Instabilité des solutions rapidement oscillantes dans le cadre des équations
différentielles a retard

Sophie Bismuth
Considérons I’équation
(t) = —h(x(t — 1)) + f(x(t)) pour >0, x_10 = 2o (1)
ou xg € C([—1,0]), h est définie comme suit :

asi0d<y<c

bsiy> e avec a >b>0et c>0 (2)

h:R — R, impaire, h(y) = {

et
(3)

f est une fonction mesurable au sens de Lebesgue,
impaire et telle que ess sup ,cpl|f(z)] < b

La motivation a considérer de tels systémes provient d’un probléme d’automatique qui
consiste a réguler la richesse des gaz d’échappement du moteur (vu comme un systéme
a retard du premier ordre) qui peut étre mesurée par un capteur tout ou rien : elle
n’indique que la position par rapport a la stoechiometrie- le gaz est riche ou pauvre.
Les retards interviennent entre admission et echappement des gaz et lors du transport
jusqu’au capteur.
On note

u = ’entrée = quantité d’essence

y = la sortie = richesse du gaz (carburant /air)

x = I’état du systéme a l'instant ¢

+ U y
———0O——| moteur capteur
B X
controleur

Le capteur délivre la mesure avec retard sgn(carburarit/air — 1) . L’information est
instan- tanément transmise au controleur, qui fournira les modifications & apporter au
mélange carburant /air.

L’équation d’état du systéme s’écrit sous la forme

@(t) = —sgna(t — 1) + f(x(t)) (4)



L’équation (1) est un cas particulier d’une classe plus générale de systémes du premier

ordre, donnée par
i(t) = g(z(t), x(t —1)) ()

On dit que g satisfait une “condition de feedback négatif” , notée (x) , si g(z, y) <0
pour z >0 et y > 0,g(z, y) > 0 pour x < 0 et y <0,yg(0, y) < 0 pour y # 0.

Si g satisfait des conditions de régularité et en particulier la condition de feedback né-
gatif (%) , 'équation (5) a une solution périodique lentement oscillante et cette solution
est stable, voir Mallet-Paret and Nussbaum [5] et Mallet-Paret et al |6]. Des résultats
plus géneraux sont prouvés dans [4, 5, 6.

Si g(x, y) = f(z)— sgn y, ou f est C* et sup |f(x)| < 1, la condition (%) est satisfaite.
L¢quation (5) s’écrit comme (4). Bien que g ne soit pas régulier dans oe cas, une e tude
compléte de (4) a été faite. On défim-tV /(¢) le nombre de zéros de z sur l'intervalle
[t — 1, t') ou t’ est le premier temps aprés t tel que x(t') = 0. Fridmann et al |3| ont
montré que si V' (0) est fini, alors V(¢) est pair et décroissant. Pour tout n € N, il existe
une umque solution périodique telle que V' (t) = 2n, voir [3].

L’équation (1,2,3) est encore un cas particulier de (5) ot g¢ satisfait la condition
de feedback négative (%) . Dans cet article, on présente les nouveaux résultats obtenus
dans |2|, dans le cadre de I'équation (1), qui généralisent ceux établis dans |3, 1]. On
donne tout d’abord quelques définitions :

Définition. Fonction rapidement oscillante : Une fonction continue x définie sur
[to, +00lest appelée rapidement oscillante (par rapport au retard 1).s'il existe ¢, ¢ > tg
tels que t £t/ |t —t'| <1et x(t) =x(t') =0.

Définition. Fonction périodique & 2 phases : Une fonction continue périodique =z,
de période T' > 0, définie sur [t(, +00] est appelée périodique a 2 phases s'il existe ¢ > ¢
tel que z1,, ,, change de signe exactement une fois.

Définition. Fonction périodique symetrique : Une fonction continue périodique
x, de période T > 0, définie sur [to, +0o[ est dite symétrique si z(t + L) = —z(t) pour
t >t

Nussbaum a prouvé l'existence de solutions périodiques rapidement oscillantes de
I'équation (1,2,3), voir [7].

Soit x une solution of (1) correspondant a une solution initiale zy avec un nombre
fini de zéros. On définit ’ensemble Z de points ou x s’annule et change de signe, et le
cardinal V' du nombre de zéros avec changement de signe :

Z={t>-1:2(t)=0etVe>03t € (t,t+¢,t" €t —et)/x )z (") <0},

V(t)=card(ZN[t'—1,t')), ou ' =inf{s>tseZ}

On note V(t) =ocosi ZN[t' — 1, t') est infini.



Théoréme. On considére 1’équation
I(t) = —h(l’(t — 1)) t > 0, T|[—1,00] = Lo, (6)

ou h est définie par (2), et xy € C'([—1,0]) a un nombre fini de zéros. Pour tout z, avec un
nombre fini de zéros, il existe une unique fonction x € C([—1, +o00]) absolument continue
sur [0, +00) , satisfaisant I’équation (6) presque partout. Pour une telle solution, V (¢)
est décroissant et pair. Pour toute solution périodique de (6), V() est constant. Les
solutions périodiques a 2 phases symétriques rapidement oscillantes, x(t) telles que
|z]|so > ¢ sont caractérisées par les cas 2, 3, 4, 5 et 6, définis ci-dessous (V(t) = 2n) .
Ces solutions périodiques sont toutes instables.

Cas 1 Cas 1 “symétrique” Cas 2 Cas 2 “symétrique”

-C

/ w<dn+1l<t

La preuve est écrite dans [2].

Théoréme. On considére ’équation
(t) = —h(x(t — 1)) + f(x(t)) pour >0, x_10 = Zo (7)

ou h est définie par (2), f satisfait (3) et zg € C'([—1,0]) a un nombre fini de zéros. Pour
toute solution de (7), V(t) est non croissant et pair. Pour toute solution périodique de
(7), V(t) est constant. Les solutions périodiques a 2 phases symétriques rapidement
oscillantes, z(t) telles que ||z||o > ¢ sont caractérisées qualitativement par les cas 2, 3,
4, 5 et 6 définis au-dessus excepté que les segments de droite sont remplacés par des
courbes. Ces solutions périodiques sont toutes instables.

La preuve est écrite dans [2].
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Une application de I’étude d’équations différentielles linéaires homogénes
dépendant de parameétres : systémes hamiltoniens

Delphine Boucher

Dans cette note, nous montrons en quoi I’étude d’équations différentielles linéaires
homogénes dépendant de paramétres aide a trouver des conditions de non-intégrabilité
de systémes hamiltoniens. Nous suivons pour cela 'exemple du systéme de Hénon-Heiles
(12]).

Définition : Soit n € N*, (x1,...,72,) = (q1, .-, Gus D1, - - -, Pn) € R™

Un systéme hamiltonien sur un ensemble non vide U de R?" est un systéme d’équations
différentielles de la forme :

4 = 3, (¢.p)
(9) bi = —5(a.p)
j_ 17' 7n

ot H : U — R est la fonction ‘Hamiltonien’ I’entier n est appelé le degré de
liberté.

L’hamiltonien H représente, a une constante multiplicative prés, I’énergie mécanique
de l'objet. C’est une quantité conservée, on dit que c’est une intégrale premiére du
systéme hamiltonien. On considére connaitre suffisamment bien un systéme hamiltonien
s'il posséde un nombre suffisant (égal au degré de liberté n) de quantités conservees, les
intégrales premiéres, satisfaisant de plus une propriété d’indépendance et d’involution.
Dans ce cas, le systéme hamiltonien sera dit complétement intégrable (voir [1]). Jl
est difficile de trouver des intégrales premiéres en involution et la question que 'on se
posera est de savoir si le systéme est complétement intégrable localement, c’est a dire s’il
posséde n intégrales premiéres en involution définies autour d’une solution particuliére
du systéme. Pour étudier cette question, nous utiliserons un critére galoisien de non
intégrabilité da a Morales et Ramis (]2]).

L’idée est de se placer au voisinage d’une solution particuliére Xy du systéme hamil-
tonien (S) et d’étudier les solutions qui sont proches de cette solution particuliére. Le
comportement de ces solutions est dicté par une équation différentielle linéaire, I’équation
variationnelle le long de la solution X,. On peut alors réduire 1’ordre de cette équation
et obtenir 1’équation normale variationnelle & laquelle on associe un groupe de Galois
différentiel G. Le théoréme de Morales-Ramis donne une condition nécessaire portant
sur le groupe G pour que le systéme (S) soit complétement intégrable.

Théoréme de Morales-Ramis (version simplifiée) : Soit (S) un systéme hamilto-
nien et X, une solution particuliére. Soit (£) I’équation normale variationnelle de (S) le
long de la solution X et soit G' son groupe de Galois différentiel. Si le systéme hamil-
tonien est integrable le long de X, alors la composante connexe de l'identité du groupe
de Galois de (F) , notée G, est un groupe abélien.

On en déduit le critére suivant : ‘G° non abelien = (S) non integrable’.
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Nous illustrons Papplication de ce critére a travers 'exemple de Hénon-Heiles ([2]).
Nous montrons en quoi ’étude de I'espace des solutions de I’équation normale variation-
nelle (équation dépendant de paramétres) permet de fournir des renseignements sur le
caractére non abélien de G°. Considérons I'hamiltonien

1 1 1
Le systéme hamiltonien est
Q1 1
02 _ D2
P —q; — 543
D2 - (a(h - 1) q2
Une solution particuliére est Xo(t) =" (;—26, 0, %, 0) . Nous en déduisons I'équation va-
riationnelle le long de la solution X,
0 0 10
0 0 01
h = h
20 00
0 14+% 0 0
puis ’équation normale variationnelle
6a

La(y(®)) = y"(t) = (L + 73 )y(t) = 0.

Nous sommes ici en présence d’une équation qui a pour seuls points singuliers zéro et
I'infini ; une petite étude annexe permet de montrer que la composante connexe de 'iden-
tité dans le groupe G de I'équation est abélienne si, et seulement si, le groupe G est lui
méme égal au groupe multiplicatif. Ceci est encore équivalent a dire que l'espace des
solutions de 1’équation normale variationnelle est engendré par deux solutions exponen-
tielles. Nous sommes donc ramenés a chercher des conditions nécessaires et suffisantes
sur le paramétre a pour que ’équation normale variationnelle ait deux solutions z(t) dont

les dérivées logarithmiques (%) soient rationnelles, c’est a dire deux solutions vérifiant

Z(t)
2(t)

avec Py, Py parties exponentielles en zéro et 'infini, et ¢ polyndme.
Dans le cas non paramétré, il existe des algorithmes (Beke, Van Hoeij, ... ) pour calculer
les solutions exponentielles. Nous allons adapter le calcul de ses solutions a notre cas
paramétré. Cette étude se fait en trois étapes.

1. Les parties exponentielles Fy et P, au voisinage des points singuliers zéro et 'infini
sont :

Py(t) = B avec p§ — po — 6a = 0(1)

Py (t) = pso avec p2, — 1 =10(2)

= Po(t) + Pyo(t) +




2. L’équation vérifiée par ¢ est :

tq"(t) + 2 (Poct + p0) ¢'(t) + 2PoPecq(t) = 0

La relation de récurrence satisfaite par les coefficients de > ¢t est :
2Poo(i + po)gi + (i + 1) (4 + 2po)git1 = 0

Nécessairement le degré de g est égal a —py et sa valuation est nulle. Une condition
nécessaire pour que ¢ soit un polynéme est donc :

—Po € N(3) .

La difficulté ici est que le degré dépend du paramétre, donc on ne peut le borner et cal-
culer les coefficients du polynome. Cependant, comme la relation de récurrence satisfaite
par les coefficients de ¢ est une relation de récurrence a deux termes, on peut montrer
que cette condition nécessaire (3) est aussi suffisante.

3. D’apreés (1) et (3), 'équation normale variationnelle a une solution exponentielle si,
et seulement si, il existe k dans Z tel que a = kQTJ’k. De plus, d’aprés (2), cette condition
sur a est aussi nécessaire et suffisante pour avoir deux solutions exponentielles (linéaire-
ment indépendantes). Ces deux solutions sont du type t=99@etq (1) et t=99(@2)e~tgy(t)

En conclusion, si a ne s’écrit pas sous la forme k%k ou k est un entier, alors nous
avons une obstruction a I'intégrabilité du systéme ; sinon, nous ne pouvons rien conclure.
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Une équation de Schrodinger non linéaire stochastique

Anne de Bouard et Arnaud Debussche

L’équation de Schrodinger non linéaire est 'un des modéles de base pour décrire
la propagation d’ondes non linéaires dans les milieux dispersifs. Elle intervient dans de
nombreux domaines de la physique, tels que les ondes hydrodymamiques, ’optique non
linéaire ou la physique des plasmas. Dans certaines circonstances, le caractére aléatoire
du milieu doit étre pris en compte, avec en général des échelles de temps caractéristiques
négligeables devant les échelles de temps des phénomeénes déterministes. Il est donc bien
souvent naturel que la dépendance en temps des termes aléatoires intervenant dans
I’équation soit de la forme “bruit blamc”, tandis que ces termes aléatoires peuvent étre
corrélés en espace, ou non. De plus, un tel terme aléatoire peut intervenir dans I’équation
sous la forme d’un bruit additif (une force extérieure) ou d’un bruit multiplicatif (c¢’est
le cas par exemple d’un potentiel aléatoire).

Dans une premiére partie de 'exposé, on étudie le caractére bien posé dans L?(R™)
d’une équation de Schrodinger non linéaire avec un potentiel aléatoire. Lorsque ce po-
tentiel ne dépend que de la variable temporelle, il peut facilement étre éliminé par une
transformation de jauge, et n’a pas d’effet sur la dynamique du systéme, dans le sens
ou le bruit n’affecte que la phase des solutions. Dans certaines situations cependant, le
bruit dépend a la fois des variables spatiale et temporelle. Un tel modéle a par exemple
été propose par Bang et. al. [1], pour modéliser la propagation d’une excitation dans
certains agrégats moléculaires en présence de fluctuations thermiques. Dans ce cas, le
potentiel peut étre un bruit blanc en temps et I’équation s’écrit alors sous la forme

dz .

i (Az+12]*2) =9z, x €R", t >0, (1)
ol z est une fonction a valeurs complexes de t € RT et de z € R™ et ou o = 1. De plus,
7 est un processus gaussien a valeurs réelles dont la fonction de corrélation est donnée
par

E@(z, )iy, s)) = clz, y)o(t —s) .

Le cas particulier ¢(x, y) = §(z —y) correspond au bruit blanc espace-temps, mais ce
cas est particuliérement difficile a traiter mathématiquement, et on considére en réalité
des fonctions de corrélation spatiale plus réguliéres.

Le produit apparaissant dams le membre de droite de (1) doit également étre inter-
prété correctement. Deux types de produits sont classiquement utilisés pour les processus
stochastiques. Le produit d’'Ito est probablement le plus courant en mathématiques car
il permet 1’utilisation de puissants outils probabilistes. Le produit de Stratonovitch est
souvent plus naturel en physique, et intervient par exemple dans les équations obtenues
comme limites d’équations aléatoires avec des longueurs de corrélations finies. Ce dernier
produit permet également l'utilisation des régles de calcul classiques de différentiation

11



de fonctions composées. Une équation de Stratonovitch est toujours équivalente a une
équation d’Ito dans laquelle on a ajouté un terme correctif. Le produit intervenant dans
I'équation (1) est un produit de Stratonovitch, le seul qui permette la conservation de la
norme L? (en espace) de la solution (cette conservation de la norme L? est motivée par
des arguments physiques).

On donne maintenant une définition mathématique de 7 et de I’équation de Ito équi-
valente & (1). Soit (£2, F, P) un espace probabilisé, muni d’une filtration (F;):>0, et soit
(Bk)ken une suite de mouvements browniens indépendants associés a la filtration (F;)i>o.
Etant donnée une base hilbertienne (e;,)ren de L? (R™, R) (espace des fonctions de L2
a valeurs réelles), et étant donné un opérateur linéaire symétrique ® sur L? (R™, R), le
processus

Wi(t, z, w) Zﬁktwq)ek x),t>0, xR we

est un processus de Wiener sur L2 (R™,R) , d’opérateur de covariance ®®* On pose alors

. dW
77 - dt Y
et I’équation (1) est réécrite sous la forme
idz — (Az+ f (|2]?) 2) dt = z 0 dW (2)

ou 0 désigne le produit de Stratonovitch et f(s) = s7 L’équation Tto équivalente est alors
donnée par

idz — (Az+ f(|22)2)dt = zdW — %z’zF@dt. (3)

La fonction Fg dams la correction d’Ito ne dépend que de P, et plus précisément,
oo
Z (Pey(z))?, » € R,
k=0

cette quantité ne dépendant pas de la base (ex)ren. Par exemple, si Vopérateur ® est
donné par un noyau K a valeurs réelles, alors

Fy(z) = |K(x, ')‘%Q(Rn)'

Pour obtenir I'existence et 1'unicité d’une solution de (3), associée a la condition initiale
2(0) = zp, on utilise un argument de point fixe sur la formulation intégrale de 1’équation.
Le caractére multiplicatif du bruit considéré empéche de résoudre ’équation trajectoire
par trajectoire et nécessite de se placer dans un espace du type L?(€2, £) . Un argument
de troncature est alors nécessaire a cause du fait que le terme non linéaire n’est pas
lipschitzien. Si par exemple ® est donné par un noyau KC vérifiant

K e L*(R" xR R)N L** (R} L* (R);R)),
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I'argument de point fixe peut étre mené a son terme, sous réserve que o < min(%, ﬁ)

On retrouve le fait que cette solution est solution de I’équation originale grace & une
estimation de la solution de I’équation tronquée dans I'espace L'(2; L7(0, T; L4(R™))) ,
estimation dont la difficulté est due a la présence de l'intégrale stochastique.

Dans une seconde partie, on étudie ’explosion en temps fini des solutions d’une équa-
tion de Schrédinger non linéaire stochastique avec un bruit additif complexe, beaucoup
plus corrélé spatialement que le précédent. Cette équation s’écrit

idz — (Az + |2*72)dt = dW, (4)

ou comme précédemment, W est un processus de Wiener d’opérateur de covariance
®P*, mais qui cette fois est défini a I’aide d’une base hilbertienne de L?(R™) a valeurs
complexes. Le résultat d’existence précédent est toujours valable pour ’équation (4), et si
'on suppose que l'opérateur @ est plus régulier (par exemple que ® est Hilbert-Schmidt
de L*(R") a valeurs dans I’espace de Sobolev H*(R") avec s = 1+ %), et sio < -2,
alors on peut montrer 'existence locale de solutions de cette équation, a valeurs presque
sirement dans C ([0,7]; H'(R™)), ou T est un temps aléatoire. On montre alors que
I’énergie E; des solutions croit au plus linéairement en temps et on généralise le calcul
de viriel déterministe -c’est-a-dire le calcul de I’évolution en temps du moment d’inertie

JRCECDRE

d’une solution en fonction de Iénergie E;(z(0)) . Ceci nous permet d’obtenir 1’explo-
sion en temps fini de certaines solutions, lorsque la puissance du terme non linéaire est
surcritique, c’est-a-dire lorsque o > 2/n, au sens suivant : si

E(E1(2(0)) < =€ <0,

pour une constante C' qui ne dépend que du bruit (de I'opérateur de covariance ®), alors
il existe un temps 7 fini tel que

E(||z()||51) — oo, lorsque t — T*

A T'aide d’un argument de controle déterministe et en utilisant I'irréductibilité du semi-
groupe de transition associé a I'équation (4), on montre que ce résultat est en fait vrai
pour toute donnée initiale, et que de plus T peut étre choisi totalement arbitrairement :
ainsi I'espérance de la norme H! des solutions n’est jamais finie bien que ces solutions
existent trajectoriellement sur un intervalle de temps aléatoire, c’est-a-dire qu’a w fixé,
la solution z(t, ., w) existe et appartient & H'(R") sur [0, 7*(w)[.
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Théoréme de Brownawell-Waldschmidt
en caractéristique finie

Sophie Dion

Introduction :

On rappelle qu'un nombre complexe est dit algébrique sur @Q, s’il annule au moins
un polynéme non nul & coefficients dans Q. Dans le cas contraire, on dira qu’il est
transcendant. Plus généralement, on dira que n nombres complexes sont algébriquement
dépendants sur Q, s’ils annulent au moins un polynéme non nul en n variables a coef-
ficients dans Q. Dans le cas contraire, on dira qu’ils sont algébriquement indépendants
sur Q.

Depuis longtemps, on s’attache & montrer des résultats de transcendance. Ainsi, en
1873, Hermite montrait la transcendance de e; en 1882, Lindemann prouvait celle de
m.A la méme période, on obtenait le théoréme de Lindemann-Weierstrass :

Soient aq, ..., a, € C, algébriques sur Q, et linéairement indépendants sur Q. Alors,
..., e’ sont algébriquement indépendants sur Q.

Plus récemment, en 1996, Y. Nesterenko a prouvé que 7 et €™ sont algébriquement
indépendants sur Q. En revanche, on ne sait toujours rien concernant l'indépendance
algébrique de e et m. Notre intérét porte ici, sur le théoréme suivant, prouvé indépen-
damment par W.D. Brownawell [1] et M. Waldschmidt [5] en 1971 :

Théoréme 1 -Soient x1 et xo (respectivement y1 et y2) des nombres complexes linéai-
rement indépendants sur Q tels que €21 et €22 sont algébriques sur Q, alors deux au
moins des nombres

e

T1Y1 T2Y1
T1, T2, Y1, Y2, € , €

sont algébriquement indépendants.

Nous donnons un théoréme analogue, dans un corps de caractéristique finie que nous
allons définir.
Définition du cadre :

Soit p un nombre premier et ¢ une puissance de p. On note A =I'[T],k = L',(T) son
corps des fractions, et koo = [',((1/7)) le complété de k pour la valuation 1/7T-adique
que I'on prolonge a une cloture algébrique k (resp. ks) de k (resp. de k). On note
encore C' = (koo)oo le complété de k. On sait alors que C' est algébriquement clos. La
valuation précedente se prolonge a C' et la valeur absolue d’un élément de C est définie
de la maniére suivante :

Va € C, |a] = ¢ = ¢98(@) ayec deg(0) = —oo.
On note 7 : z — 2 'endomorphisme de Frobenius défini sur C, et k{r} = {d_"  a;7'|n €
N,a; € k Un module de Drinfeld de rang d > 1 défim sur & est un homomorphisme
d’anneaux ¢ : I',[T] — k{7} tel que :
o(T) =T71° + 7+ ... 4 7477,
ot 74 # 0. Il existe alors une unique fonction exponentielle e caractérisee par :

e'(0) =1 et Va € A, e(az) = p(a)(e(z)).
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Le noyau de cette exponentielle est un A-module libre de rang d, c’est le réseau des
périodes noté A. On notera R, 'anneau des multiplications de A défim par :

RAI{’)/E C”}/ACA}

C’est un A-module auquel on peut prolonger ¢. On note ky le corps des fractions de Ry,
c’est une extension de degré au plus d de k. Le tableau suivant donne les analogies entre
la caractéristique nulle et la caractéristique finie :

en caractéristique 0 en caractéristique p

Y/ A=TF,T]

Q k= IFQ(T)

R koo =F,((1/T))

C C=(kso)oo

exp e
Enoncé :
Théoréme 2 -Soient x1, ..., v, € C, kx-lineairement indépendants, soient de méme
Y1, - -, Y, C, k-lineairement indépendants. On suppose que pour i =1, ..., u,e(x;y,) est
algébrique sur k.

Sivp > v+ dp alors deuzr au moins des nombres x;,y;, e(x;y;) (pour i =1,..., p et

j=1,...,v) sont algébriqguement indépendants sur k.

plan de preuve - On montre que 'on peut supposer que, pour tout a dans A, les
coefficients ¢;(a) de ¢(a) = D1, i(a)T" sont dans Ala], et que, pour i =1, ..., u, on
a Ae(z;y,) € Alal, ot a € C est algébrique sur k, entier sur A, et A appartient a Ala].
On suppose le théoréeme 2 faux. On peut supposer comme précédemment, sans se re-
streindre, que les nombres z;,y;, e(x;y;) pour ¢ =1, ..., pet j =1,.. ., v —1 sont
dans L = k[a](01)[05], ou 01 € C est transcendant sur k[a] et 0 € C est algébrique sur
k[a](6y) , entier sur Ala, 60y].

La preuve se fait alors en quatre étapes. Dans la smte, les C; > 0 seront des constantes
ne dépendant pas de ¢, et m, go, g1, g2, s sont des fonctions de N dans R™, que nous
n’expliciterons pas ici.

- Premiére étape : Pour chaque t € N, on construit une fonction entiére F(z) =
Py(z,e(x12),...,e(z,2)) ou P = ZXpXXSCO .. X" avec p, € Alfy], et :
degy, () <m(t)et sii#0 degy, (P) < go(t)
degy (py) < Cim(t)logm(t) et degy, (py) < Cam(t)

et F' gannule au moins & 'ordre m(t) en les points a1y + ... + a,y, ol a; € A tels que
la;)] < gi(t)sii=1,...,v—1et |a,] < galt) .

- Deuxiéme étape : Par un lemme de zéro (L. Denis [2]), on montre que si F' s’annule
a l'ordre M en les a1y + ... + a,y, introduits précédemment, alors :
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- Troisiéme étape : On utilise un lemme de Schwarz ([6] lemme 2.3), pour montrer
que, pour un certain By > 0 :

sup{deg(F(z)) | degz < Bylog(m(t))} < Cys(t).

- Quatriéme étape : Soit so le plus grand entier tel que £’ s’annule & 'ordre syg — 1 en
les a1y1 + ... + a,y, introduits précédemment. Alors il existe y = >0 a;y; tel que
le coefficient de Taylor de F(z 4+ y) a l'ordre so soit non nul. Ce coefficient est dans
k[a](61)[0s], on le multiplie par un dénominateur pour obtenir Y; € Ala, 01, 65]. On
note N I'application norme de l'extension finie k(0;) — k[a](61)[fs]. Ainsi, N(Y;) =
P,(01) € Alt,]. Grace a la premiére étape, on obtient une majoration du degré de P,
et des degrés (en T') de ses coefficients. La troisiéme étape nous donne une majoration
de |Py(01)]. Le polynome P; et le nombre 0 vérifient ainsi les hypothéses d’un critére
de transcendance (cf [4]), qui affirme alors que pour t assez grand, P:(61) = 0, ce qui
contredit la transcendance de 6.

Cas particulier :
On considére le cas du module de Carlitz, ot d = 1, ¢.(T) = T7° + 7!. Son exponen-
tielle e. vérifie alors :

Vz €C, e.(Tz) =Te.(2) + e.(2)1.

Le réseau des périodes est A = 7TA. Les théorémes d’Hermite et de Lindemann sont
démontrés en caractéristique finie, ¢’est-a-dire que 7 et e.(1) sont transcendants sur k.
A. Thiery a prouvé le théoréme de Lindemann-Weierstrass pour les modules de Drinfeld.
Ici, le théoréme 2 a le corollaire suivant :

Corollaire - Soient x1,x2 (resp. y1,y2) € C, A-linéairement indépendants. On suppose
que e.(x1Ya) et e.(x2ys) sont algébriques sur k, alors deur au moins des nombres z;, y;,
ec(z;y;) (pour i, =1 ou 2) sont algébriquement indépendants sur k.
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Une formulation mixte en rotation potentiel vecteur convergente
pour le probléme de Stokes stationnaire tridimensionnel
Bilan des principaux résultats de these

Muriel Duloué

Depuis les années 70, le probléme de Navier-Stokes stationnaire fait ’objet de nom-
breuses études mathématiques. Ce probléme issu de la Mécanique des Fluides régit I’écou-
lement d’un fluide visqueux, newtonien, homogéne et incompressible soumis a des forces
extérieures. Lorsque le mouvement du fluide est suffisamment lent, ces équations se sim-
plifient et portent le nom de systéme de Stokes.

Cette thése est dédiée a I'étude de ces problémes physiques formulés a partir de
deux nouvelles inconnues non usuelles, la rotation et le potentiel vecteur, lesquelles sont
directement liées a la vitesse du fluide considéré.

L’originalité des résultats théoriques obtenus porte sur trois points précis.

i) Tout d’abord, on travaille sur un ouvert borné simplement connexe de R* a frontiére
connexe polyédrique auquel, a priori, le caractére convexe n’est pas imposé.

ii) Ensuite, on présente une formulation mixte en rotation potentiel vecteur (equiva-
lente a celle en vitesse-pression) qui repose sur une décomposition de la rotation en une
partie reguliére et une partie harmonique. On développe une méthode conforme d’ap-
proximation basée sur les élements de plus bas degré de Nédélec, laquelle se révéle incon-
ditionnellement convergente. La partie réguliére est traitée classiquement tandis qu’une
perturbation de type stabilisation est introduite dans la formulation discréte standard de
la partie harmonique. On obtient des résultats numériques plus précis que ceux donnés
par les méthodes classiques. On présente les estimations a priori et a posteriori.

iii) Enfin, les propriétés de convergence mises a jour permettent de maitriser le terme
convectif non-linéaire des équations de Navier-Stokes en vertu de la théorie d’approxi-
mation de branches de solutions non singuliéres de Brezzi, Rappaz et Raviart.

Ce travail est une extension a la dimension trois des résultats bidimensionnels de Mo-
hamed Amara et Christine Bernardi. A cette présentation réductrice, il faut néanmoins
préciser que le probléme de Stokes tridimensionnel formulé en rotation potentiel vecteur
s’écrit sous une forme totalement différente de celui en dimension deux (ce dernier est
un probléme scalaire). Ainsi, le cadre fonctionnel associé au probléme tridimensionnel
n’est pas classique et a di faire 'objet d’une étude précise.

Références

[1] R.A. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press (1975).

[2] M. Amara, C. Bernardi, M. Benyounes, Error indicators for the Navier-Stokes equa-
tions in stream function and vorticity formulation, Numerische Mathematik 80 (1998),
181-206.

19



[3] M. Amara, F. Dabaghi, An optimal C° finite element algorithm for the 2D biharmonic
problem, Internal Report INRIA 3068 (1996).

[4] C. Amrouche, C. Bernardi, M. Dauge, V. Girault, Vector potentials in three- dimen-
sional non-smooth domains, Mathematical Methods in Applied Sciences, vol. 21, n°9
(1998), 823-864.

[5] A. Bendali, J-M. Dominguez, S. Gallic, A variational approach for the vector po-
tential formulation of the Stokes and Navier-Stokes problems in three-dimensional
domains, J. Math. Anal. Appl. 107 (1985), 537-560.

[6] C. Bernardi, V. Girault, Y. Maday, Mixed spectral element approximation of the
Navier-Stokes equations in the stream-function and vorticity formulation, IMA J. Nu-
mer. Anal. 12 (1992), 565-608.

[7] F. Dubois, Discrete vector potential representation of a divergence - free vector field in
three-dimensional domains : numerical analysis of a model problem, STAM J. Numer.
Anal. 27 (1990), 1103-1141.

[8] M. Duloué, Analyse Numérique des Problémes d’Ecoulement de Fluides, Ph. D. The-
sis, Université de Pau et des Pays de ’Adour France, (janvier 2000).

[9] V. Girault, P.-A. Raviart, Finite Element Methods for the Navier-Stokes Equations,
Theory and Algorithms, Springer-Verlag (1986).

[10] J.-C. Nédélec, A new family of mixed finite elements in R®, Numerische Mathematik
50 (1986), 57-81.

[11] J.-C. Nédétec, Elements finis mixtes incompressibles pour 1’équation de Stokes dans
R? |, Numerische Mathematik 39 (1982), 97-112.

[12] J. Peetre, Another approach to elliptic boundary problems, Pure Appl. Math. Sci.
14 (1961), 711-731.

[13] V. Ruas, On formulations of vorticity systems for a viscous incompressible flow with
numerical applications, ZAMM Z. Angew. Math. Mech. 74- 1 (1994), 43-55.

[14] R. Temam, Theory and Numerical Analysis of the Navier-Stokes equations, North-
Holland (1977).

Duloué Muriel

Université de Pau et des Pays de I’Adour
Batiment I.P.R.A.

Avenue de I’Université

64000 Pau

France

Muriel.Duloue@wanadoo.fr

http ://perso.wanadoo.fr/muriel.duloue

20



Au sujet des abus de langages en informatique

Dominique Duval

Résumeé.

Les langages informatiques comportent de nombreux abus, c¢’est-a-dire des situations ou
les régles qui permettent d’écrire les programmes ne suffisent pas a décrire le sens de ces
programmies : la syntaxe et la sémantique ne concordent pas. C’est le cas, par exemple, des
“effets de bord”, susceptibles de modifier I’état d’'une machine, sans que cela apparaisse
clairement dans I’écriture du programme. Dés qu’on souhaite appréhender 'informatique
sous un angle théorique, ces abus de langages s’avérent trés génants, et il est tentant de
les supprimer, en se ramenant & une situation complétement explicite ol syntaxe et
sémantique concordent parfaitement. Cependant, ces abus de langages fournissent des
informations intéressantes : typiquement, ce qui est caché est d’une autre nature que ce
qui est montré, et en montrant tout on perd ce type d’informations.

Dans cet exposé, nous présentons un travail fait avec Christian LAIR (Université
de Paris 7), qui montre que trés souvent, en fait, ces abus de langage sont organisés
selon une structure algébrique précise. On peut alors, pour les expliciter, utiliser une
construction algébrique voisine d’un produit tensoriel. Mais surtout, il devient possible
de prendre en compte directement les aspects implicites des langages informatiques, dans
un formalisme algébrique adapté.

Spécifications.

L’approche de la théorie des esquisses, comme ’approche (plus classique en informa-
tique) des spécifications algébriques, est essentiellement graphique. Plutot que d’utiliser
des formules logiques, cette approche fait appel a des graphes orientés, enrichis par de
la composition de fléches, des équations entre fleches, et des contraintes permettant de
traduire des propriétés non équationnelles (et qui, techniquement, sont aussi constituées
de graphes). Un tel “graphe enrichi” est une esquisse, au sens de C. Ehresmann [Ehres-
mann 66|, |Ehresmann 68|, ou, plus généralement, une trame, au sens de C. Lair |Lair
87]. Une trame est une donnée formelle, ou syntazigue, dont le sens, i.e. la sémantique,
est fourni par une (ou des) réalisation(s). La plupart du temps, une telle réalisation est
ensembliste, c’est-a- dire qu’elle interpréte chaque point du graphe comme un ensemble,
chaque fléche du graphe comme une application, et ainsi de suite, de facon cohérente :
la notion de foncteur entre catégories est sous-jacente a cette notion. Ces questions sont
traitées dans |guidel].

La notion d’état.

A titre d’exemple, considérons la notion d’état en informatique. Pour plus de précisions,
et un exemple détaillé, on pourra se reporter a [state|. Il y a plusieurs fagons de spécifier
cette notion. En gros, ces méthodes peuvent étre réparties en deux familles, selon que
Iétat y est explicite ou implicite.
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Une spécification avec état explicite est une trame S qui comporte un point distin-
gué. Sa sémantique est fournie par une réalisation ensembliste de S**, dans laquelle le
point distingué est interprété comme ’ensemble des états de la machine considérée. Il
s’agit donc d'une spécification tout-a-fait classique, mais souvent confuse. et dont il est
difficile d’extraire une bonne notion de programme.

Une spécification avec état implicite est composée, entre autres, d’'une trame S, Mais
celle-ci ne comporte aucun point pour représenter I’état, et ses réalisations ensemblistes
n’ont aucun sens. Cependant, la trame S fournit une bonne notion de programme,
et les états de la machine peuvent étre vus comme des réalisations ensemblistes d’une
partie de S, D’autre part, c’est une réalisation non ensembliste de S'™ qui en donne
la sémantique. Pour définir précisément cette réalisation, il faut fournir des informations
supplémentaires.

Une spécification avec état implicite est donc formée d'une trame S et d’autres
composants. C’est une mosaique, au sens de |[guide2|. Les autres composants servent a
préciser la nature de la réalisation qui fournit la sémantique de la trame S™. Pour cela,
on utilise encore des trames K(i) (ou ¢ parcourt une certaine famille d’indices).

Le produit en ruban.

Considerons une mosaique avec état implicite, comportant une trame S et des trames
K(7) . Un résultat fondamental est que :

En regroupant convenablement toutes les trames qui composent une mosaique avec
état implicite, il est possible de retrouver la trame avec état explicite S

Cette construction s’appelle le produit en ruban, et ce résultat montre que le produit en
ruban est, en fait, une forme de produit tensoriel [guide2|.

Conclusion.

Les trames fournissent un outil de spécification bien adapté aux situations explicites,
c’est-a-dire essentiellement a la programmation fonctionnelle. Pour traiter de la pro-
grammation impérative, ainsi que de divers autres aspects implicites des langages infor-
matiques, nous proposons un second outil de specification : les mosaiques. Le lien entre
les deux approches est fourni par le produit en ruban, qui permet d’expliciter les aspects
implicites par une construction algébrique proche du produit tensoriel.
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Vitesse de convergence en théorie des probabilités

Christine Fricker

Le but de 'exposé est de présenter les problémes et les résultats classiques liés a la
vitesse de convergence vers ’équilibre de processus de Markov finis en les illustrant par
des exemples de marches aléatoires sur des graphes, puis de les appliquer a 1’étude d’un
modéle issu des files d’attente, le modéle d’Erlang, qui a fait 'objet d’un travail commun
avec Philippe Robert et Danielle Tibi [5].

Soit (X,) une chaine de Markov irréductible apériodique sur un ensemble fini E
d’unique mesure d’équilibre 7 = (7;),c -

Question : Quel est le temps d’atteinte de I’équilibre, i.e. a partir de quel n peut-on
approximer la loi de X, par 77

Ce probléme est intéressant si la mesure d’équilibre a une expression simple alors
que les probabilités transitoires de la chaine, utiles en pratique, sont difficiles a calculer.
L’exemple de référence sera le suivant.

Définition : Une marche aléatoire sur un graphe G est une chaine de Markov sur GG
telle que la transition de x a y se fait avec probabilité p(z,y) = di si y est voisin de x,0
sinon, d, étant le degré de x ou nombre de voisins de .

Si G est de degré constant, comme le tore Zy ou I’hypercube {0, 1}" considérés dans
la suite, la mesure d’équilibre est uniforme.

Soit d(t) I’écart entre la probabilité & 'instant ¢ et la mesure d’équilibre, plus préci-
sément
def
£ P,(t) —
d(t) = max [ P.(t) — 7,
ou P.(t) est la loi de X(¢) quand X (0) = x et la norme utilisée est la norme en
variation totale définie pour A, et p deux mesures sur I’ensemble fini £ par

2

IA = il = sup IACA) = ()] = 5 37 e = .
ACE el
En général, d(t) a un comportement typique : Remarquons que d(t) € [0, 1]. Pendant un
certain temps P, () reste loin de la mesure d’équilibre 7 et d(t) est proche de 1, puis
'équilibre s’installe en un temps trés court et d(t) devient voisin de 0. On définit ainsi
le temps d’atteinte de 1’équilibre 7, = inf{t > 0,d(t) < 1/e} ou la valeur de la constante
arbitraire 1/e dans 0, 1[ importe peu. Par ailleurs un résultat de Doeblin donne une

décroissance exponentielle de t — d(t)

d(t) < Ce '™,
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T, étant appelé temps de relaxation. La vitesse de convergence vers I’équilibre est mesurée
par ces deux quantités. On s’intéresse aux grands systémes ou |E| est une fonction
croissante d’'un NV grand. On veut obtenir le comportement asymptotique des bornes de
dy(t) et des temps de relaxation et d’atteinte de I’équilibre. Pour certaines chaines de
Markov, la décroissance vers I'équilibre se fait de faA§on brutale (voir Diaconis [3]) au
sens suivant.

Définition : On dit qu’une suite de chaines de Markov (XT]LV) posséde la propriété de
cut-off pour (ay) si et seulement si

lim dN (taN) =
N—+oo

1 sit<l1
0 sit>1

Les méthodes pour estimer d(t) sont de trois types :

Géométrie (voir Diaconis et Strook [4]).

Si la chaine de Markov (ou le processus de Markov) de matrice de transition (p(z,y))
est réversible i.e. (m,p(x,y)) est symétrique, de valeurs propres par conséquent réelles
comprises entre —1 et 1, 1 est valeur propre et on note (3; la deuxiéme plus grande valeur
propre. La proposition suivante donne que 77! est exactement 1 — 3y, dit trou spectral.

Proposition

1 /1-—
12:(t) = =ll,, < 5 (—Z()x)e_(l‘ﬁl)t, r € E,teRY.
T

La majoration de d(t) passe donc par le calcul de (i, qui peut étre obtenu par le
principe de Rayleigh-Ritz. Remarquons que la connaissance de j; seul ne suffit pas a
majorer d(t), ni & avoir une borne sur 7.

Pour le tore et ’hypercube, on a une expression exacte des valeurs propres et 3V =
cos 21t /N (respect. 1—2/N). La proposition ci-dessus montre que dy () < v Ne 27 /N° /2
d’ou 7V < N?log N/ (47%), respectivement dy(t) < 2V~ 1e=2/N d'ou 7V < N2%(log 2) /4.

Analyse de Fourier (si £ est un groupe) (voir Diaconis [2])

Définition : Si p = (pg)geG est une probabilité sur (G,+) groupe commutatif fini, on
appelle fonction caractéristique de p et on note p la fonction définie sur 'ensemble des
caractéres x de G, c¢’est-a-dire des homomorphismes de (G, +) dans (Cx,.), par

PO) =D x(9)p,-

geG

Proposition : Pour toute loi p sur G, si 7 est la loi uniforme sur G,

1 .
lp = 7llee < 3 D IBOOP.

z#1
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En déterminant les caractéres et en utilisant cette proposition, pour le tore et pour
I’hypercube, on obtient de meilleures estimations de dy(t)

1/2(cos(m/N))" < d(t) < /3/2(cos(m/N));
dn(t) < 5 (exp (N +1)exp (—5) — 1)

qui conduisent & de meilleures bornes pour le temps d’atteinte de 'équilibre en N2,
respectivement N (logN')/4, qui en est en fait un équivalent.

Probabilités
Elle est basée sur le couplage (voir Aldous [1]).

Deéfinition : On dit qu’il y a couplage avec le processus stationnaire si on peut construire

deux processus de Markov (X(t)) et (X(f)) de méme matrice de transition tels que

Xo=z€ E,Xo~mtels quesi T =inf{t > 0, X(t) = X(t)} alors X(t) = X(¢)sit >T.
On peut borner d(t) a I’aide du temps de couplage T" avec la trajectoire stationnaire :

d(t) < P(T > t).

Pour le tore et I’hypercube, on obtient des bornes du méme ordre que par ’analyse de
Fourier pour le temps d’atteinte de 1’équilibre en N2, respectivement N (logN)/2.

Nous terminons cet exposé par ’étude du modéle d’Erlang, utilisé pour modéliser un
central téléphonique. Soit (X (%)), le nombre de clients a Uinstant ¢ de la file M /M/N/N
de taux d’arrivée AN et de taux de service 1, processus de Markov sur £ = {0,..., N}
de mesure d’équilibre la loi de Poisson tronquée sur E. Le résultat principal donne un
majorant de dy(t) et 'existence d’un cut-off pour les 3 régimes possibles du modéle.

Proposition Si A < 1,dy(t) < Ne " et (Xn(t)) vérifie la propriété de cut-off pour
(logN)/2 et si A > 1,dn(t) < AN/2o—N(VA-1)%t
log(A/(A —1)).

Intuitivement, et des renormalisations le montrent, si A > 1, Xy (¢) reste voisin de N
et si A < 1( resp. A = 1), Xn(t) reste dans une zone [AN — av/N, AN + av/N] (resp.
[N —av/N, N]). Le temps d’atteinte de Péquilibre sera équivalent au temps d’atteinte de
N partant de 0 dans le cas A > 1, au temps d’atteinte de la zone partant de 0 dans les
autres cas.

vérifie la propriété de cut-off pour
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Sur 'invariant universel des 3-variétés de Le-Murakami-Ohtsuki
Catherine Gille

Les surfaces fermées orientées connexes sont classifiées par le genre. En dimension
3 en revanche, on n’a pas de classification compléte et la conjecture de Poincaré tient
toujours. Il est donc intéressant de construire des invariants des 3-variétés, probléme qui
peut étre lié a la théorie des noeuds (et entrelacs), comme nous l’expliquons dans la
premiére partie. Nous présentons ensuite un invariant récent des entrelacs -'invariant
de Kontsevich- ainsi qu’un invariant des 3-variétés qui en est issu -l'invariant de Le-
Murakami-Ohtsuki-.

1. Construction d’invariants des 3-variétés via la théorie des noeuds
Définition : Un entrelacs orienté & 1 composantes dans la 3-sphére S® est une sous
variété difféeomorphe a [ copies ordonnées du cercle S!, telle que chaque composante
est munie d’une orientation. On le note L = L; U ... U L;. Un entrelacs & une seule
composante s’appelle un noeud. On considére les entrelacs & isotopie pres.

Comme S? = R3 U {co}, on peut toujours regarder un entrelacs de S* dans R?
et le représenter par un diagramme dans le plan (image par une projection réguliére)
en gardant en mémoire les croisements, de maniére a ce que ce diagramme détermine
I’entrelacs a isotopie prés.

Exemple : Le diagramme CQ/Cg représente un entrelacs a 2 composantes.

Un entrelacs avec framing est un entrelacs orienté L tel que chaque composante
est munie d’une section de la projection ON (L;) — L; (a isotopie pres) ou ON (L;)
est le bord d’un voisinage tubulaire de L;. Cela revient a considérer chaque composante
comme un ruban St x [0, 1] et non plus comme un cercle S*. Un entrelacs avec framing
peut encore étre représenté par un diagramme dans le plan : il suffit de penser a chaque
courbe comme un ruban applati.

Exemple : Les diagrammes O et @ représentent le noeud trivial mais avec des

framing différents.

A partir de tout entrelacs avec framing de S3, on peut construire par chirurgie de Dehn
une 3-variété fermée orientée connexe, notée S3(L). On a les deux résultats fondamentaux
suivants :

Théoréme (Lickorish 1962) Pour toute 3-variété fermée orientée connexe M, il existe
un entrelacs avec framing L tel que M = S3(L).

Théoréme (Kirby 1978) S3(L) et S3(L') sont difféomorphes si et seulement si L et L'
sont reliés, a orientation prés, par une suite finie de mouvements élémentaires de types
sutvants, définis sur les diagrammes dans le plan :

KI:LHLH@, KI:LHLH@
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Conséquence des théorémes de Lickorish et Kirby : Soit maintenant un invariant
des entrelacs, c’est-a-dire une fonction I de I’ensemble des entrelacs dans un ensemble
quelconque. Si I passe au quotient pour les mouvements de Kirby K1 et KII et le
changement d’orientation d’une composante, on obtient un invariant des 3-variétés.

2. L’invariant de Kontsevich des entrelacs

Dans [2|, Le et Murakami ont construit un invariant Z(L) des entrelacs orientés
avec framing L qui généralise I'intégrale de Kontsevich des noeuds et est universel pour
les invariants de Vassiliev. L’existence de cet invariant est un théoréme difficile mais
nous voulons ici mettre 'accent sur le fait qu’il est calculable facilement a partir des
diagrammes des entrelacs.

Définition : Si X est une variété (abstraite) de dimension 1 compacte orientée, un dia-
gramme unitrivalent de support X est la variété X munie d’un graphe unitrivalent tel
que les sommets univalents sont sur X et les somiets trivalents sont munis d’une orienta-
tion (c’est-a~dire un ordre cyclique des sommets adjacents). Les diagrammes unitrivalents
sont regardés a homéomorphisme pres respectant les composantes de X, 'orientation de
X et Dlorientation des sommets trivalents du graphe. Le degré d’un diagramme unitriva-
lent est la moitié du nombre de sommets de son graphe. Dans une représentation plane
d’un diagramme unitrivalent de support X, on représente les composantes de X par des
lignes pleines et le graphe par des lignes pointillées. L’orientation des sommets trivalents
est donnée par le sens trigonométrique.

Exemple : est un diagramme unitrivalent de support Sl et de degré 3.

On note A(X) le Q-espace vectoriel engendré par les diagrammes unitrivalents de
support X, quotienté par certaines relations non détaillées ici. Ces relations respectent
le degré, ainsi A(X) est gradué. Si X = (), les diagrammes unitrivalents sont simplement
des graphes trivalents. A(()) est muni d’une structure d’algébre commutative graduée, le
produit étant donné par I’union disjointe.

Un g¢-tangle est un tangle orienté avec framing dont les extrémités sont des mots
non-associatifs. Tout entrelacs peut se décomposer en produit de g-tangles élémentaires

T; ‘X 5 \ \ ; m ; \\_j, TA et 1\1 et avec éventuellement des orienta-

tions différentes et ot chaque composante peut étre remplacée par plusieurs composantes
paralléles.
On définit :

+#([)-Te(])
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On définit aussi ce qui se passe lorsqu’on change 'orientation d’une composante d’un
g-tangle ou lorsqu’on double une composante (cf [2]). On peut alors calculer Z(L) €
A(IT;=;;S) pour tout entrelacs L a [ composantes.

exemple : 2 (()) = 2((7\) e 2(\_7) -
+...>:O+i +...eA(O)

3. L’invariant de Le-Murakami-Ohtsuki des 3-variétés

Z nest pas invariant par les mouvements de Kirby. Cependant, dans 4], Le, Mura-
kami et Ohtsuki ont construit une fonction explicite qui composée avec Z le devient, ce
qui fournit ainsi un invariant des 3-variétés. L’invariant obtenu (M) est un élément de
A((), lalgébre graduée des graphes trivalents. On a le résultat suivant :

Théoréme ([3]) Pour toute 3-variété M, QM) =1+ ﬂ)\(M) + O(2) ou by
est le premier nombre de Betti, \ l'invariant de Casson-Walker-Lescop ([5]) et ou O(2)
désigne des termes de degré > 2.

Alinsi, on sait interpréter le terme de degré 1 de I'invariant €2 mais on ne sait rien sur
le terme de degré 2. Pour avancer dans cette direction, 'idée est de le calculer pour les
sphéres d’homologie entiéres dont 'invariant de Casson est nul. Voici un résultat pour
une famille de telles variétés.

Théoréme ([1]) Soit K un noeud de framing trivial et soit K,, double non-twisté du
noeud K (n = £1). Alors : () (Mf(n) =1+ay(K)i H0(3) ot ay(K) est le coefficient
de degré 2 du polynome de Conway du noeud K.
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Inégalités pour la constante de temps
en percolation de premier passage

Régine Marchand

La percolation de premier passage a été introduite en 1965 par Hammersley et Welsh
comme modéle pour les matériaux poreux (voir aussi [K84| pour les principaux résultats).
Pour représenter le médium poreux, nous considérons le graphe Z?2, que nous munissons
de I'ensemble E des arétes joignant les plus proches voisins pour la norme |||, définie
sur R? par |(z,y)|li = |z| + |y|. Ces arétes modélisent les canaux microscopiques du
matériau susceptibles de laisser passer un liquide. Chaque aréte est alors munie d’un
temps de passage aléatoire t(e) représentant le temps nécessaire a la traversée de 1'aréte.

Nous supposons, pour la suite, que les (t(¢e)).cr, sont indépendants et identiquement
distribués. Notons F' leur fonction de répartition commune, sur laquelle nous faisons en
outre les hypothéses (H) suivantes : F' est de moyenne finie, son support supp F est
inclu dans R* et inf suppF = 1. Remarquons que F n’est pas supposée continue a
priori. Le support de F' désigne ici I’ensemble des points ol F' est strictement croissante,
c’est-a-dire 'ensemble des valeurs effectivement prises par le temps de passage .

Le temps de passage d’un chemin est la somme des temps de passage des arétes qui le
composent et le temps de passage t(z,y) entre deux points z et y de Z? est I'infimum
des temps de passage de tous les chemins joignant z & y, définition que 1'on étend
aux points de R? en considérant les plus proches voisins. Cette grandeur représente le
premier instant ol un liquide, injecté en x au temps ¢t = 0 atteindra le point y. Nous
nous intéressons en particulier a I’ensemble des points atteints a partir de l'origine au
temps n : A(n) = {z € R%,(0,2) < n}.

Ceci nous donne une description microscopique du milieu poreux. Afin d’en déduire des
informations macroscopiques, nous recherchons des propriétés asymptotiques pour ce
modeéle.

Question 1 Quel est, pour x fixé, le comportement de (¢(0,nx)),en ?

Des techniques de théoréme ergodique sous-additif permettent de prouver l'existence
d’une vitesse directionnelle :

t(0 Et(0
n—-+oo n nelN* n

cette convergence ayant lieu presque sAsrement et dans L'. L’application z — () est
une norme sur R?, on notera A sa boule unité et x4 = u((0,1)) sera appelée constante de
temps du modéle de percolation de premier passage associé a F.

Question 2 Quel est le comportement de (A(n))pen ?
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Si F' a de plus un second moment fini, Cox et Durret, dans [CD81], prouvent le théoréme
de forme asymptotique suivant :

A
Ve >0, P ((1 —e)AC % C (1 +¢)A pour n suffisamment grand ) =1.

L’ensemble A décrit donc le comportement des sites mouillés au temps n, renormalisé
par n : on 'appelle forme asymptotique du modéle de percolation de premier passage
associé¢ a F. C’est un ensemble compact convexe de R?, déterministe.

Question 3 Peut-on calculer p ou A en fonction de F'7

Le calcul de u, sans parler de celui de A, est un probléme ardu, non résolu pour l'instant.
Nous sommes donc particuliérement intéressés par les problémes d’approximation. Ainsi,
si (F),en converge faiblement vers F', un résultat de continuité de [CK81| assure que
(fn)nen tend vers p, et, en un certain sens, (Ay),.y tend vers A. Pourrait-on faire
mieux et trouver une approximation F', obtenue par troncature par exemple, ayant méme
constante de temps ou méme forme asymptotique que F'? Notre travail vise a répondre
a cette question, en étendant un résultat de Van den Berg et Kesten, dans [vdBK93|.
Nous 'exposons dans le cadre de la domination stochastique :

Définition : soit F' et F deux fonctions de répartition sur R telles que pour tout réel
t,F(t) < F(t); on dit alors que F' domine stochastiquement F. Si F' et F' sont de plus
distinctes, on dit que la domination est stricte.

Un couplage des deux fonctions de répartition permet dans ce cas de voir que g <
et A C A. Notre probléme se reformule en ces termes : peut-on trouver une fonction
de répartition F vérifiant les hypothéses (H) et une fonction de répartition F sur R™,
de moyenne finie, strictement dominée par F' et telle que it = 7 Notons p; le seuil de
percolation critique en percolation orientée sur les arétes de Z? (voir [D84]).

Théoréme 1 (de comparaison) Soit F' vérifiant (H) et telle que F(1) > p.. Soit F'
une fonction de répartition sur R, de moyenne finie, strictement dominée par F. Alors

< L.

Van den Berg et Kesten, dans [vdBK93|, ont prouvé le résultat analogue sous la condition
F(1) < pe. La suite s’organise de la faA§on suivante : dans un premier temps, nous
verrons comment 'hypothése F'(1) < p. intervient dans la démonstration de Van den
Berg et Kesten ; ceci nous conduira a étudier, dans le cas F'(1) > p. l'existence d’un bord
plat de la forme asymptotique A. Dans un deuxiéme temps, nous verrons comment la
détermination exacte de ce bord plat permet d’obtenir I'extension du théoréme de Van
den Berg et Kesten dans ce cas.

Détermination du bord plat de la forme asymptotique :

On suppose que F vérifie les hypothéses (H).
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Si F'(1) < pe, alors avec une grande probabilité, il n’existe pas, si = et y sont suffisamment
¢loignés, de chemin joignant z & y et comportant exactement ||y — x||; arétes de temps
de passage 1. En effet, un tel chemin constituerait un chemin ouvert orienté dans le
modeéle de percolation orientée sous-critique de parameétre F'(1). En utilisant un principe
de grandes déviations pour la percolation orientée sous-critique et un procédé de renor-
malisation, Van den Berg et Kesten montrent 1’existence de trois constantes strictement
positives 0, A, B telles que pour tous points z et y de Z? :

(R)P (t(z,y) < (1+0)lly — xll) < Aexp (=Blly — z[l).

Un couplage de F' et F permet alors d’utiliser Iexcédent on de temps le long du chemin
de temps de passage t minimal entre 0 et n pour modifier ce chemin de faA§on a ce
qu’il utilise, avec une grande probabilité, un nombre proportionnel & n d’arétes telles
que t(e) < t(e) — s, avec s > 0. On en déduit alors que ji < .

Si F(1) > P, le résultat (R) n’est plus vrai : il existe avec une probabilité strictement
positive, des chemins infinis orientés ne contenant que des arétes de temps 1. Le long
de ces chemins, on ne peut pas espérer, si inf suppF = 1, trouver des arétes telles que
t(e) < t(e)—s. La premiére étape consiste donc a déterminer les directions dans lesquelles
de tels chemins existent, c’est-a-dire les x de R? tels que pu(x) = ||z||;. Le résultat suivant

généralise un théoréme de Durrett et Liggett dans [DL81] :

Théoréme 2 (bord plat) Soit F vérifiant (H) et telle que F(1) = p > p. Alors la
forme asymptotique A du modéle de percolation de premier passage associée a F' est
incluse dans {z € R? ||z|; < 1} et admet un bord plat entiérement déterminé par la
masse affectée & 1 par F':

An{z e R ||z]; =1} N (RT x RY) = [M,, N,],

ou M, est le point de coordonnées (8,,1— 3,), N, est le point symétrique de M, par
rapport & la premiére bissectrice, 8, = % + f}—% et o, est la vitesse asymptotique dans le
modeéle de percolation orientée de paramétre p > p,. sur les arétes de Z? (voir [D84] pour
une définition). La preuve de ce résultat repose sur I'étude du modéle de percolation
orientée sous-jacent, et utilise un principe de grandes déviations en régime surcritique
ainsi qu’un procédé de renormalisation pour obtenir, dans les directions n’appartenant
pas au cone de percolation un analogue a (R).

Idée de la preuve du théoréme de comparaison :

La convexité de la forme asymptotique A assure que &+ > 3,. Cependant, nous aurons
w
besoin d’une inégalité stricte :

Théoréme 3 l% > 3.

Ce résultat assure que pour joindre 0 a n, le moyen le plus économique en temps n’est
pas d’essayer de n’utiliser que des portions orientées ne comportant que des arétes de
temps de passage 1, (et donc des portions dont la pente est dans le cone de percolation
du modéle de percolation orientee sous-jacent) mais soit d’utiliser des arétes de temps
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supérieur, soit d’utiliser plus d’arétes que le minimum indispensable. La preuve de ce
résultat utilise des techniques de chaA®nes de Markov et de temps d’arrét dans le
modéle de percolation orientée.

Le théoréme 3 assure, via un résultat de grandes déviations, que de grandes portions du
chemin de temps minimal entre 0 et n vont avoir une pente n’appartenant pas au cone
de percolation du modéle de percolation orientée sous-jacent. Le long de ces portions,
on peut alors construire, comme Van den Berg et Kesten, des raccourcis, ce qu’on ne
pourrait pas faire sur une portion comportant le nombre minimal d’arétes, et uniquement
des arétes de temps de passage 1. On en déduit alors le théoréme de comparaison.

Conclusion :

Le théoréme 1 peut s’étendre dans chaque direction n’appartenant pas au cone de per-
colation, ainsi qu’au cadre d’un ordre plus général sur les fonctions de répartition (voir
[vdBK93]). Par contre, les théorémes 2 et 3 utilisent fortement des techniques propres a
la dimension 2; une extension du théoréme de comparaison aux dimensions supérieures
nécessiterait I’étude de la percolation orientée en dimension supérieure a 3, et en parti-
culier la mise aux points de résultats de type grandes déviations.

Références

[vdBK93| Van den Berg, J., Kesten, H., Inequalities for the time constant in first-passage
percolation, The Annals of Applied Probability, (1993), vol 3, nl, 56-80.

[C80] Cox, J. T., The time constant of first-passage percolation on the square lattice,
Advances in Applied Probabilities, (1980), n12, 864-879.

|[CD81] Cox, J. T., Durrett, R., Some limit theorems with necessary and sufficient condi-
tions, The Annals of Probability, (1981), vol 9, n4, 583-603.

[CK81| Cox, J. T., Kesten, H., On the continuity of the time constant of first-passage
percolation, Journal of Applied Probabilities, (1981), n18, 809-819.

[D84] Durrett, R., Oriented percolation in two dimensions, The Annals of Probability,
(1984), vol 12, nd, 999-1040.

[DL81] Durrett, R., Liggett, T.M., The shape of the limit set in Richardson’s growth
model, The Annals of Probability, (1981), vol 9, n2, 186-193.

[HW65] Hammersley, J.M., Welsh, D.J.A., First-passage percolation, subadditive pro-

cesses, stochastic networks and generalized renewal theory, Bernoulli, Bayes, Laplace
Anniversary volume, J. Neyman and L.M. LeCam eds. Springer-Verlag, (1965), 61-110.

36



[K84] Kesten, H., Aspects of first passage percolation, Lectures Notes in Mathematics,
Springer-Verlag 1180, Ecole d’été de probabilités de Saint-Flour XIV, (1984).

[R73] Richardson, D., Random growth in a tesselation, Proc. Camb. Phil. Soc., (1973),
74, 515.

Régine Marchand

Institut élie Cartan (Mathématiques)
Université Henri Poincaré Nancy 1

B.P. 239, F-54506 Vandoeuvre-lés-Nancy Cedex
France

marchand@iecn.u-nancy.fr

37






Une version équivariante du théoréme de non-réalisabilitel de Kuhn-Schwartz

Dagmar M. Meyer

(travail en collaboration avec Dorra Bourguiba)

Soit p un nombre premier qui est arbitraire mais fixe. Dans cet exposé nous allons
démontrer une version équivariante du théoréme suivant qui est di a Lionel Schwartz
aprés une conjecture de Nick Kuhn :

Théoréme 1 ([4]) Soit X un espace topologique. Si la cohomologie H*X est finiment
engendrée sur l'algébre de Steenrod, alors elle est de dimension finie en tant que F,-espace
vectoriel gradué.

Ici et dans ce qui suit H*X désigne la cohomologie mod p de X.

Tout d’abord, rappelons la définition de 1’algebre de Steenrod : on consideére la F-
algébre graduée associative unitaire librement engendrée par les symboles Sq' quand
p = 2 et par les symboles P? et 5 quand p > 2, o1 4 = 1, 2,.... Les degrés de ces symboles
sont [Sq’| =14, |P!| = 2i(p — 1) et |3] = 1. Pour i = 0 on définit également Sq° := 1 resp.
PY := 1. L’algébre de Steenrod A est le quotient de cette algébre par I'idéal engendré par
un certain ensemble de relations dites “relations d’Adem”. Elle posséde aussi la structure
d’une coalgébre ; en fait, c’est une algébre de Hopf. La cohomologie mod p d’un espace
topologique est un A-module, munie du produit U elle est aussi une A-algébre, et ces
deux structures satisfont & certaines conditions d’instabilité. En fait, cet exemple est a
I'origine des deux premiéres définitions ci-dessous :

Définition 1 e Un A-module M & gauche est dit instable si pour tout x € M, on a
Sq'z = 0 quand i > |z|(si p = 2) et fP'z =0 quand 2i + e > |x|,e € {0, 1} (sip > 2) .
On désignera par U la catégorie des A-modules instables avec des applications A-linéaires
de degré zéro. Le produit tensoriel sur I, de deux A-modules instables, avec la structure
de A-module qui provient de la structure de coalgébre de A, est de nouveau un objet dans

Uu.

o Une A-algebre instable est un module K € U qui est a la fois une A-algébre as-
sociative commutative (dans le sens gradué) unitaire telle que Sq*lz = 2% (si p = 2)
resp. PI1/2x = aP quand |z| est pair (si p > 2) . On note K la catégorie des A-algébres
instables avec des U-morphismes qui respectent la multiplication.

e Soit K € K. Un K — A-module instable est un module M € U avec une application
0: KM — M dansU qui fait de M un K-module. On désigne par K —U la catégorie
dont les objets sont les K — A-modules instables et dont les morphismes sont les U-
morphismes qui sont K-linéaires.
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Notons que si K = [, la catégorie KX — U coincide avec U.

L’intérét des catégories K — U tient & l'observation suivante : soit G un groupe
topologique et X un G-espace. La projection ¢ : EG xg X — EG x¢g {pt} ~ BG
de la construction de Borel sur l'espace classifiant de G induit une application g, :
H*BG — H*(EG x¢ X) = : H:X qui fait de la cohomologie équivariante H:X de X
un H*BG — A-module instable. Voici le théoréme que nous allons démontrer :

Théoréme 2 ([1]) Soit G un groupe de Lie compact et X un G-espace. Si la coho-
mologie équivariante HEX de X est de type fini en tant qu’objet dans H*BG — U, alors
elle est finiment engendrée sur H*BG.

Ici, 'expression “H X est de type fini en tant qu'objet dans H*BG —U” signifie que
I"’A-module instable H:X ®p«pe Fp (oit F,, est un H*BG-module via 'augmentation)
est finiment engendré sur A.

La démonstration de ce théoréme se fait dans deux étapes : premiérement on réduit
le probléme au cas ou G est un groupe unitaire, aprés on procéde par un argument de
récurrence sur n; le cas n = 0 correspondant au Théoréme 1.

Pour la réduction on utilise le fait que pour tout groupe de Lie compact il y a un
plongement G' 2 U(n) pour un certain nombre n. Soit maintenant X un G-espace. Alors
U(n) xg X est un U(n)-espace, et le couple (p, j) : (G, X) — (U(n),U(n) x¢ X) induit
un diagramme commutatif

EG x¢ X "8 EU(n) <y (U(n) x¢ X)
qu

.|
Bp

BG % BU (n)

(n)

Comme EU (n) est un G-espace libre contractible, il peut étre utilisé comme modéle pour
EG. Avec cette observation il est clair que I'application induite (j);, : Hp(,, (U(n) X¢
X) = H}:X est un isomorphisme de H*BU(n) — A-modules instables. On observe éga-
lement que le module H*BG est finiment engendré sur H*BU (n) (cf. [3, Cor. 2.4]), ce
qui entraine qu’il est de type fini en tant qu’objet dans H*BU(n) — U. Maintenant il
n’est pas difficile de voir que pour démontrer le théoréme 2 il suffit de considérer le cas
G = U(n). Supposons alors que X est un U(n)-espace, n > 0, tel que Hi ()X est de type
fini en tant qu’objet dans H*BU(n) — U, et supposons que le théoréme a été démontré
pour tout n avec 0 < n < n. La démonstration que H;}(n)X est finiment engendré sur
H*BU(n) est conséquence de I'observation suivante :

Proposition 1 Soit X un U(n)-espace. On a une suile exacte courte dans la catégorie
H*BU(n—1) —U de la forme

0— H*BU(n — 1) ®p+pum) HimX = HinyX = X717 (n — 1; Hjy(y X) = 0
ou
7(n—1; H,’}(H)X) ={m e Hpy oy X |enm = 0}
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est considéré comme objet dans H*BU (n — 1) — U via Pinclusion canonique H*BU (n —
1) - H*BU(n) et ¢, € H*BU(n) = I')[c1, . . ., ¢,) désigne la n-iéme classe de Chern
universelle.

Pour la demonstration de cette proposition on considére 1’inclusion canonique ¢ :
U(n—1) = U(n) et le diagramme “pullback” suivant :

qV(n—1)

EU(TL — 1) XU(n-1) X — BU(TL — ].)

E6><5idJ{ B&J

quU (n)

EU(n) XU(n) X — BU(n)

Les deux colonnes sont des fibrations sphériques avec fibre S~ Nous désignons
par {E5*[X]} et {E*[*]} les suites spectrales de Leray-Serre (en cohomologie mod p)
associées aux fibrations a gauche et a droite respectivement. On observe que {E5[X]}
est un module sur { EX*[x]} ; cette structure est compatible avec Uaction de I'algébre de
Steenrod sur ces deux suites spectrales. De plus on sait que { E**[X]} converge vers son
aboutissement Hpy, ;, X en tant que H*BU(n — 1) — A module (cf. [1, Appendix A])

Maintenant & partir d’une analyse du terme FEy de la suite spectrale {E*[X]} on
obtient la suite exacte courte désirée. En effet, il s’agit d’une partie de la suite exacte
longue de Gysin associée a la fibration sphérique Edxs id. Ce qui est important est
le fait que la partie qui nous intéresse est vraiment une suite exacte dans la catégorie
H*BU(n—1)—U. En utilisant la proposition 1 on achéve la démonstration du théoréme 2
par le raisonnement suivant : par hypothése H{}(n)X est de type fini en tant qu’objet dans
H*BU(n) — U qui est une catégorie localement noetherienne (|2, Sect. 5.2]). L’action de
H*BU (n) sur le sous-objet 7(n—1; H(*J(R)X) de H; )X factorise par B*; par conséquent
T(n —1; Hfj () X) est de type fini en tant qu’objet dans H*BU(n —1) —U. Evidemment
H*BU(n—1)®u-pun) H;}(n>X est lui aussi de type fini en tant qu’objet dans cette méme
catégorie. Il en résulte que le terme au milieu de la suite exacte de la proposition 1 a la
meéme propriété.

Maintenant ’hypothése d’induction dit que H(*](n_l)X est en fait finiment engendré
sur H*BU(n — 1) . Puisque la Fj-algébre H*BU(n — 1) est noethérienne on déduit que
le H*BU(n — 1)-sous-module H*BU(n — 1) ®u+pu(n} H;}(n)X de H(*](n_l)X est lui aussi
finiment engendré sur H*BU(n — 1) . Ceci implique que Hpy ) X est finiment engendré
sur H*BU(n) .
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Sur P’ergodicité de billards dispersifs en mesure infinie
Frangoise Péne

1. Introduction

Considérons un fermé @ du plan, Z?-périodique dont le complémentaire est constitué d’une
union dénombrable (localement finie) d’ouverts convexes O;(i € J) d’adhérences deux a deux
disjointes, de bord T'; de classe C™! avec r > 2 (et de courbure jamais nulle). Sur la figure
suivante, sont représentés I'intersection avec le carré unité [0; 1[> de deux tels domaines (pour
chacun de ces dessins, le domaine @ correspondant s’obtient par Z?-périodicité) :

R
D G

Nous nous intéressons au comportement d’une particule se déplacant dans () a vitesse
unitaire, constante a l'intérieur de @) et obéissant aux lois de la réflexion a l'instant d’un
choc contre 9Q) (selon la loi “angle incident = angle réfléchi”). Il peut étre modélisé par le flot
(Y¢): sur M’ := T*Q, ou Yy(x) désigne la configuration a l'instant ¢ d’une particule dont la
configuration a l'instant 0 est © = (¢,v). Ce flot préserve la mesure de Lebesgue m’ sur M’.

L’étude de (M’', m/, (Y;);) se raméne a celle du systéme dynamique (M, p, T) ou M, p et
T sont définis ci-dessous. L’ensemble M désigne ’espace des configurations aprés un choc :

M = {z = (q,0) € M’;q € 0Q et (1i(q), V) = 0},

(7i(q) désignant le vecteur unitaire normal & Q) en ¢ dirigé vers I'intérieur de @)). Remarquons
que les cas ou {7i(q) , v—) = 0 correspondent aux cas ou la trajectoire est tangente a I'instant
du choc. Nous définissons la transformation 7' : M — M qui, & une configuration a 'instant
aprés un choc associe la configuration a I'instant apreés le choc suivant :

T(q,7) = (¢,7), ou ¢ =q+7(q, V)0 et v =0—2(0,71(¢))7(q)

en notant 7(¢,¥) = min{s > 0 : ¢+ st € 0Q} € ]0,400[ (7(g, V) est fini pour des
raisons de Z2-périodicité). Cette transformation préserve la mesure p donnée par du(q, 7 =
cos(p) 0; dr dgp, ou i € J est tel que g soit sur I';, ou r désigne I'abscisse curviligne de ¢ sur
['jet et ¢ € [, 7] est la mesure de I'angle (7(q), ¥). Nous supposons ici que I’horizon est
fini, i.e. maxy; 7 < 4+00. Parmi les deux dessins de la premiére figure, remarquons que seul le
second correspond a un systéme billard a horizon fini. Nous établissons le résultat suivant :
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Théoréme A [6] : Le systéme (M, p, T) est ergodique, i.e. tout ensemble mesurable
A C M p-presque partout sous-invariant (c’est-a-dire tel que T-'(A) C A u — p.p.) vérifie
w(A) =0 ou u(A°) =0, i.e. pour tout A C M avec u(A) > 0, pour p-presque tout x € M, il
existe n € N tel que T"(z) € A.

D’autre part, le systéme (M, p, T) ne posséde pas de fonction propre mesurable non
constante, i.e. si f : M — C est mesurable et si A\ € C sont tels que fol = \f, alors A =1
et [ est u-presque partout constante.

Corollaire : Le systeme (M', m/, (Y;);) est ergodique, i.e. pour tout A C M’ avec m/(A) >
0, pour m’-presque tout x € M, il existet € R, tel que Y,(x) € A. De plus, pour tout N € N*,
le systeme (M, u, TV) est ergodique.

Remarquons qu’avec ces définitions, l'ergodicité d’un systéme dynamique (2,v,S) avec
vo-finie, infinie n’est pas équivalente au fait que tout ensemble mesurable Av-presque partout
invariant vérifie v(A) = 0 ou v(A°) = 0. Par exemple, la translation 7 par 1 sur Z n’est pas
ergodique (car les ensembles {n € Z : n < ny} sont sous-invariants) mais vérifie la deuxiéme
propriété. Cependant les deux propriétés sont équivalentes si le systéme est récurrent, i.e. si,
pour tout ensemble mesurable A C 2 vérifiant v(A) > 0, v-presque tout point de A retourne
dans A. Une premiére étape consistera donc a établir la récurrence du systéme (M, p, T) .

2. Récurrence

Notons p : R?> — Iz{_'j la projection canonique et @ := p(Q) . Nous définissons, de méme

que précédemment, les systémes (M = T'Q,m', (Yy):) et (M , 1, T) en considérant la
projection canonique p : M' — M . On note v := % Ces systémes dynamiques (en mesure
finie) ont été beaucoup étudi’es depuis l'article fondateur [8] de Sinai. Citons notamment
[1,2] qui fournissent des théorémes centraux limites pour (M, 7, T) et pour certaines classes
de fonctions. On peut représenter le systéme (M, p, T) comme une extension cylindrique
de (M, 71, T) par (Z?, L) ot L est une fonction L : M — Z2 i.e. (M, p, T) est isomorphe
au systéme (Mo, o, Tp) avec My := M x Z*, 1o = 1 @ X (ot X est la mesure de Haar sur
Z%) et To(x, n) = (T(z), n+ L(z)) . L’idée est ici de choisir un domaine fondamental D
dep: M — M et de définir I’isomorphisme de systémes dynamiques ¢ : My — M par
¥((¢,7), n) = (¢ +n,v) . D’aprés 9] et [1,2], L vérifie le théoréme central limite pour les
sous suites de densité positive : pour toute suite de v.a. k, : M — N telle que %" converge

_ =l . .
v-presque stirement vers une constante a € R7, ﬁ Zfﬁo "LoT est asymptotiquement de loi

normale. Ainsi, d’apres [4] ou |7], le systéeme (M, p, T') est récurrent.

3. Théoréme du zig-zag

Dans cette partie, nous allons discuter des propriétés hyperboliques du systéme (M, u, T')
. ’étude de ce systéme présente des difficultés, notamment en raison de la présence de
singularités (points de discontinuité). Notons Ry := T"(9Q) l'ensemble des vecteurs de M
tangents a 0Q. L’ensemble des points de discontinuité de T est T~'(Ry) . Notons, pour tout
I € NUoo, Roy = U, T'(Ro) et R := U\_, T"*(R,) . On montre que, pour tout entier
k > 1,T* définit un C"-difféomorphisme de M\R_j o sur M\ Ry 4.
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Définition : On appelle fibre contractante (resp. dilatante) toute courbe v C M\
R_wo (resp. v € M\ Ry 1o0) C*-difféomorphe a | 0, 1| telle que lim,,—, o {(T™(7)) =0 (resp.

limy, 400 L(T7™(y)) = 0) ot dl = \/dr? + dy?.

La construction de fibres contractantes et dilatantes en presque tout point a été réalisée
dans [8,5]. Un outil essentiel pour établir I'ergodicité de (M, p, T') est le résultat suivant.
Notons MW = {x = (¢,7) € M, q € I';}.

Théoréme du zig-zag : Pour touti € J et tout ensemble mesurable D C M avec (D) = 0,
il existe un ensemble mesurable A;(D) C M@ de p-mesure totale dans M tel que A;(D) N
D = 0 et tel que, pour tous x,y € A;(D) , il existe un entier k > 2, une suite de fibres
contractantes (75, ...,7:) et une suite de fibres dilatantes (Y, ..., v¥) tels que v € v§,y € v~
et tels que, pour tout j =1,...,k et tout j' = 1,k — 1, les intersections ;N et g Mg
sont non vides et contenues dans A;(D) .

Ce résultat prouvé dams [8,3] a permis d’établir 'ergodicité de (M, 71, T) en reprenant
I’argument utilisé par Hopf pour I’é¢tude du flot géodésique. Nous allons nous inspirer de cette
preuve afin d’établir le theoréme A.

4. Preuve du théoréme A

Soit une fonction lipschitzienne g : M — R p-intégrable. Comme (M, g, T') est récurrent,
onay 090 T* = 400 p-p.p.. Soit une fonction lipschitzienne f : M — Ry-intégrable.
Sioq foT*"
koo 90Tk
Yrs0g © THF(y) = 400 et f*(y) existe et B Densemble des points y € BT N B~ tels que
f+(y) = f- (y); on note alors f(y) leur valeur commune. D’aprés le théoréme de Hopf en
mesure infinie, on a p(B) = 0 et f = Egu[gm p-presque partout (en notant Z la tribu

On pose fi = lim, ., Notons B* les ensembles des points y € M tels que

des invariants). On remarque que, pour toute fibre contractante v° (resp. dilatante 7*) , si
YN BT #( (resp. si v“N B~ # ), alors on a v* C Bt (resp. v C B7) et f* (resp. f~ est
constante sur 7 (resp. "), d’aprés les propriétés de contraction des fibres contractantes et
dilatantes et I'invariance de f* par T*! Le théoréme du Zig-Zag pour D = B nous assure
alors que f est pi-presque partout constante sur chaque M. On conclut que f est pu-presque
partout constante, en montrant que pour tous i,j € J, il existe [ > 1 et (ig,...,7) € J'*!
(avec ig = i et iy = 7) tel que T(M@)) N M+ £ () pour tout k = 0,...,1 — 1. Par
densité des fonctions lipschitziennes p-intégrables dans L', on en déduit que, pour tout f
dans L', f = Egu[gﬂ] est constante u-presque partout. Si A est u-presque partout invariant,
on aura p-presque partout les égalités suivantes : 14 = Eg, [14]|Z] = 1,9 = C'. Ainsi, les
seuls ensembles mesurable invariants sont les ensembles A vérifiant p(A) = 0 ou pu(A°) =.

On conclut en montrant que, pour tout systéme dynamique probabilisé (N, v, S) ergo-
dique inversible, le systéme (M x N, p® v, T x S) est ergodique.
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Chaines algébriquement constructibles
Héléne Pennaneac’h

X sera une variété algébrique réelle (un sous-ensemble algébrique de R?, i.e de la forme
{P = 0} ou P est un polynéme sur RP). Un semi-algébrique de X est U'intersection de X
avec des sous-ensembles constitués d’intersections et de réunions finies d’ensembles de la
forme {Q; > 0} et {R; = 0} ot les ); et R; sont des polynomes sur R?. Pour la géométrie
semi-algébrique, voir [BCR).

Chaines semi-algébriques de dimension n sur X

Ce sont des sommes formelles > mg[S] o S C X est une variété lisse semi-algébrique
orientée de dimension n ; ces symboles vérifient les relations :

o [S% = —[5] si S est S avec 'orientation opposée,
o [SUST=I[5]+157,
o [S] =[9"] si &' est dense dans S avec l'orientation induite.

Cela signifie entre autre qu’on ne tient pas compte des sous-ensembles de dimension < n.
Exemple : une 2-chaine dans R? :

@

(a signifie qu’on a la sphére S orientée comme indiqué avec le coefficient 1 et le rectangle R
avec le coefficient 2, i.e la chaine [S] + 2[R)].
On peut faire un bord : par exemple ici le bord de la chaine [S] est 0 et le bord de la

chaine 2[R] est la 1-chaine :
E
2

2

Ainsi on construit un complexe de chaine et donc une homologie. L’homologie obtenue
n’apporte rien de nouveau : ¢’est 1’homologie de Borel-Moore de X (son homologie singuliére
si X est compact).
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Chaines algébriquement constructibles

D’abord : une fonction f : X — Z est constructible s’il existe une partition finie de X en
semi-algébriques telle que f est constante sur chacun des éléments de cette partition. Elle est
algébriquement constructible si en plus c¢’est une somme finie de signes de polynomes sur X
(voir [MP]).

Exemple dans R? : f = sign(zy) :

y

A
-1 1

0
0 0—» x
1 0 -1

Pour voir si une n-chaine semi-algébrique donnée > mg[S] est algébriquement construc-
tible, il faut regarder sur chaque composante irréductible W du support de la chaine (i.e de
la cloture de Zariski des S ou mg est non nul ; pour le premier exemple, c’est la sphére d’une
part, et le plan contenant le rectangle d’autre part). Ensuite on prend une n-forme de Kéhler
w sur le corps de fraction de W (disons, une n-forme différentielle sur la partie lisse de W,
s’exprimant “algébriquement” en fonctions des coordonnées). A quelque chose de dimension
n — 1 prés, w donne une orientation a W. On suppose, quitte a changer et l'orientation de S,
et le signe de mg (ce qui me change rien a la chaine par définition), que 1'orientation donnée
par w coincide avec l'orientation des S donnée au départ. On regarde maintenant la fonction
> mslg. Sielle est algébriquement constructible & un sous-ensemble de dimension n—1 prés,
on dit que la chaine elle-méme est algébriquement constructible

Notre chaine n’etait pas algébriquement constructible : sur la composante “spheére”; ca
va, mais sur la composante “plan”, ¢ca me marche pas (il n'y a pas de somme de signe de
polynomes sur le plan qui donne 2 a Pextérieur du rectangle, et 0 a U'intérieur).

Les chaines algébriquement constructible ont quelque chose de remarquable : leur bord est
divisible par 2, et une fois divisé par 2, ¢’est une n — 1-chaine algébriquement constructible.
Ainsi on peut construire un nouveau complexe, et donc une nouvelle homologie, qui donne
des résultats différents de ’homologie de Borel-Moore.

En s’inspirant de cette construction, on peut construire encore d’autre groupes d’homo-
logie, “k-algébriquement constructible”, qui cette fois sont a coefficients dams Z/2Z, et qui
donne dans certains cas une filtration entre I’homologie de Borel-Moore a coefficients dans
Z/27 et 'homologie algébrique (pour la définition de cette derniére, voir [BCR).

Cycles lagrangiens semi-algébriques

Un deuxiéme intérét des chaines algébriquement constructibles est le suivant : dans 'iso-
morphisme entre les fonctions constructibles sur X et les cycles lagrangiens semi-algébriques
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(c’est un peu compliqué a détailler en 4 pages, voir [KS|[chapitre 9 les fonctions algébri-
quement constructibles correspondent exactement aux cycles lagrangiens algébriquement
constructibles.
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