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Une application de l'étude d'équations di�érentielles linéaires homogènes
dépendant de paramètres : systèmes hamiltoniens

Delphine Boucher

Dans cette note, nous montrons en quoi l'étude d'équations di�érentielles linéaires
homogènes dépendant de paramètres aide à trouver des conditions de non-intégrabilité
de systèmes hamiltoniens. Nous suivons pour cela l'exemple du système de Hénon-Heiles
([2]).

Dé�nition : Soit n ∈ N∗, (x1, . . . , x2n) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) ∈ R2n

Un système hamiltonien sur un ensemble non vide U de R2n est un système d'équations
di�érentielles de la forme :

(S)


q̇j =

∂H
∂pj

(q, p)

ṗj = −∂H
∂qj

(q, p)

j = 1, . . . , n

où H : U → R est la fonction `Hamiltonien' L'entier n est appelé le degré de
liberté.

L'hamiltonien H représente, à une constante multiplicative près, l'énergie mécanique
de l'objet. C'est une quantité conservée, on dit que c'est une intégrale première du
système hamiltonien. On considère connaître su�samment bien un système hamiltonien
s'il possède un nombre su�sant (égal au degré de liberté n) de quantités conservees, les
intégrales premières, satisfaisant de plus une propriété d'indépendance et d'involution.
Dans ce cas, le système hamiltonien sera dit complètement intégrable (voir [1]). Jl
est di�cile de trouver des intégrales premières en involution et la question que l'on se
posera est de savoir si le système est complètement intégrable localement, c'est à dire s'il
possède n intégrales premières en involution dé�nies autour d'une solution particulière
du système. Pour étudier cette question, nous utiliserons un critère galoisien de non
intégrabilité dû à Morales et Ramis ([2]).
L'idée est de se placer au voisinage d'une solution particulière X0 du système hamil-
tonien (S) et d'étudier les solutions qui sont proches de cette solution particulière. Le
comportement de ces solutions est dicté par une équation di�érentielle linéaire, l'équation
variationnelle le long de la solution X0. On peut alors réduire 1'ordre de cette équation
et obtenir l'équation normale variationnelle à laquelle on associe un groupe de Galois
di�érentiel G. Le théorème de Morales-Ramis donne une condition nécessaire portant
sur le groupe G pour que le système (S) soit complètement intégrable.
Théorème de Morales-Ramis (version simpli�ée) : Soit (S) un système hamilto-
nien et X0 une solution particulière. Soit (E) l'équation normale variationnelle de (S) le
long de la solution X0 et soit G son groupe de Galois di�érentiel. Si le système hamil-
tonien est integrable le long de X0, alors la composante connexe de l'identité du groupe
de Galois de (E) , notée G0, est un groupe abélien.
On en déduit le critère suivant : `G0 non abelien ⇒ (S) non integrable'.
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Nous illustrons l'application de ce critère à travers l'exemple de Hénon-Heiles ([2]).
Nous montrons en quoi l'étude de l'espace des solutions de l'équation normale variation-
nelle (équation dépendant de paramètres) permet de fournir des renseignements sur le
caractère non abélien de G0. Considérons l'hamiltonien

H =
1

2
(p21 + p22) +

1

3
q31 +

1

2
(aq1 − 1)q22, a ∈ C

Le système hamiltonien est 
q̇1
q̇2
ṗ1
ṗ2

 =


p1
p2

−q21 − a
2
q22

− (aq1 − 1) q2


Une solution particulière est X0(t) =

t (−6
t2
, 0, 12

t3
, 0) . Nous en déduisons l'équation va-

riationnelle le long de la solution X0,

ḣ =


0 0 1 0
0 0 0 1
12
t2

0 0 0
0 1 + 6a

t2
0 0

h

puis l'équation normale variationnelle

La(y(t)) = y′′(t)− (1 +
6a

t2
)y(t) = 0.

Nous sommes ici en présence d'une équation qui a pour seuls points singuliers zéro et
l'in�ni ; une petite étude annexe permet de montrer que la composante connexe de l'iden-
tité dans le groupe G de l'équation est abélienne si, et seulement si, le groupe G est lui
même égal au groupe multiplicatif. Ceci est encore équivalent à dire que l'espace des
solutions de l'équation normale variationnelle est engendré par deux solutions exponen-
tielles. Nous sommes donc ramenés à chercher des conditions nécessaires et su�santes
sur le paramètre a pour que l'équation normale variationnelle ait deux solutions z(t) dont
les dérivées logarithmiques ( z

′(t)
z(t)

) soient rationnelles, c'est à dire deux solutions véri�ant

z′(t)

z(t)
= P0(t) + P∞(t) +

q′(t)

q(t)

avec P0, P∞ parties exponentielles en zéro et l'in�ni, et q polynôme.
Dans le cas non paramétré, il existe des algorithmes (Beke, Van Hoeij, . . . ) pour calculer
les solutions exponentielles. Nous allons adapter le calcul de ses solutions à notre cas
paramétré. Cette étude se fait en trois étapes.

1. Les parties exponentielles P0 et P∞ au voisinage des points singuliers zéro et l'in�ni
sont :

P0(t) =
p0
t
avec p20 − p0 − 6a = 0(1)

P∞(t) = p∞ avec p2∞ − 1 = 0(2)

8



2. L'équation véri�ée par q est :

tq′′(t) + 2 (p∞t+ p0) q
′(t) + 2p0p∞q(t) = 0

La relation de récurrence satisfaite par les coe�cients de
∑

qit
i est :

2p∞(i+ p0)qi + (i+ 1)(i+ 2p0)qi+1 = 0

Nécessairement le degré de q est égal à −p0 et sa valuation est nulle. Une condition
nécessaire pour que q soit un polynôme est donc :
−p0 ∈ N(3) .
La di�culté ici est que le degré dépend du paramètre, donc on ne peut le borner et cal-
culer les coe�cients du polynôme. Cependant, comme la relation de récurrence satisfaite
par les coe�cients de q est une relation de récurrence à deux termes, on peut montrer
que cette condition nécessaire (3) est aussi su�sante.

3. D'après (1) et (3), l'équation normale variationnelle a une solution exponentielle si,
et seulement si, il existe k dans Z tel que a = k2+k

6
. De plus, d'après (2), cette condition

sur a est aussi nécessaire et su�sante pour avoir deux solutions exponentielles (linéaire-
ment indépendantes). Ces deux solutions sont du type t−deg(q1)etq1(t) et t−deg(q2)e−tq2(t)
.

En conclusion, si a ne s'écrit pas sous la forme k2+k
6

où k est un entier, alors nous
avons une obstruction à l'intégrabilité du système ; sinon, nous ne pouvons rien conclure.
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Une équation de Schrödinger non linéaire stochastique

Anne de Bouard et Arnaud Debussche

L'équation de Schrödinger non linéaire est l'un des modèles de base pour décrire
la propagation d'ondes non linéaires dans les milieux dispersifs. Elle intervient dans de
nombreux domaines de la physique, tels que les ondes hydrodymamiques, l'optique non
linéaire ou la physique des plasmas. Dans certaines circonstances, le caractère aléatoire
du milieu doit être pris en compte, avec en général des échelles de temps caractéristiques
négligeables devant les échelles de temps des phénomènes déterministes. Il est donc bien
souvent naturel que la dépendance en temps des termes aléatoires intervenant dans
l'équation soit de la forme �bruit blamc�, tandis que ces termes aléatoires peuvent être
corrélés en espace, ou non. De plus, un tel terme aléatoire peut intervenir dans l'équation
sous la forme d'un bruit additif (une force extérieure) ou d'un bruit multiplicatif (c'est
le cas par exemple d'un potentiel aléatoire).

Dans une première partie de l'exposé, on étudie le caractère bien posé dans L2(Rn)
d'une équation de Schrödinger non linéaire avec un potentiel aléatoire. Lorsque ce po-
tentiel ne dépend que de la variable temporelle, il peut facilement être éliminé par une
transformation de jauge, et n'a pas d'e�et sur la dynamique du système, dans le sens
où le bruit n'a�ecte que la phase des solutions. Dans certaines situations cependant, le
bruit dépend à la fois des variables spatiale et temporelle. Un tel modèle a par exemple
été propose par Bang et. al. [1], pour modéliser la propagation d'une excitation dans
certains agrégats moléculaires en présence de �uctuations thermiques. Dans ce cas, le
potentiel peut être un bruit blanc en temps et l'équation s'écrit alors sous la forme

i
dz

dt
− (4z + |z|2σz) = η̇z, x ∈ Rn, t ≥ 0, (1)

où z est une fonction à valeurs complexes de t ∈ R+ et de x ∈ Rn et où σ = 1. De plus,
η̇ est un processus gaussien à valeurs réelles dont la fonction de corrélation est donnée
par

E(η̇(x, t)η̇(y, s)) = c(x, y)δ(t− s) .

Le cas particulier c(x, y) = δ(x−y) correspond au bruit blanc espace-temps, mais ce
cas est particulièrement di�cile à traiter mathématiquement, et on considère en réalité
des fonctions de corrélation spatiale plus régulières.

Le produit apparaissant dams le membre de droite de (1) doit également être inter-
prété correctement. Deux types de produits sont classiquement utilisés pour les processus
stochastiques. Le produit d'Ito est probablement le plus courant en mathématiques car
il permet 1'utilisation de puissants outils probabilistes. Le produit de Stratonovitch est
souvent plus naturel en physique, et intervient par exemple dans les équations obtenues
comme limites d'équations aléatoires avec des longueurs de corrélations �nies. Ce dernier
produit permet également l'utilisation des règles de calcul classiques de di�érentiation
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de fonctions composées. Une équation de Stratonovitch est toujours équivalente à une
équation d'Ito dans laquelle on a ajouté un terme correctif. Le produit intervenant dans
l'équation (1) est un produit de Stratonovitch, le seul qui permette la conservation de la
norme L2 (en espace) de la solution (cette conservation de la norme L2 est motivée par
des arguments physiques).

On donne maintenant une dé�nition mathématique de η et de l'équation de Ito équi-
valente à (1). Soit (Ω, F , P) un espace probabilisé, muni d'une �ltration (Ft)t≥0, et soit
(βk)k∈N une suite de mouvements browniens indépendants associés à la �ltration (Ft)t≥0.
Etant donnée une base hilbertienne (ek)k∈N de L2 (Rn,R) (l'espace des fonctions de L2

à valeurs réelles), et étant donné un opérateur linéaire symétrique Φ sur L2 (Rn,R), le
processus

W (t, x, ω) =
∞∑
k=0

βk(t, ω)Φek(x) , t ≥ 0, x ∈ Rn, ω ∈ Ω

est un processus de Wiener sur L2 (Rn,R) , d'opérateur de covariance ΦΦ∗ On pose alors

η̇ =
dW

dt
,

et l'équation (1) est réécrite sous la forme

idz −
(
∆z + f

(
|z|2

)
z
)
dt = z ◦ dW (2)

où 0 désigne le produit de Stratonovitch et f(s) = sσ L'équation Ito équivalente est alors
donnée par

idz − (4z + f(|z|2)z)dt = zdW − 1

2
izFΦdt. (3)

La fonction FΦ dams la correction d'Ito ne dépend que de Φ, et plus précisément,

FΦ(x) =
∞∑
k=0

(Φek(x))
2, x ∈ Rn,

cette quantité ne dépendant pas de la base (ek)k∈N. Par exemple, si l'opérateur Φ est
donné par un noyau K à valeurs réelles, alors

FΦ(x) = |K(x, ·)|2L2(Rn).

Pour obtenir l'existence et l'unicité d'une solution de (3), associée à la condition initiale
z(0) = z0, on utilise un argument de point �xe sur la formulation intégrale de l'équation.
Le caractère multiplicatif du bruit considéré empêche de résoudre l'équation trajectoire
par trajectoire et nécessite de se placer dans un espace du type Lρ(Ω, E) . Un argument
de troncature est alors nécessaire à cause du fait que le terme non linéaire n'est pas
lipschitzien. Si par exemple Φ est donné par un noyau K véri�ant

K ∈ L2 (Rn ×Rn;R) ∩ L2+δ
(
Rn

x;L
2
(
Rn

y ;R
))

,
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l'argument de point �xe peut être mené à son terme, sous réserve que σ < min( 2
n
, 1

n−1
).

On retrouve le fait que cette solution est solution de l'équation originale grâce à une
estimation de la solution de l'équation tronquée dans l'espace L1(Ω;Lγ(0, T ;Lq(Rn))) ,
estimation dont la di�culté est due à la présence de l'intégrale stochastique.

Dans une seconde partie, on étudie l'explosion en temps �ni des solutions d'une équa-
tion de Schrödinger non linéaire stochastique avec un bruit additif complexe, beaucoup
plus corrélé spatialement que le précédent. Cette équation s'écrit

idz − (∆z + |z|2σz)dt = dW, (4)

où comme précédemment, W est un processus de Wiener d'opérateur de covariance
ΦΦ∗, mais qui cette fois est dé�ni à l'aide d'une base hilbertienne de L2(Rn) à valeurs
complexes. Le résultat d'existence précédent est toujours valable pour l'équation (4), et si
l'on suppose que l'opérateur Φ est plus régulier (par exemple que Φ est Hilbert-Schmidt
de L2(Rn) à valeurs dans l'espace de Sobolev Hs(Rn) avec s = 1+ nσ

2(σ+1)
), et si σ < 2

n−2
,

alors on peut montrer l'existence locale de solutions de cette équation, à valeurs presque
sûrement dans C ([0, T ];H1(Rn)), où T est un temps aléatoire. On montre alors que
l'énergie E1 des solutions croit au plus linéairement en temps et on généralise le calcul
de viriel déterministe -c'est-à-dire le calcul de l'évolution en temps du moment d'inertie∫

Rn

|x|2|z(t, x)|2dx

d'une solution en fonction de l'énergie E1(z(0)) . Ceci nous permet d'obtenir l'explo-
sion en temps �ni de certaines solutions, lorsque la puissance du terme non linéaire est
surcritique, c'est-à-dire lorsque σ > 2/n, au sens suivant : si

E(E1(z(0))) < −C < 0,

pour une constante C qui ne dépend que du bruit (de l'opérateur de covariance Φ), alors
il existe un temps τ∗ �ni tel que

E(‖z(t)‖2H1) → ∞, lorsque t → T ∗

A l'aide d'un argument de contrôle déterministe et en utilisant l'irréductibilité du semi-
groupe de transition associé à l'équation (4), on montre que ce résultat est en fait vrai
pour toute donnée initiale, et que de plus T ∗ peut être choisi totalement arbitrairement :
ainsi l'espérance de la norme H1 des solutions n'est jamais �nie bien que ces solutions
existent trajectoriellement sur un intervalle de temps aléatoire, c'est-à-dire qu'à ω �xé,
la solution z(t, ., ω) existe et appartient à H1(Rn) sur [0, τ ∗(ω)[.
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Théorème de Brownawell-Waldschmidt
en caractéristique �nie

Sophie Dion

Introduction :
On rappelle qu'un nombre complexe est dit algébrique sur Q, s'il annule au moins

un polynôme non nul à coe�cients dans Q. Dans le cas contraire, on dira qu'il est
transcendant. Plus généralement, on dira que n nombres complexes sont algébriquement
dépendants sur Q, s'ils annulent au moins un polynôme non nul en n variables à coef-
�cients dans Q. Dans le cas contraire, on dira qu'ils sont algébriquement indépendants
sur Q.

Depuis longtemps, on s'attache à montrer des résultats de transcendance. Ainsi, en
1873, Hermite montrait la transcendance de e ; en 1882, Lindemann prouvait celle de
π.A la même période, on obtenait le théorème de Lindemann-Weierstrass :

Soient a1, . . . , an ∈ C, algébriques sur Q, et linéairement indépendants sur Q. Alors,
ea1 ,. . . , ean sont algébriquement indépendants sur Q.

Plus récemment, en 1996, Y. Nesterenko a prouvé que π et eπ sont algébriquement
indépendants sur Q. En revanche, on ne sait toujours rien concernant l'indépendance
algébrique de e et π. Notre intérêt porte ici, sur le théorème suivant, prouvé indépen-
damment par W.D. Brownawell [1] et M. Waldschmidt [5] en 1971 :
Théorème 1 -Soient x1 et x2 (respectivement y1 et y2) des nombres complexes linéai-
rement indépendants sur Q tels que exy21 et ex2y2 sont algébriques sur Q, alors deux au
moins des nombres

x1, x2, y1, y2, ex1y1 , ex2y1

sont algébriquement indépendants.
Nous donnons un théorème analogue, dans un corps de caractéristique �nie que nous

allons dé�nir.
Dé�nition du cadre :

Soit p un nombre premier et q une puissance de p. On note A = Γq[T ], k = Γq(T ) son
corps des fractions, et k∞ = Γq((1/T )) le complété de k pour la valuation 1/T -adique
que l'on prolonge à une clôture algébrique k (resp. k∞) de k (resp. de k∞). On note
encore C = (k∞)∞ le complété de k∞. On sait alors que C est algébriquement clos. La
valuation précedente se prolonge à C et la valeur absolue d'un élément de C est dé�nie
de la manière suivante :

∀α ∈ C, |α| = q−v(α) = qdeg(α) avec deg(0) = −∞.

On note τ : z → zq l'endomorphisme de Frobenius dé�ni sur C, et k{τ} = {
∑n

i=0 aiτ
i|n ∈

N, ai ∈ k Un module de Drinfeld de rang d ≥ 1 dé�m sur k est un homomorphisme
d'anneaux φ : Γq[T ] → k{τ} tel que :

φ(T ) = Tτ 0 + γ1τ + . . .+ γdτ
d,

où γd 6= 0. Il existe alors une unique fonction exponentielle e caractérisee par :

e′(0) = 1 et ∀a ∈ A, e(az) = φ(a)(e(z)).
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Le noyau de cette exponentielle est un A-module libre de rang d, c'est le réseau des
périodes noté Λ. On notera RΛ l'anneau des multiplications de Λ dé�m par :

RΛ = {γ ∈ C|γΛ ⊂ Λ}.

C'est un A-module auquel on peut prolonger φ. On note kΛ le corps des fractions de RΛ,
c'est une extension de degré au plus d de k. Le tableau suivant donne les analogies entre
la caractéristique nulle et la caractéristique �nie :

en caractéristique 0 en caractéristique p
Z A = Fq[T ]
Q k = Fq(T )
R k∞ = Fq((1/T ))

C C = (k∞)∞
exp e

Enoncé :
Théorème 2 -Soient x1, . . . , xµ ∈ C, kΛ-lineairement indépendants, soient de même
y1, . . . , yνC, k-lineairement indépendants. On suppose que pour i = 1, . . . , µ, e(xiyν) est
algébrique sur k.

Si νµ ≥ ν + dµ alors deux au moins des nombres xi, yj, e(xiyj) (pour i = 1, . . . , µ et
j = 1, . . . , ν) sont algébriquement indépendants sur k.

plan de preuve - On montre que l'on peut supposer que, pour tout a dans A, les
coe�cients φi(a) de φ(a) =

∑n
i=0 φi(a)τ

i sont dans A[α], et que, pour i = 1, . . . , µ, on
a ∆e(xiyν) ∈ A[α], où α ∈ C est algébrique sur k, entier sur A, et ∆ appartient à A[α].
On suppose le théorème 2 faux. On peut supposer comme précédemment, sans se re-
streindre, que les nombres xi, yj, e(xiyj) pour i = 1, . . . , µ et j = 1, . . ., ν − 1 sont
dans L = k[α](θ1)[θ2], où θ1 ∈ C est transcendant sur k[α] et θ2 ∈ C est algébrique sur
k[α](θ1) , entier sur A[α, θ1].
La preuve se fait alors en quatre étapes. Dans la smte, les Ci > 0 seront des constantes
ne dépendant pas de t, et m, g0, g1, g2, s sont des fonctions de N dans R+, que nous
n'expliciterons pas ici.

- Première étape : Pour chaque t ∈ N, on construit une fonction entière F (z) =
Pt(z, e(x1z), . . . , e(xµz)) où Pt =

∑
χ pχX

χ0
0 . . . X

χµ
µ avec pχ ∈ A[θ1], et :

degX0
(Pt) ≤ m(t) et si i 6= 0 degXi

(Pt) ≤ g0(t)

degT (pχ) ≤ C1m(t) logm(t) et degθ1 (pχ) ≤ C2m(t)

et F s'annule au moins à l'ordre m(t) en les points a1y1 + . . .+ aνyν où ai ∈ A tels que
|ai| < g1(t) si i = 1, . . . , ν − 1 et |aν | < g2(t) .

- Deuxième étape : Par un lemme de zéro (L. Denis [2]), on montre que si F s'annule
à l'ordre M en les a1y1 + . . .+ aνyν introduits précédemment, alors :

M ≤ C3m(t).
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- Troisième étape : On utilise un lemme de Schwarz ([6] lemme 2.3), pour montrer
que, pour un certain B0 > 0 :

sup{deg(F (z)) | deg z ≤ B0 log(m(t))} ≤ C4s(t).

- Quatrième étape : Soit s0 le plus grand entier tel que F s'annule à l'ordre s0 − 1 en
les a1y1 + . . . + aνyν introduits précédemment. Alors il existe y =

∑ν
i=1 aiyi tel que

le coe�cient de Taylor de F (z + y) à l'ordre s0 soit non nul. Ce coe�cient est dans
k[α](θ1)[θ2], on le multiplie par un dénominateur pour obtenir Yt ∈ A[α, θ1, θ2]. On
note N l'application norme de l'extension �nie k(θ1) → k[α](θ1)[θ2]. Ainsi, N (Yt) =
Pt(θ1) ∈ A[θ1]. Grâce à la première étape, on obtient une majoration du degré de Pt,
et des degrés (en T ) de ses coe�cients. La troisième étape nous donne une majoration
de |Pt(θ1)|. Le polynôme Pt et le nombre θ1 véri�ent ainsi les hypothèses d'un critère
de transcendance (cf [4]), qui a�rme alors que pour t assez grand, Pt(θ1) = 0, ce qui
contredit la transcendance de θ1.

Cas particulier :
On considère le cas du module de Carlitz, où d = 1, φc(T ) = Tτ 0 + τ 1. Son exponen-

tielle ec véri�e alors :

∀z ∈ C, ec(Tz) = Tec(z) + ec(z)
q.

Le réseau des périodes est Λ = π̃A. Les théorèmes d'Hermite et de Lindemann sont
démontrés en caractéristique �nie, c'est-à-dire que π̃ et ec(1) sont transcendants sur k.
A. Thiery a prouvé le théorème de Lindemann-Weierstrass pour les modules de Drinfeld.
Ici, le théorème 2 a le corollaire suivant :

Corollaire - Soient x1, x2 (resp. y1, y2) ∈ C, A-linéairement indépendants. On suppose
que ec(x1y2) et ec(x2y2) sont algébriques sur k, alors deux au moins des nombres xi, yj,
ec(xiyj) (pour i, j = 1 ou 2) sont algébriquement indépendants sur k.
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Une formulation mixte en rotation potentiel vecteur convergente
pour le problème de Stokes stationnaire tridimensionnel

Bilan des principaux résultats de these

Muriel Duloué

Depuis les années 70, le problème de Navier-Stokes stationnaire fait l'objet de nom-
breuses études mathématiques. Ce problème issu de la Mécanique des Fluides régit l'écou-
lement d'un �uide visqueux, newtonien, homogène et incompressible soumis à des forces
extérieures. Lorsque le mouvement du �uide est su�samment lent, ces équations se sim-
pli�ent et portent le nom de système de Stokes.

Cette thèse est dédiée à l'étude de ces problèmes physiques formulés à partir de
deux nouvelles inconnues non usuelles, la rotation et le potentiel vecteur, lesquelles sont
directement liées à la vitesse du �uide considéré.

L'originalité des résultats théoriques obtenus porte sur trois points précis.
i) Tout d'abord, on travaille sur un ouvert borné simplement connexe de R3 à frontière

connexe polyédrique auquel, a priori, le caractère convexe n'est pas imposé.
ii) Ensuite, on présente une formulation mixte en rotation potentiel vecteur (equiva-

lente à celle en vitesse-pression) qui repose sur une décomposition de la rotation en une
partie regulière et une partie harmonique. On développe une méthode conforme d'ap-
proximation basée sur les élements de plus bas degré de Nédélec, laquelle se révèle incon-
ditionnellement convergente. La partie régulière est traitée classiquement tandis qu'une
perturbation de type stabilisation est introduite dans la formulation discrète standard de
la partie harmonique. On obtient des résultats numériques plus précis que ceux donnés
par les méthodes classiques. On présente les estimations a priori et a posteriori.

iii) En�n, les propriétés de convergence mises à jour permettent de maîtriser le terme
convectif non-linéaire des équations de Navier-Stokes en vertu de la théorie d'approxi-
mation de branches de solutions non singulières de Brezzi, Rappaz et Raviart.

Ce travail est une extension à la dimension trois des résultats bidimensionnels de Mo-
hamed Amara et Christine Bernardi. A cette présentation réductrice, il faut néanmoins
préciser que le problème de Stokes tridimensionnel formulé en rotation potentiel vecteur
s'écrit sous une forme totalement di�érente de celui en dimension deux (ce dernier est
un problème scalaire). Ainsi, le cadre fonctionnel associé au problème tridimensionnel
n'est pas classique et a dû faire l'objet d'une étude précise.
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Au sujet des abus de langages en informatique

Dominique Duval

Résumé.

Les langages informatiques comportent de nombreux abus, c'est-à-dire des situations où
les règles qui permettent d'écrire les programmes ne su�sent pas à décrire le sens de ces
programmes : la syntaxe et la sémantique ne concordent pas. C'est le cas, par exemple, des
�e�ets de bord�, susceptibles de modi�er l'état d'une machine, sans que cela apparaisse
clairement dans l'écriture du programme. Dès qu'on souhaite appréhender l'informatique
sous un angle théorique, ces abus de langages s'avèrent très gênants, et il est tentant de
les supprimer, en se ramenant à une situation complètement explicite où syntaxe et
sémantique concordent parfaitement. Cependant, ces abus de langages fournissent des
informations intéressantes : typiquement, ce qui est caché est d'une autre nature que ce
qui est montré, et en montrant tout on perd ce type d'informations.

Dans cet exposé, nous présentons un travail fait avec Christian LAIR (Université
de Paris 7), qui montre que très souvent, en fait, ces abus de langage sont organisés
selon une structure algébrique précise. On peut alors, pour les expliciter, utiliser une
construction algébrique voisine d'un produit tensoriel. Mais surtout, il devient possible
de prendre en compte directement les aspects implicites des langages informatiques, dans
un formalisme algébrique adapté.

Spéci�cations.

L'approche de la théorie des esquisses, comme l'approche (plus classique en informa-
tique) des spéci�cations algébriques, est essentiellement graphique. Plutôt que d'utiliser
des formules logiques, cette approche fait appel à des graphes orientés, enrichis par de
la composition de �èches, des équations entre �èches, et des contraintes permettant de
traduire des propriétés non équationnelles (et qui, techniquement, sont aussi constituées
de graphes). Un tel �graphe enrichi� est une esquisse, au sens de C. Ehresmann [Ehres-
mann 66], [Ehresmann 68], ou, plus généralement, une trame, au sens de C. Lair [Lair
87]. Une trame est une donnée formelle, ou syntaxique, dont le sens, i.e. la sémantique,
est fourni par une (ou des) réalisation(s). La plupart du temps, une telle réalisation est
ensembliste, c'est-à- dire qu'elle interprète chaque point du graphe comme un ensemble,
chaque �èche du graphe comme une application, et ainsi de suite, de façon cohérente :
la notion de foncteur entre catégories est sous-jacente à cette notion. Ces questions sont
traitées dans [guidel].

La notion d'état.

A titre d'exemple, considérons la notion d'état en informatique. Pour plus de précisions,
et un exemple détaillé, on pourra se reporter à [state]. Il y a plusieurs façons de spéci�er
cette notion. En gros, ces méthodes peuvent être réparties en deux familles, selon que
l'état y est explicite ou implicite.
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Une spéci�cation avec état explicite est une trame Sex qui comporte un point distin-
gué. Sa sémantique est fournie par une réalisation ensembliste de Sex, dans laquelle le
point distingué est interprété comme l'ensemble des états de la machine considérée. Il
s'agit donc d'une spéci�cation tout-à-fait classique, mais souvent confuse. et dont il est
di�cile d'extraire une bonne notion de programme.

Une spéci�cation avec état implicite est composée, entre autres, d'une trame Sim. Mais
celle-ci ne comporte aucun point pour représenter l'état, et ses réalisations ensemblistes
n'ont aucun sens. Cependant, la trame Sim fournit une bonne notion de programme,
et les états de la machine peuvent être vus comme des réalisations ensemblistes d'une
partie de Sim. D'autre part, c'est une réalisation non ensembliste de Sim qui en donne
la sémantique. Pour dé�nir précisément cette réalisation, il faut fournir des informations
supplémentaires.

Une spéci�cation avec état implicite est donc formée d'une trame Sim et d'autres
composants. C'est une mosaïque, au sens de [guide2]. Les autres composants servent à
préciser la nature de la réalisation qui fournit la sémantique de la trame Sim. Pour cela,
on utilise encore des trames K(i) (où i parcourt une certaine famille d'indices).

Le produit en ruban.

Considerons une mosaïque avec état implicite, comportant une trame Sim et des trames
K(i) . Un résultat fondamental est que :

En regroupant convenablement toutes les trames qui composent une mosaïque avec
état implicite, il est possible de retrouver la trame avec état explicite Sex

Cette construction s'appelle le produit en ruban, et ce résultat montre que le produit en
ruban est, en fait, une forme de produit tensoriel [guide2].

Conclusion.

Les trames fournissent un outil de spéci�cation bien adapté aux situations explicites,
c'est-à-dire essentiellement à la programmation fonctionnelle. Pour traiter de la pro-
grammation impérative, ainsi que de divers autres aspects implicites des langages infor-
matiques, nous proposons un second outil de speci�cation : les mosaïques. Le lien entre
les deux approches est fourni par le produit en ruban, qui permet d'expliciter les aspects
implicites par une construction algébrique proche du produit tensoriel.
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Vitesse de convergence en théorie des probabilités

Christine Fricker

Le but de l'exposé est de présenter les problèmes et les résultats classiques liés à la
vitesse de convergence vers l'équilibre de processus de Markov �nis en les illustrant par
des exemples de marches aléatoires sur des graphes, puis de les appliquer à l'étude d'un
modèle issu des �les d'attente, le modèle d'Erlang, qui a fait l'objet d'un travail commun
avec Philippe Robert et Danielle Tibi [5].

Soit (Xn) une chaîne de Markov irréductible apériodique sur un ensemble �ni E
d'unique mesure d'équilibre π = (πi)i∈E.

Question : Quel est le temps d'atteinte de l'équilibre, i.e. à partir de quel n peut-on
approximer la loi de Xn par π ?

Ce problème est intéressant si la mesure d'équilibre a une expression simple alors
que les probabilités transitoires de la chaîne, utiles en pratique, sont di�ciles à calculer.
L'exemple de référence sera le suivant.

Dé�nition : Une marche aléatoire sur un graphe G est une chaîne de Markov sur G
telle que la transition de x à y se fait avec probabilité p(x, y) = 1

dz
si y est voisin de x, 0

sinon, dx étant le degré de x ou nombre de voisins de x.

Si G est de degré constant, comme le tore ZN ou l'hypercube {0, 1}N considérés dans
la suite, la mesure d'équilibre est uniforme.

Soit d(t) l'écart entre la probabilité à l'instant t et la mesure d'équilibre, plus préci-
sément

d(t)
def
= max

x∈E
‖Px(t)− π‖vt

où Px(t) est la loi de X(t) quand X(0) = x et la norme utilisée est la norme en
variation totale dé�nie pour λ, et µ deux mesures sur l'ensemble �ni E par

‖λ− µ‖vt = sup
A⊂E

|λ(A)− µ(A)| = 1

2

∑
x∈E

|λx − µx| .

En général, d(t) a un comportement typique : Remarquons que d(t) ∈ [0, 1]. Pendant un
certain temps Px(t) reste loin de la mesure d'équilibre π et d(t) est proche de 1, puis
l'équilibre s'installe en un temps très court et d(t) devient voisin de 0. On dé�nit ainsi
le temps d'atteinte de l'équilibre τe = inf{t > 0, d(t) < 1/e} où la valeur de la constante
arbitraire 1/e dans ]0, 1[ importe peu. Par ailleurs un résultat de Doeblin donne une
décroissance exponentielle de t → d(t)

d(t) ≤ Ce−t/τr ,
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τr étant appelé temps de relaxation. La vitesse de convergence vers l'équilibre est mesurée
par ces deux quantités. On s'intéresse aux grands systèmes où |E| est une fonction
croissante d'un N grand. On veut obtenir le comportement asymptotique des bornes de
dN(t) et des temps de relaxation et d'atteinte de l'équilibre. Pour certaines chaînes de
Markov, la décroissance vers l'équilibre se fait de faÃ�on brutale (voir Diaconis [3]) au
sens suivant.

Dé�nition : On dit qu'une suite de chaînes de Markov
(
XN

n

)
possède la propriété de

cut-o� pour (aN) si et seulement si

lim
N→+∞

dN (taN) =

{
1 si t < 1
0 si t > 1

.

Les méthodes pour estimer d(t) sont de trois types :

Géométrie (voir Diaconis et Strook [4]).
Si la chaîne de Markov (ou le processus de Markov) de matrice de transition (p(x, y))

est réversible i.e. (πxp(x, y)) est symétrique, de valeurs propres par conséquent réelles
comprises entre −1 et 1, 1 est valeur propre et on note β1 la deuxième plus grande valeur
propre. La proposition suivante donne que τ−1

r est exactement 1− β1, dit trou spectral.

Proposition

‖Px(t)− π‖vt ≤
1

2

√
1− π(x)

π(x)
e−(1−β1)t, x ∈ E, t ∈ R+.

La majoration de d(t) passe donc par le calcul de β1, qui peut être obtenu par le
principe de Rayleigh-Ritz. Remarquons que la connaissance de β1 seul ne su�t pas à
majorer d(t), ni à avoir une borne sur τe.
Pour le tore et l'hypercube, on a une expression exacte des valeurs propres et βN

1 =
cos 2π/N (respect. 1−2/N). La proposition ci-dessus montre que dN(t) ≤

√
Ne−2π2t/N2

/2
d'où τNe < N2 logN/ (4π2), respectivement dN(t) ≤ 2N/2−1e−2t/N d'où τNe < N2(log 2)/4.

Analyse de Fourier (si E est un groupe) (voir Diaconis [2])

Dé�nition : Si p = (pg)g∈G est une probabilité sur (G,+) groupe commutatif �ni, on
appelle fonction caractéristique de p et on note p la fonction dé�nie sur l'ensemble des
caractères x de G, c'est-à-dire des homomorphismes de (G, +) dans (C∗, .), par

p̂(χ) =
∑
g∈G

χ(g)pg.

Proposition : Pour toute loi p sur G, si π est la loi uniforme sur G,

‖p− π‖vt ≤
1

4

∑
x ̸=1

|p̂(χ)|2.
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En déterminant les caractères et en utilisant cette proposition, pour le tore et pour
l'hypercube, on obtient de meilleures estimations de dN(t)

1/2(cos(π/N))t ≤ dN(t) ≤
√

3/2(cos(π/N))t;
dN(t) ≤ 1

2

(
exp

(
(N + 1) exp

(
− 4t

N+1

)
− 1

)
qui conduisent à de meilleures bornes pour le temps d'atteinte de l'équilibre en N2,

respectivement N(logN)/4, qui en est en fait un équivalent.

Probabilités
Elle est basée sur le couplage (voir Aldous [1]).

Dé�nition : On dit qu'il y a couplage avec le processus stationnaire si on peut construire
deux processus de Markov (X(t)) et (X̃(t)) de même matrice de transition tels que
X0 = x ∈ E, X̃0 ∼ π tels que si T = inf{t ≥ 0, X(t) = X̃(t)} alors X(t) = X̃(t) si t ≥ T .

On peut borner d(t) à l'aide du temps de couplage T avec la trajectoire stationnaire :

d(t) ≤ P (T > t).

Pour le tore et l'hypercube, on obtient des bornes du même ordre que par l'analyse de
Fourier pour le temps d'atteinte de l'équilibre en N2, respectivement N(logN)/2.

Nous terminons cet exposé par l'étude du modèle d'Erlang, utilisé pour modéliser un
central téléphonique. Soit (XN(t)), le nombre de clients à l'instant t de la �le M/M/N/N
de taux d'arrivée λN et de taux de service 1, processus de Markov sur E = {0, . . . , N}
de mesure d'équilibre la loi de Poisson tronquée sur E. Le résultat principal donne un
majorant de dN(t) et l'existence d'un cut-o� pour les 3 régimes possibles du modèle.

Proposition Si λ ≤ 1, dN(t) ≤ Ne−t et (XN(t)) véri�e la propriété de cut-o� pour
(logN)/2 et si λ > 1, dN(t) ≤ λN/2e−N(

√
λ−1)2t véri�e la propriété de cut-o� pour

log(λ/(λ− 1)).

Intuitivement, et des renormalisations le montrent, si λ > 1, XN(t) reste voisin de N
et si λ < 1( resp. λ = 1), XN(t) reste dans une zone [λN − a

√
N, λN + a

√
N ] (resp.

[N −a
√
N,N ]). Le temps d'atteinte de l'équilibre sera équivalent au temps d'atteinte de

N partant de 0 dans le cas λ > 1, au temps d'atteinte de la zone partant de 0 dans les
autres cas.
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�� � ����
�
 ���	
� �����
� ������ ��
� S3(L)� + � ��� ���� �
������� ����	�����
������� ,
��������  !�
"����� �#$%& ��� ���� ��������� ������ �������� ������� M � �
 ������
� �����
��� ���� ������� L ��
 �� M = S3(L)�
��������  '��() �#*+& S3(L) �� S3(L′) ���� ������������ �� �� ��
����� �� L �� L′

���� ��
���� � ����������� ����� ��� �� ���� ���� �� ��������� �
���������� �� � ���
�������� ������ �� 
�� ���������� ���� 
� �
�� !

KI : L←→ L
∐

, KI : L←→ L
∐
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KII ,

Li

Lj

L′
i

Lj←→

�����,	��
� ��� ��������� �� !�
"����� �� '��() , 7��� 	������ � �������
��� ��������� ����� $ ���� �� ������ I �� �����	!�� ��� �������� ��� � ���	!��
"�����"��� 7� I ����� �� "������ ���� ��� 	����	��� �� (��!8 KI �� KII �� ��
�����	�� ����������� ���� ��	������� � �!���� � ������� ��� � ����
�
��

%� !��������� �� '�������
� ��� �������
�
5�� 91:� �� �� )���*�	� �� �������� � ������� Ẑ(L) ��� �������� �����
�

���� ���	�� L "�� �

������ ����
����� �� (�������� ��� ����� �� ��� �������� ����
��� �������� �� ;��������� ���������� �� ��� ������� ��� � ��
���	� ��3���� 	���
��� ������ ��� 	����� ������� ��� �� ���� "���� ��� �������!�� ������	�� $ ������ ���
������		�� ��� ���������

��������� , 7� X ��� �� ����
�
 %�!�������& �� ��	���� . ��	����� �����
�� � ����
������ 	����������� �� ������� X ��� �� ����
�
 X 	��� ��� ������ ���������� ���
"�� ��� ��		��� �������� ��� ��� X �� ��� ��		��� ��������� ��� 	��� ���� ������ 
��� %����� $ ���� � ����� �8���"�� ��� ��		��� ��������&� ��� ������		�� �����������
��� ������
� $ ��	
�	������	� ���� ��������� ��� ��	������� �� X � ����������� ��
X �� ����������� ��� ��		��� ��������� �� ������� �� ����� ��� ������		� ������� 
��� ��� �� 	����
 �� �	!�� �� ��		��� �� �� ������� 5�� �� ����
������� ����
��� ������		� ���������� �� ������� X � � ����
���� ��� ��	������� �� X ��� ���
����� ������ �� �� ������ ��� ��� ����� �������
��� ����������� ��� ��		��� ���������
��� ��
� ��� �� ��� ������	
���"���

������� , ��� � ������		� ���������� �� ������� 7� �� �� ����
 ��

+ ��� A(X) �� Q ������ ��������� �����
 ��� ��� ������		�� ����������� ��
������� X � "������
 ��� �������� �������� � �
�����
�� ���� 0�� �������� ���������
�� ����
� ���� A(X) ��� �����
� 7� X = ∅� ��� ������		�� ����������� ��� ��	���	��
��� ������� ���������� A(∅) ��� 	�� ���� ��������� ������!�� ��		������� �����
�� ��
������� 
��� ��
 ��� ����� ���������
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�
	�������
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	�� ��
A(∅)� ������!�� �����
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������ ������ ,

��������  /�0& ��� ���� ��������� M,Ω(M) = 1 + (−1)b1(M)

2
λ(M) + O(2) �" b1

��� 
� ������� ���#�� �� $����� λ 
%��������� �� �������&�
'���(����� )*+,- �� �" O(2)
������� ��� ������ �� ����� ≥ 2�
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4
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Inégalités pour la constante de temps
en percolation de premier passage

Régine Marchand

La percolation de premier passage a été introduite en 1965 par Hammersley et Welsh
comme modèle pour les matériaux poreux (voir aussi [K84] pour les principaux résultats).
Pour représenter le médium poreux, nous considérons le graphe Z2, que nous munissons
de l'ensemble E2 des arêtes joignant les plus proches voisins pour la norme ‖.‖1, dé�nie
sur R2 par ‖(x, y)‖1 = |x| + |y|. Ces arêtes modélisent les canaux microscopiques du
matériau susceptibles de laisser passer un liquide. Chaque arête est alors munie d'un
temps de passage aléatoire t(e) représentant le temps nécessaire à la traversée de l'arête.

Nous supposons, pour la suite, que les (t(e))e∈E2 sont indépendants et identiquement
distribués. Notons F leur fonction de répartition commune, sur laquelle nous faisons en
outre les hypothèses (H) suivantes : F est de moyenne �nie, son support suppF est
inclu dans R+ et inf suppF = 1. Remarquons que F n'est pas supposée continue a
priori. Le support de F désigne ici l'ensemble des points où F est strictement croissante,
c'est-à-dire l'ensemble des valeurs e�ectivement prises par le temps de passage t.

Le temps de passage d'un chemin est la somme des temps de passage des arêtes qui le
composent et le temps de passage t(x, y) entre deux points x et y de Z2 est l'in�mum
des temps de passage de tous les chemins joignant x à y, dé�nition que l'on étend
aux points de R2 en considérant les plus proches voisins. Cette grandeur représente le
premier instant où un liquide, injecté en x au temps t = 0 atteindra le point y. Nous
nous intéressons en particulier à l'ensemble des points atteints à partir de l'origine au
temps n : A(n) = {z ∈ R2, t(0, z) ≤ n}.

Ceci nous donne une description microscopique du milieu poreux. A�n d'en déduire des
informations macroscopiques, nous recherchons des propriétés asymptotiques pour ce
modèle.

Question 1 Quel est, pour x �xé, le comportement de (t(0, nx))n∈N ?

Des techniques de théorème ergodique sous-additif permettent de prouver l'existence
d'une vitesse directionnelle :

∀x ∈ R2, lim
n→+∞

t(0, nx)

n
= µ(x) = inf

n∈N∗

Et(0, nx)

n

cette convergence ayant lieu presque sÃ�rement et dans L1. L'application x 7→ µ(x) est
une norme sur R2, on notera A sa boule unité et µ = µ((0, 1)) sera appelée constante de
temps du modèle de percolation de premier passage associé à F .

Question 2 Quel est le comportement de (A(n))n∈N ?
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Si F a de plus un second moment �ni, Cox et Durret, dans [CD81], prouvent le théorème
de forme asymptotique suivant :

∀ε > 0, P

(
(1− ε)A ⊂ A(n)

n
⊂ (1 + ε)A pour n su�samment grand

)
= 1.

L'ensemble A décrit donc le comportement des sites mouillés au temps n, renormalisé
par n : on l'appelle forme asymptotique du modèle de percolation de premier passage
associé à F . C'est un ensemble compact convexe de R2, déterministe.

Question 3 Peut-on calculer µ ou A en fonction de F ?

Le calcul de µ, sans parler de celui de A, est un problème ardu, non résolu pour l'instant.
Nous sommes donc particulièrement intéressés par les problèmes d'approximation. Ainsi,
si (Fn)n∈N converge faiblement vers F , un résultat de continuité de [CK81] assure que
(µn)n∈N tend vers µ, et, en un certain sens, (An)n∈N tend vers A. Pourrait-on faire
mieux et trouver une approximation F , obtenue par troncature par exemple, ayant même
constante de temps ou même forme asymptotique que F ? Notre travail vise à répondre
à cette question, en étendant un résultat de Van den Berg et Kesten, dans [vdBK93].
Nous l'exposons dans le cadre de la domination stochastique :

Dé�nition : soit F et F̃ deux fonctions de répartition sur R telles que pour tout réel
t, F (t) < F̃ (t) ; on dit alors que F domine stochastiquement F̃ . Si F et F̃ sont de plus
distinctes, on dit que la domination est stricte.

Un couplage des deux fonctions de répartition permet dans ce cas de voir que µ̃ ≤ µ
et A ⊂ Ã. Notre problème se reformule en ces termes : peut-on trouver une fonction
de répartition F véri�ant les hypothèses (H) et une fonction de répartition F̃ sur R+,
de moyenne �nie, strictement dominée par F et telle que µ̃ = µ ? Notons p⃗c le seuil de
percolation critique en percolation orientée sur les arêtes de Z2 (voir [D84]).

Théorème 1 (de comparaison) Soit F véri�ant (H) et telle que F (1) > p⃗c. Soit F
une fonction de répartition sur R+, de moyenne �nie, strictement dominée par F . Alors
µ̃ < µ.

Van den Berg et Kesten, dans [vdBK93], ont prouvé le résultat analogue sous la condition
F (1) < p⃗c. La suite s'organise de la faÃ�on suivante : dans un premier temps, nous
verrons comment l'hypothèse F (1) < p⃗c intervient dans la démonstration de Van den
Berg et Kesten ; ceci nous conduira à étudier, dans le cas F (1) > p⃗c l'existence d'un bord
plat de la forme asymptotique A. Dans un deuxième temps, nous verrons comment la
détermination exacte de ce bord plat permet d'obtenir l'extension du théorème de Van
den Berg et Kesten dans ce cas.

Détermination du bord plat de la forme asymptotique :

On suppose que F véri�e les hypothèses (H).
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Si F (1) < p⃗c, alors avec une grande probabilité, il n'existe pas, si x et y sont su�samment
éloignés, de chemin joignant x à y et comportant exactement ‖y − x‖1 arêtes de temps
de passage 1. En e�et, un tel chemin constituerait un chemin ouvert orienté dans le
modèle de percolation orientée sous-critique de paramètre F (1). En utilisant un principe
de grandes déviations pour la percolation orientée sous-critique et un procédé de renor-
malisation, Van den Berg et Kesten montrent l'existence de trois constantes strictement
positives δ, A,B telles que pour tous points x et y de Z2 :

(R)P (t(x, y) ≤ (1 + δ)‖y − x‖1) ≤ A exp (−B‖y − x‖1) .

Un couplage de F et F̃ permet alors d'utiliser l'excédent δn de temps le long du chemin
de temps de passage t minimal entre 0 et n pour modi�er ce chemin de faÃ�on à ce
qu'il utilise, avec une grande probabilité, un nombre proportionnel à n d'arêtes telles
que t̃(e) < t(e)− s, avec s > 0. On en déduit alors que µ̃ < µ.

Si F (1) > p⃗c, le résultat (R) n'est plus vrai : il existe avec une probabilité strictement
positive, des chemins in�nis orientés ne contenant que des arêtes de temps 1. Le long
de ces chemins, on ne peut pas espérer, si inf suppF = 1, trouver des arêtes telles que
t̃(e) < t(e)−s. La première étape consiste donc à déterminer les directions dans lesquelles
de tels chemins existent, c'est-à-dire les x de R2 tels que µ(x) = ‖x‖1. Le résultat suivant
généralise un théorème de Durrett et Liggett dans [DL81] :

Théorème 2 (bord plat) Soit F véri�ant (H) et telle que F (1) = p > p⃗c Alors la
forme asymptotique A du modèle de percolation de premier passage associée à F est
incluse dans {x ∈ R2, ‖x‖1 ≤ 1} et admet un bord plat entièrement déterminé par la
masse a�ectée à 1 par F :

A ∩
{
x ∈ R2, ‖x‖1 = 1

}
∩
(
R+ ×R+

)
= [Mp, Np] ,

où Mp est le point de coordonnées (βp, 1− βp) , Np est le point symétrique de Mp par
rapport à la première bissectrice, βp =

1
2
+ αp√

2
et αp est la vitesse asymptotique dans le

modèle de percolation orientée de paramètre p > p⃗c sur les arêtes de Z2 (voir [D84] pour
une dé�nition). La preuve de ce résultat repose sur l'étude du modèle de percolation
orientée sous-jacent, et utilise un principe de grandes déviations en régime surcritique
ainsi qu'un procédé de renormalisation pour obtenir, dans les directions n'appartenant
pas au cône de percolation un analogue à (R).

Idée de la preuve du théorème de comparaison :

La convexité de la forme asymptotique A assure que 1
µ
≥ βp. Cependant, nous aurons

besoin d'une inégalité stricte :

Théorème 3 1
µ
> βp.

Ce résultat assure que pour joindre 0 à n, le moyen le plus économique en temps n'est
pas d'essayer de n'utiliser que des portions orientées ne comportant que des arêtes de
temps de passage 1, (et donc des portions dont la pente est dans le cône de percolation
du modèle de percolation orientee sous-jacent) mais soit d'utiliser des arêtes de temps
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supérieur, soit d'utiliser plus d'arêtes que le minimum indispensable. La preuve de ce
résultat utilise des techniques de chaÃ R©nes de Markov et de temps d'arrêt dans le
modèle de percolation orientée.

Le théorème 3 assure, via un résultat de grandes déviations, que de grandes portions du
chemin de temps minimal entre 0 et n vont avoir une pente n'appartenant pas au cône
de percolation du modèle de percolation orientée sous-jacent. Le long de ces portions,
on peut alors construire, comme Van den Berg et Kesten, des raccourcis, ce qu'on ne
pourrait pas faire sur une portion comportant le nombre minimal d'arêtes, et uniquement
des arêtes de temps de passage 1. On en déduit alors le théorème de comparaison.

Conclusion :

Le théorème 1 peut s'étendre dans chaque direction n'appartenant pas au cône de per-
colation, ainsi qu'au cadre d'un ordre plus général sur les fonctions de répartition (voir
[vdBK93]). Par contre, les théorèmes 2 et 3 utilisent fortement des techniques propres à
la dimension 2 ; une extension du théorème de comparaison aux dimensions supérieures
nécessiterait l'étude de la percolation orientée en dimension supérieure à 3, et en parti-
culier la mise aux points de résultats de type grandes déviations.
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Une version équivariante du théorème de non-réalisabilitel de Kuhn-Schwartz

Dagmar M. Meyer

(travail en collaboration avec Dorra Bourguiba)

Soit p un nombre premier qui est arbitraire mais �xe. Dans cet exposé nous allons
démontrer une version équivariante du théorème suivant qui est dû à Lionel Schwartz
après une conjecture de Nick Kuhn :

Théorème 1 ([4]) Soit X un espace topologique. Si la cohomologie H∗X est �niment
engendrée sur l'algèbre de Steenrod, alors elle est de dimension �nie en tant que Fp-espace
vectoriel gradué.

Ici et dans ce qui suit H∗X désigne la cohomologie mod p de X.
Tout d'abord, rappelons la dé�nition de l'algèbre de Steenrod : on considère la Fp-

algèbre graduée associative unitaire librement engendrée par les symboles Sqi quand
p = 2 et par les symboles Pi et β quand p > 2, où i = 1, 2,. . . . Les degrés de ces symboles
sont |Sqi| = i, |Pi| = 2i(p− 1) et |β| = 1. Pour i = 0 on dé�nit également Sq0 := 1 resp.
P0 := 1. L'algèbre de Steenrod A est le quotient de cette algèbre par l'idéal engendré par
un certain ensemble de relations dites �relations d'Adem�. Elle possède aussi la structure
d'une coalgèbre ; en fait, c'est une algèbre de Hopf. La cohomologie mod p d'un espace
topologique est un A-module, munie du produit ∪ elle est aussi une A-algèbre, et ces
deux structures satisfont à certaines conditions d'instabilité. En fait, cet exemple est à
l'origine des deux premières dé�nitions ci-dessous :

Dé�nition 1 • Un A-module M à gauche est dit instable si pour tout x ∈ M , on a
Sqix = 0 quand i > |x|(si p = 2) et βePix = 0 quand 2i+ e > |x|, e ∈ {0, 1} (si p > 2) .
On désignera par U la catégorie des A-modules instables avec des applications A-linéaires
de degré zéro. Le produit tensoriel sur Fp de deux A-modules instables, avec la structure
de A-module qui provient de la structure de coalgèbre de A, est de nouveau un objet dans
U .

• Une A-algèbre instable est un module K ∈ U qui est à la fois une A-algèbre as-
sociative commutative (dans le sens gradué) unitaire telle que Sq|x|x = x2 (si p = 2)
resp. P|x|/2x = xp quand |x| est pair (si p > 2) . On note K la catégorie des A-algèbres
instables avec des U -morphismes qui respectent la multiplication.

• Soit K ∈ K. Un K −A-module instable est un module M ∈ U avec une application
σ : K ⊗M → M dans U qui fait de M un K-module. On désigne par K −U la catégorie
dont les objets sont les K − A-modules instables et dont les morphismes sont les U -
morphismes qui sont K-linéaires.
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Notons que si K = Fp, la catégorie K − U coïncide avec U .
L'intérêt des catégories K − U tient à l'observation suivante : soit G un groupe

topologique et X un G-espace. La projection qG : EG ×G X → EG ×G {pt} ' BG
de la construction de Borel sur l'espace classi�ant de G induit une application q∗G :
H∗BG → H∗(EG ×G X) = : H∗

GX qui fait de la cohomologie équivariante H∗
GX de X

un H∗BG−A-module instable. Voici le théorème que nous allons démontrer :

Théorème 2 ([1]) Soit G un groupe de Lie compact et X un G-espace. Si la coho-
mologie équivariante H∗

GX de X est de type �ni en tant qu'objet dans H∗BG−U , alors
elle est �niment engendrée sur H∗BG.

Ici, l'expression �H∗
GX est de type �ni en tant qu'objet dans H∗BG−U � signi�e que

l'A-module instable H∗
GX ⊗H∗BG Fp (où Fp est un H∗BG-module via l'augmentation)

est �niment engendré sur A.
La démonstration de ce théorème se fait dans deux étapes : premièrement on réduit

le problème au cas où G est un groupe unitaire, après on procède par un argument de
récurrence sur n; le cas n = 0 correspondant au Théorème 1.

Pour la réduction on utilise le fait que pour tout groupe de Lie compact il y a un
plongement G

ρ→ U(n) pour un certain nombre n. Soit maintenant X un G-espace. Alors
U(n)×GX est un U(n)-espace, et le couple (ρ, j) : (G, X) → (U(n), U(n)×GX) induit
un diagramme commutatif

EG×G X
Eρ×ρj−→ EU(n)×U(n) (U(n)×G X)

qG

y qU(n)

y
BG

Bρ−→ BU(n)

Comme EU (n) est un G-espace libre contractible, il peut être utilisé comme modèle pour
EG. Avec cette observation il est clair que l'application induite (j)∗hp : H∗

U(n⟩(U(n) ×G

X) → H∗
GX est un isomorphisme de H∗BU(n)−A-modules instables. On observe éga-

lement que le module H∗BG est �niment engendré sur H∗BU(n) (cf. [3, Cor. 2.4]), ce
qui entraîne qu'il est de type �ni en tant qu'objet dans H∗BU(n) − U . Maintenant il
n'est pas di�cile de voir que pour démontrer le théorème 2 il su�t de considérer le cas
G = U(n). Supposons alors que X est un U(n)-espace, n > 0, tel que H∗

U(n)X est de type
�ni en tant qu'objet dans H∗BU(n)− U , et supposons que le théorème a été démontré
pour tout n̂ avec 0 ≤ n̂ < n. La démonstration que H∗

U(n)X est �niment engendré sur
H∗BU(n) est conséquence de l'observation suivante :

Proposition 1 Soit X un U(n)-espace. On a une suite exacte courte dans la catégorie
H∗BU(n− 1)− U de la forme

0 → H∗BU(n− 1)⊗H∗BU(n) H
∗
U(n)X → H∗

U(n−1)X → Σ2n−1τ
(
n− 1;H∗

U(n)X
)
→ 0

où

τ
(
n− 1;H∗

U(n)X
)
:=

{
m ∈ H∗

U(n)X|cnm = 0
}
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est considéré comme objet dans H∗BU(n− 1)−U via l'inclusion canonique H∗BU(n−
1) → H∗BU(n) et cn ∈ H∗BU(n) ∼= Γp[c1, . . ., cn] désigne la n-ième classe de Chern
universelle.

Pour la demonstration de cette proposition on considère 1'inclusion canonique δ :
U(n− 1) → U(n) et le diagramme �pullback� suivant :

EU(n− 1)×U(n−1) X
qv(n−1)−→ BU(n− 1)

Eδ×δid

y Bδ

y
EU(n)×U(n) X

qU(n)−→ BU(n)

Les deux colonnes sont des �brations sphériques avec �bre S2n−1 Nous désignons
par {E∗,∗

r [X]} et {E∗,∗
r [∗]} les suites spectrales de Leray-Serre (en cohomologie mod p)

associées aux �brations à gauche et à droite respectivement. On observe que {E∗∗
r′ [X]}

est un module sur {E∗,∗
r [∗]} ; cette structure est compatible avec l'action de l'algèbre de

Steenrod sur ces deux suites spectrales. De plus on sait que {E∗∗
r′ [X]} converge vers son

aboutissement H∗
U(n−1⟩X en tant que H∗BU(n− 1)−A module (cf. [1, Appendix A])

Maintenant à partir d'une analyse du terme E2 de la suite spectrale {E∗,∗
r [X]} on

obtient la suite exacte courte désirée. En e�et, il s'agit d'une partie de la suite exacte
longue de Gysin associée à la �bration sphérique Eδ×δ id. Ce qui est important est
le fait que la partie qui nous intéresse est vraiment une suite exacte dans la catégorie
H∗BU(n−1)−U . En utilisant la proposition 1 on achève la démonstration du théorème 2
par le raisonnement suivant : par hypothèse H∗

U(n)X est de type �ni en tant qu'objet dans
H∗BU(n)−U qui est une catégorie localement noetherienne ([2, Sect. 5.2]). L'action de
H∗BU(n) sur le sous-objet τ(n−1;H∗

U(n)X) deH∗
U(n)X factorise par Bδ∗ ; par conséquent

τ(n− 1;H∗
U(n)X) est de type �ni en tant qu'objet dans H∗BU(n− 1)−U . Évidemment

H∗BU(n−1)⊗H∗BU(n)H
∗
U(n⟩X est lui aussi de type �ni en tant qu'objet dans cette même

catégorie. Il en résulte que le terme au milieu de la suite exacte de la proposition 1 a la
même propriété.

Maintenant l'hypothèse d'induction dit que H∗
U(n−1)X est en fait �niment engendré

sur H∗BU(n− 1) . Puisque la Fp-algèbre H∗BU(n− 1) est noethérienne on déduit que
le H∗BU(n− 1)-sous-module H∗BU(n− 1)⊗H∗BU(n} H

∗
U(n)X de H∗

U(n−1)X est lui aussi
�niment engendré sur H∗BU(n − 1) . Ceci implique que H∗

U(n)X est �niment engendré
sur H∗BU(n) .
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 5	��( ������
� �	����� Oi(i ∈ J ) ��������	��� ���� � ����
�����	
��� �� /�� Γi �� ������ Cr+1 ���� r ≥ 2 '�
 �� ���/��� ������ 	����(. ,�� �� 5"���
�����	
�� �	
 �������	
�� ���	
�����
�	 ���� �� ����� �	�
� K0; 1[2 �� ���� 
��� ����	�� '���
�����	 �� ��� �����	�� �� ����	� Q ������	��	
 ��/
��	
 ��� Z20��������
�( 1

�

*�� 	�� �	
�����	� �� ����
���	
 ���	� ���
����� �� �����#�	
 ��	� Q � ��
����
�	�
����� �	�
�	
� � ���	
������ �� Q �
 /�����	
 ��� ��� �� �� ��7���	 � ���	�
�	
 ���	
��� �	
�� ∂Q '���	 �� �� H�	"�� �	����	
 = �	"�� ��7����J(. �� ���
 B
�� ������� ��� �� 7

(Yt)t ��� M

′ := T 1Q� C Yt(x) ����"	� �� �	5"���
�	 � ���	�
�	
 t ���	� ���
����� �	
 ��
�	5"���
�	 � ���	�
�	
 0 ��
 x = (q, v(. �� 7
 �������� �� ������ �� 9�/��"�� m′ ��� M ′.
9��
��� �� (M ′, m′, (Yt)t) �� ����	� � ����� �� �4�
��� �4	������ (M, μ, T ) C M,μ �

T �	
 ��5	�� ��0������. 9��	���/�� M ����"	� �������� ��� �	5"���
�	� ����� �	 ��� 1

M := {x = (q, �v) ∈M ′; q ∈ ∂Q �
 〈�n(q), �v〉 ≥ 0} ,

'�n(q) ����"	�	
 �� ���
��� �	�
���� 	���� � ∂Q �	 q ����"� ���� ���	
������ �� Q(. ;������	�
��� ��� ��� C {�n(q) � v−( = 0 ������	��	
 ��� ��� C �� 
�����
��� ��
 
�	"�	
� � ���	�
�	

�� ���. *�� ��5	���	� �� 
��	�����
�	 T :M →M ���� � �	� �	5"���
�	 � ���	�
�	

����� �	 ��� ������ �� �	5"���
�	 � ���	�
�	
 ����� �� ��� �����	
 1

T (q, �v) = (q′, �v′) , C q′ = q + τ(q, �v)�v �
 �v′ = �v − 2 〈�v, �n (q′)〉�n (q′)

�	 	
�	
 τ(q, �v) = min{s > 0 : q + s�v ∈ ∂Q} ∈ ]0,+∞[ (τ(q, �v) ��
 5	� ��� ���
����	� �� Z20��������
�(. ��

� 
��	�����
�	 �������� �� ������ μ �		�� ��� dμ(q, �v =
cos(ϕ) δi dr dϕ� C i ∈ J ��
 
�� ��� q ��
 ��� Γi� C r ����"	� ���/������ �������"	� �� q ���
Γi �
 �
 ϕ ∈ [−π

2
, π

2
] ��
 �� ������ �� ���	"�� (�n(q), �v). *�� �����	� ��� ��� �&����'�� ���

���� �.�. maxM τ < +∞. ����� ��� ���� �����	� �� �� �������� 5"���� �������	� ��� ���� ��
���	� ������	� � �	 �4�
��� /������ � ���6	 5	�. *�� �
�/����	� �� �����
�
 �����	
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��	����� ( K�L 1 �� �*����� (M, μ, T ) ��� ��)�
���� 	��� ���� �������� ���������
A ⊆ M μ0���
�� ������ �����	����	��� 6������7��	�� ��� 
�� T−1(A) ⊆ A μ − p.p.( ���	 �
μ(A) = 0 �� μ(Ac) = 0� 	��� ��� ���� A ⊆ M ���� μ(A) > 0� ��� μ0���
�� ���� x ∈ M, 	�
�8	��� n ∈ N ��� 
�� T n(x) ∈ A.

.������ ���% �� �*����� (M, μ, T ) �� ������ �� �� �����	�� ���� ��������� ���
���������� 	��� �	 f : M → C ��� ��������� �� �	 λ ∈ C ���� ���� 
�� foT = λf � ����� λ = 1
�� f ��� μ0���
�� ������ ���������.

���������� 1 �� �*����� (M ′, m′, (Yt)t) ��� ��)�
���� 	��� ��� ���� A ⊆M ′ ���� m′(A) >
0� ���m′0���
�� ���� x ∈M ′� 	� �8	��� t ∈ R+ ��� 
�� Yt(x) ∈ A. .� ���% ��� ���� N ∈ N∗�
�� �*����� (M, μ, TN) ��� ��!��	
��.

;������	� ������� ��� ��5	�
�	�� ����"����
� ���	 �4�
��� �4	������ (Ω, ν, S) ����
νσ05	��� �	5	�� 	���
 ��� ��������	
� �� ���
 ��� 
�
 �	���/�� ������/�� Aν0������� ���
�

�	�����	
 ����5� ν(A) = 0 � ν(Ac) = 0. ��� �������� �� 
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�	 τ ��� ! ��� Z 	���
 ���
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������
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 ��������	
�� �� �� �4�
��� ��
 �	������� �.�. ���
��� 
�
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�
 ��	
 �� A ��
��	�
��	� A. )	� �������� �
��� �	���
��� �	� � �
�/��� �� �������	�� �� �4�
��� (M, μ, T ) .

�� *	�������

*
	� p : R2 → R2
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�	 ��		���� �
 Q := p(Q) . *�� ��5	���	�� �� �B��

��� ����������	
� ��� �4�
���� (M
′

:= T 1Q,m′, (Yt)t) �
 (M , μ, T ) �	 �	������	
 ��

�����
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′
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μ(M)
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�	������� 1 9� ����� ���� ������������ '���. 
��������( ����� ������ γ ⊆ M\
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6��		� f 1 M → Rμ0�	
�"��/��.

-	 ��� f̃± := limn→+∞
∑n−1

k=0 f◦T±k

∑n−1
k=0 g◦T±k . *
	� B

± ��� �	���/��� ��� ��	
� y ∈ M 
��� ���

Σk≥0g ◦ T±k(y) = +∞ �
 f̃±(y) ����
� �
 B ���	���/�� ��� ��	
� y ∈ B+ ∩ B− 
��� ���
f̃+(y) = f̃−(y) X 	 	
� ���� f̃(y) ���� ������ ����	�. 8������ �� 
������ �� ��� �	
������ �	5	��� 	 � μ(Bc) = 0 �
 f̃ = Egμ[

f
g
|I] μ0������� ���
�
 '�	 	
�	
 I �� 
��/�

��� �	�����	
�(. -	 �������� ���� ��� 
�
� 5/�� �	
���
�	
� γs '����. ����
�	
� γu) � ��
γs ∩B+ �= ∅ '����. �� γu ∩ B− �= ∅(� ���� 	 � γs ⊆ B+ '����. γu ⊆ B−( �
 f̃+ '����. f̃− ��

�	�
�	
� ��� γs '����. γu(� ������� ��� ������
�� �� �	
���
�	 ��� 5/��� �	
���
�	
�� �

����
�	
�� �
 ���	�����	�� �� f̃± ��� T±1 9� 
������ �� Y�"0Y�" ��� D = Bc 	�� ������
���� ��� f̃ ��
 μ0������� ���
�
 �	�
�	
� ��� ������ M (i). -	 �	���
 ��� f̃ ��
 μ0�������
���
�
 �	�
�	
�� �	 �	
��	
 ��� ��� 
�� i, j ∈ J , �� ����
� l ≥ 1 �
 (i0, . . . , il) ∈ J l+1

'���� i0 = i �
 il = j( 
�� ��� T (M (ik)) ∩ M (ik+1) �= ∅, ��� 
�
 k = 0, . . . , l − 1. ���
��	��
� ��� �	�
�	� �������
6��		�� μ0�	
�"��/��� ��	� L1, 	 �	 �����
 ���� ��� 
�
 f
��	� L1, f̃ = Egμ[

f
g
|I] ��
 �	�
�	
� μ0������� ���
�
. ,� A ��
 μ0������� ���
�
 �	�����	
�

	 ���� μ0������� ���
�
 ��� �"���
�� �����	
�� 1 1A = Egμ [1A|I] = 1̃Ag = Cte. @�	��� ���
����� �	���/��� ������/�� �	�����	
� �	
 ��� �	���/��� A ����5�	
 μ(A) = 0 � μ(Ac) = .

-	 �	���
 �	 �	
��	
 ���� ��� 
�
 �4�
��� �4	������ ��/�/����� (N, ν, S) ��"0
����� �	�����/��� �� �4�
��� (M ×N, μ⊗ ν, T × S) ��
 ��"�����.
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K�L M�	������ 9.� ����	� *.� ,�	�� &�.� ,
�
��
���� �����
��� � 
30����	��	�� �4���/���
/��������� ;���. %�
�. ,����4 '!QQ!(� F�'F(� FO0! �.

KDL ����	� *.� ,�	�� &.� +�"��� �����
��� � ���
��	 �4�
��� � 
30����	��	�� ����� �	�

����0����	��	�� /����� ;���. %�
� ,����4 '!QRO(� F�'D(� !R!0� O.

KFL �	6� T.0�.� ,�� �	 ���
��� �� �������	�� �	 ����	��	 � ��� ��� ������� �
�
�		������
�������
�	�� +�". <�. Z 84	. ,4� '!QQQ(� !Q� !�DD0!�FG.

KGL :�����

� :.� -�	�
��	 8.� M�������� �	� M��	���� �������� ���. %�
�. ��4�. '!QOF(�
DR� RD0! !.

K�L ��	� N.� @������
�	� ��� ������
�� �
����
����� �� /������ ���������� �. ;. @���. ,��.�
������ ,��. � '�   (� !! D0!! �.

KOL ,�����
 P.� -	 ��	
 �������	��� �.;. @���. ,��.� ������ ,��. � '!QQR(� D�O� RDO0RF�.

KRL ,�	�� &.� 84	������ �4�
��� 3�
� ����
�� ��7��
�	�� ;���. %�
�. ,����4 '!QO (� �G'!(�
!DO0!RQ.

KQL &�	" 90,.� ,
�
��
���� �����
��� � �4	������ �4�
��� 3�
� ��� �4���/����
4� @		. �
%�
�. '!QQR(� !FO� GRG0�G .
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8����
���	
 �� %�
����
�����
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������ ���
��������� �������������

;����� "����������

X ���� �	� �����
� ��"�/����� ������ '�	 ���0�	���/�� ��"�/����� �� Rp� �.� �� �� ����
{P = 0} C P ��
 �	 ��4	E�� ��� Rp(. )	 ���	���!���	
�� �� X ��
 ���	
�����
�	 �� X
���� ��� ���0�	���/��� �	�
�
��� ���	
�����
�	� �
 �� ���	�	� 5	��� ���	���/��� �� ��
���� {Qi > 0} �
 {Rj = 0} C ��� Qi �
 Rj �	
 ��� ��4	E��� ��� Rp. ��� �� "���
���
����0��"�/������ ��� KM�;L.

������� ���	
�����	���� �� �	����	�� n ��� X

�� �	
 ��� ����� ��������
∑
mS[S] C S ⊂ X ��
 �	� �����
� ����� ����0��"�/�����

���	
�� �� ����	��	 n X ��� �4�/��� ����5�	
 ��� ����
�	� 1

• [Sa] = −[S] �� Sa ��
 S ���� �����	
�
�	 ������

• [S � S ′] = [S] + [S ′]�

• [S] = [S ′] �� S ′ ��
 ��	�� ��	� S ���� �����	
�
�	 �	���
�.

���� ��"	�5� �	
�� ��
�� ���	 	� 
��	
 ��� ���
� ��� ���0�	���/��� �� ����	��	 < n.
+������ 1 �	� �0����	� ��	� R3 1

!

�

[� ��"	�5� ���	 � �� ������ S ���	
�� ���� �	����� ���� �� ��W���	
 ! �
 �� ���
�	"�� R
���� �� ��W���	
 �� �.� �� ���\	� [S] + 2[R].

-	 ���
 ����� �	 /�� 1 ��� ������� ��� �� /�� �� �� ���\	� [S] ��
 0 �
 �� /�� �� ��
���\	� 2[R] ��
 �� !0���\	� 1

�

�

�

�

@�	�� 	 �	�
���
 �	 ������� �� ���\	� �
 �	� �	� ���"��. 9����"�� /
�	��
	�����
� ���	 �� 	����� 1 ����
 !����"�� �� M���0%�� �� X '�	 ���"�� ��	"������
�� X ��
 �����
(.

FO



������� �����	������� ���������	����

8��/�� 1 �	� �	�
�	 f 1 X → Z ��
 ���������	��� ���� ����
� �	� ���
�
�	 5	�� �� X �	
����0��"�/������ 
���� ��� f ��
 �	�
�	
� ��� �����	 ��� �����	
� �� ��

� ���
�
�	. +��� ��

��"�/�������	
 �	�
���
�/�� �� �	 ���� ����
 �	� ���� 5	�� �� ��"	�� �� ��4	E��� ��� X
'��� K%�L(.

+������ ��	� R2 1 f = sign(xy) 1

4

�

0! !

0!!

 

 

 

 

��� ��� �� �	� n0���\	� ����0��"�/����� �		��
∑
mS[S] ��
 ��"�/�������	
 �	�
���0


�/��� �� ���
 ��"����� ��� ������ �����	
� �������
�/�� W �� ����� �� �� ���\	� '�.� ��
�� ��E
��� �� Y����I� ��� S C mS ��
 		 	�� X ��� �� ������� �������� ����
 �� ������ ���	�
���
� �
 �� ���	 �	
�	�	
 �� ���
�	"�� ����
�� ���
(. +	���
� 	 ���	� �	� n0���� �� P]����
ω ��� �� ���� �� ����
�	 �� W '���	�� �	� n0���� ��S���	
����� ��� �� ���
�� ����� �� W �
���������	
 H��"�/�������	
J �	 �	�
�	� ��� ���		���(. @ ������� ���� �� ����	��	
n− 1 ����� ω �		� �	� ���	
�
�	 � W . -	 ������� ���

� � ���	"�� �
 �����	
�
�	 �� S�
�
 �� ��"	� �� mS '�� ��� �� ���	"� ���	 � �� ���\	� ��� ��5	�
�	(� ��� �����	
�
�	 �		��
��� ω �^	���� ���� �����	
�
�	 ��� S �		�� �� �����
. -	 ��"���� ���	
�	�	
 �� �	�
�	∑
mS1S. ,� ���� ��
 ��"�/�������	
 �	�
���
�/�� � �	 ���0�	���/�� �� ����	��	 n−1 �����

	 ��
 ��� �� ���\	� ����0�B�� ��
 ��"�/�������	
 �	�
���
�/��
*
�� ���\	� 	��
��
 ��� ��"�/�������	
 �	�
���
�/�� 1 ��� �� �����	
� H������J� #�

��� ���� ��� �� �����	
� H���	J� #� �� ������ ��� '�� 	�4 � ��� �� ���� �� ��"	� ��
��4	E��� ��� �� ���	 ��� �		� � � ����
������ �� ���
�	"��� �
 0 � ���	
������(.

9�� ���\	�� ��"�/�������	
 �	�
���
�/�� 	
 ������� ���� �� ��������/�� 1 ���� /�� ��

������/�� ��� �� �
 �	� ��� ������ ��� �� ����
 �	� n− 10���\	� ��"�/�������	
 �	�
���
�/��.
@�	�� 	 ���
 �	�
����� �	 	����� �������� �
 �	� �	� 	������ ���"��� ��� �		�
��� �����
�
� ��S���	
� �� �����"�� �� M���0%��.

+	 ���	�����	
 �� ��

� �	�
���
�	� 	 ���
 �	�
����� �	��� ����
�� "����� ����0
�"��� Hk0��"�/�������	
 �	�
���
�/��J� ��� ��

� ��� �	
 � ��W���	
� ���� Z/2Z� �
 ���
�		� ��	� ���
��	� ��� �	� 5�
��
�	 �	
�� �����"�� �� M���0%�� � ��W���	
� ��	�
Z/2Z �
 �����"�� ��"�/����� '��� �� ��5	�
�	 �� ��

� ���	����� ��� KM�;L.

������ �������	��� ���	
�����	����

)	 �������� �	
��B
 ��� ���\	�� ��"�/�������	
 �	�
���
�/��� ��
 �� �����	
 1 ��	� ����0
�������� �	
�� ��� �	�
�	� �	�
���
�/��� ��� X �
 ��� �4���� ��"��	"��	� ����0��"�/������
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