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Editorial

Ce supplément au numéro 3 de la revue femmes & math est consacré entièrement
au compte-rendu du second forum des jeunes mathématiciennes organisé à Paris à
l'HP le 31 janvier 1997. Le forum 1997 était couplé avec l'anniversaire des 10 ans
de l'Association femmes & mathématiques, qui a été marqué notamment par la jour-
née Des femmes dans les mathématiques contemporaines consacrée aux travaux de
quatre pionnières, Yvonne Choquet-Bruhat, Jacqueline Ferrand, Paulette Libermann
et Marie-Hélène Schwartz. Nous publierons le compte-rendu de cette journée ultérieu-
rement.

L'organisation du Forum des jeunes mathématiciennes est motivée par une double
conviction : il y a dans notre pays de nombreuses jeunes mathématiciennes talen-
tueuses et enthousiastes, et, paradoxalement, les di�cultés rencontrées par les jeunes
mathématiciennes à s'insérer dans le milieu mathématique sont toujours là. Les sta-
tistiques sont inquiétantes : alors que la proportion actuelle de maîtres de conférences
femmes en mathématiques est autour de 25 %, leur taux de recrutement ces dernières
années est tombé à environ 17 %, à l'Université comme au CNRS. On risque donc de
s'acheminer vers une baisse de la proportion des femmes présentes dans l'enseignement
supérieur et la recherche en mathématiques.

Face à ce danger, notre réponse est la suivante : rendre plus visibles et mieux
faire connaître les contributions des femmes aux mathématiques, encourager les jeunes
mathématiciennes à avoir con�ance en elles-mêmes et à se sentir chez elles dans la
communauté mathématique.

Ce deuxième forum des jeunes mathématiciennes a répondu à notre attente : une
quarantaine de participantes, une vingtaine d'exposés, de nombreux débats, discus-
sions et prises de contact. Jeunesse, fraîcheur, décontraction, amour des mathéma-
tiques, plaisir de les comprendre et de les communiquer furent les traits marquants
de cette rencontre. Un point faible souligné lors du premier forum a été recti�é : les
mathématiciennes plus expérimentées ont été plus nombreuses.

Nous souhaitons remercier les formations doctorales qui ont dans de nombreux cas
pris en charge le déplacement des jeunes mathématiciennes pour leur participation au
forum.

Merci surtout aux participantes, à celles qui ont exposé puis rédigé et à celles qui
les ont écoutées.

Colette Guillopé, Marie-Françoise Roy
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Branches continues de solutions

pour un système élliptique et algébrique

Cristelle Barillon

Nous nous intéressons au système couplé d'équations elliptique et algébrique sui-
vant :

F (u1)− α(u1 − u2) = 0, (1)

∆u2 − α(u2 − u1) = 0, (2)

modélisant un problème d'explosion thermique dans un milieu hétérogène (voir par
exemple [2], [3]). Dans ces équations, u1 et u2 sont les températures de deux phases (u2
phase gazeuse, et u1 phase particulaire dans laquelle a lieu une réaction exothermique
par exemple), la non-linéarité F caractérise le taux de production de chaleur, et le
paramètre positif α le taux d'échange de chaleur entre les deux phases. On considère
ce problème dans un domaine Ω borné assez régulier (de classe C(2+δ) par exemple, où
0 < δ < 1) de Rm. La condition sur la frontière est la condition de Dirichlet pour u2 :

u2 |∂Ω = 0 (3)

La non-linéarité F (u) est supposée régulière (C(2+δ)) et positive lorsque u est non-
négatif. Le domaine Ω est de plus supposé étoilé, c'est-à-dire qu'il existe un point x0
à l'intérieur de Ω tel qu'à partir de x0, on peut atteindre chacun des points de Ω par
un seul segment entièrement inclus dans Ω. On peut alors introduire une famille de
domaines ΩL obtenus par dilatation d'un domaine �xe Ω, de telle sorte que si L1 < L2

alors ΩL1 ⊂ ΩL2 .L représente la taille du domaine considéré.
La question essentielle de la théorie de l'explosion thermique est de trouver des

conditions critiques d'existence et de stabilité des solutions qui dépendent des para-
mètres du problème, et en particulier, de la taiIle du domaine.

dans [2], [3] ce problème a été étudié pour une dimension d'espace et pour une forme
particulière de la non-linéarité F (u) = exp(u) . Par ailleurs, on pourra trouver certains
résultats sur les systèmes couplés d'équations di�érentielles et algébriques dans [4] et
les références de cet article.

Dans cet exposé, je parlerai des résultats obtenus en collaboration avec Vitaly
Volpert, mon directeur de thèse, à l'Université Claude Bernard, Lyon 1. La partie
physique a été discutée avec G.M. Makhviladze, University of Central Lancashire. Le
premier outil dont nous avons besoin, concerne les bornes des solutions classiques. En
e�et, si on exprime u2 en fonction de u1 et qu'on le substitue dans (2), on obtient un
problème qui peut être dégénéré. D'autre part, si l'on exprime u1 en fonction de u2,
on obtient une non-linéarité qui peut être multi-variée. Le théorème suivant concerne
les bornes et la régularité pour les solutions classiques de (1)-(3).
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Theorème 1 Supposons que :

F
(
u01
)
= αu01, F (u) < αu, u01 < u ≤ u∗1, F

′ (u1) < α, u01 ≤ u1 < u∗1

et F ′(u∗1) = α. Supposons aussi que F ′′(u∗1) 6= 0 et que la fonction inverse de u1− 1
α
F (u1)

est de Hölder dans l'intervalle [u01, u
∗].

Si u = (u1, u2) est une solution du problème (1)-(3) telle que u1 soit borné presque
partout et u2 appartienne à L

2(Ω) , alors on a en fait les bornes suivantes pour u1 dans
Ω :

u01 ≤ u1(x) ≤ u∗1

et les résultats de régularité suivants :

u2(x) ∈ C(2+δ)(Ω), u1(x) ∈ C(δ)(Ω)

pour un certain δ > 0. De plus, l'ensemble des points de Ω où u1(x) = u∗1 est de mesure
de Hausdor� nulle.

En plus d'une régularité assez forte pour les solutions, la dernière assertion du
théorème précise que le problème sera dégénéré au plus sur un ensemble de mesure
nulle.

Le second outil dont nous allons avoir besoin est le théorème de comparaison pour
les systèmes semi-linéaires paraboliques dégénérés :
Théorème 2 On considère le problème suivant :

∂u

∂t
= a∆u+ Φ(u) dans Ω, (4)

où u = (u1, . . . , um) et a est une matrice diagonale constante avec ai = 0, i = 1..k, k <
m et ai > 0, i = k + 1..m. La condition aux limites est celle de Dirichlet pour les
(m − k − 1) dernières composantes de u. On se donne aussi une condition initiale
u(x, 0) = f(x) , x ∈ Ω. On fait les hypothèses suivantes de régularité sur la non-
linéarité : Φ est de classe C1 sur R,Φ′(u) est irréductible pour tout u, et ses élements
non-diagonaux sont positifs.

On note u(x, t, f) la solution de ce problème associée à la condition initiale f. Si
f1(x) ≥ f2(x) dans Ω, alors u(x, t, f1) > u(x, t, f2) dans Ω et pour tous temps positifs.

Attachons-nous à présent, à la stabilité des solutions. Pour énoncer le théorème
principal sur ce sujet, nous avons d'abord besoin de certaines notations. Considérer le
problème (1)-(3) dans un domaine ΩL est équivalent au problème renormalisé dans un
domaine �xe Ω :

F (u1)− α (u1 − u2) = 0 dans Ω (5)

∆u2 + L2F (u1) = 0 dans Ω (6)
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u2|∂Ω = 0. (7)

On notera alors pour L �xé, wm(L) le maximum dans Ω de la première composante
wL,1 d'une solution wL = (wL,1, wL,2) au problème (5)-(7) (nous n'excluons pas ici la
possibilité qu'il puisse y avoir plusieurs solutions). Peut-on alors dé�nir la fonction
L(wm) ? C'est l'objet du théorème suivant concernant la première branche continue et
croissante de solutions :
Théorème 3 La fonction L(wm) est bien dé�nie (i.e. uni-valuée) et croissante sur un
intervalle [u01, u1] (u1 < u∗1) où u1 est un argument de maximum pour L(wm).

De plus, les solutions du problème sur cette branche sont stables.
L'idée de la preuve repose sur la théorie du degré topologique (voir par exemple

[1]). Si l'on désigne par AL l'operateur agissant de C(s)(Ω)×C(2+δ)
0 (Ω) à valeurs dans

C(δ)(Ω) × C(δ)(Ω) qui correspond au premier membre des équations (5)-(7), alors on
montre que l'on peut dé�nir le degré topologique pour cet opérateur. Pour L = 0 ce
degré est égal à 1 ; en e�et, il existe une unique solution w0 = (u01, 0) correspondant

à L = 0 dans un certain borné G de C(δ)(Ω) × C(2+δ)
0 (Ω) contenant w0. D'une part,

grâce à l'invariance par homotopie, ce degré reste constant dans G pour tout L �ni
tel qu'il n'y ait pas de solution au problème sur la frontière de cet ensemble. D'autre
part, on peut démontrer qu'il existe une section du plan (wm, L) contenant le point
(u01, 0), telle que le spectre de l'opérateur AL linéarisé autour d'une solution dont la
première composante n'excède pas un certain ũ1, est entièrement inclus dans le demi-
plan gauche. On obtient donc que l'index de chaque solution (i.e. le degré topologique
calculé sur un très petit voisinage) correspondant à cette section est égal à 1. Le degré
étant la somme des index, on a le premier résultat : l'unicité des solutions qui donne
que la courbe L(wm) est bien dé�nie dans une section du plan (wm, L). Au passage,
on obtient aussi la stabilité de ces solutions. Ensuite, pour montrer que cette branche
est croissante, on va se servir du théorème de comparaison.

Supposons alors que nous ne sommes pas sur une branche croissante. Dans ce cas,
il existe wL1 , et wL2 solutions correspondant respectivement aux domaines ΩL1 , et ΩL2 ,
avec L1 < L2 et wm(L1) > wm(L2). On décroît continuement la taille du domaine de
L1 à 0. Il existe alors L∗ tel que w1,L∗ (x0) = w1,L2 (x0) en un point x0 du domaine et
w1,L∗(x) < w1,L2(x) partout ailleurs. On considère le problème parabolique dans ΩL2

associé au problème (1)-(3). On choisit comme condition initiale la fonction f(x) =
(f1(x), f2(x)) avec f1(x) = u01 et f2(x) = 0 dans ΩL2/ΩL∗ , f1(x) = w1,L∗(x) et f2(x) =
w2,L∗(x) dans ΩL∗ . La solution du problème parabolique avec cette condition initiale
est strictement croissante en temps et converge vers une solution stationnaire qui
est nécessairement wL2 par l'unicité. On a donc une contradiction avec le théorème de
comparaison. Pour �nir, on montre que tous les points de la courbe L (wm) appartenant
à la branche croissante issue de (u01, 0) correspondent à des solutions asymptotiquement
stables. Ceci prouve que l'on atteint bien un maximum local en un certain u1 et achève
la démonstration.

5



Bibliographie

[1] K. Deimling. Nonlinear Functional Analysis. Springer-Verlag 1985.

[2] I.G. Dik, A. Yu. Krainov. Ignition regims of a gas suspension in a vessel with
heated walls. Combustion, Explosion and Shock Wawes, 1984, 20, No. 5, pp 58-61

[3] M.A. Gurevich, G.E. Ozerova, A.M. Stepanov. Ignition limit of a monofractional
gas suspension. Combustion, Explosion and Shock Wawes, 1974, 10, No. 1, pp
83-93

[4] R.E. O'Malley, L. V. Kalachev. Regularization of nonlinear di�erential-algebraic
equations. SIAM J. Math. Anal., 1994, 25 No. 2, pp 615-629

Christelle Barillon
U.M.R. 5585 LAN Université Claude Bernard Lyon 1

43, bd du 11 Novembre 1918, 69622 Villeurbanne CEDEX
barillon@iris.univ-lyonl.fr

6



Contractions d'algèbre de Lie

et torsion de Nijenhuis

Naïma Bedjaoui

Les contractions d'algèbres de Lie dé�nies par Inon�u et Wigner [2] ont été géné-
ralisées par Saletan [7]. Nous rappelons les dé�nitions, étudions quelques exemples
et montrons que, sous la condition �torsion de Nijenhuis nulle�, crochet contracté et
crochet déformé sont identiques. En�n, nous nous intéressons à la compatibilité des
crochets contracté et initial.

Des contractions de type plus général ont été envisagées par d'autres auteurs ré-
cemment, entre autres Rainer [6] en 1995, sous le nom de transition.

De�nition 1 Soit S un espace vectoriel et G(0) = (S, [ , ]) une algèbre de Lie
d'espace sous-jacent S. Pour λ ∈ [0, 1], on de±igne par Uλ : S → S une famille
continue d'endomorphismes, inversibles si et seulement si λ 6= 0. Si λ ∈] 0, 1], on peut
dé�nir une algèbre de Lie (S, [ , ]λ) isomorphe à G(0), par.

∀x, y ∈ S, [x, y]λ = U−1λ ([Uλ(x), Uλ(y)]) . (1)

Si la limite de [x, y]λ quand λ tend vers 0 existe, on la note [x, y](1). Muni de [ , ](1), S
est alors une algèbre de Lie notée G(1), en général non isomorphe à G(0) et appelée
contraction ou contractée de G(0).

Soit G(0) = sl(2,C) muni de la base B = {e1, e2, e3} telle que

e1 =

(
0 1
0 0

)
, e2 =

(
0 0
1 0

)
, e3 =

(
1 0
0 −1

)
alors [e1, e2] = e3, [e1, e3] = −2e1, [e2, e3] = 2e2.

Exemple 1 On considère la famille d'endomorphismes, pour λ ∈ [0, 1],

Uλ =

 1 + λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ

 ,

[e1, e2]λ = (1 + λ)e3, [e1, e3]λ = −2λe1, [e2, e3]λ = 2λe2,

d'où [e1, e2]
(1⟩ = e3, [e1, e3]

(1) = 0, [e2, e3]
(1) = 0, et G(1} = (S, [ , ](1⟩) est donc l'algèbre

de Heisenberg.
Exemple 2 Prenons pour famille d'endomorphismes, pour λ ∈ [0, 1],

Vλ =

 1 + λ 0 0
0 λ2 0
0 0 λ


alors

[e1, e2]λ = λ(1 + λ)e3, [e1, e3]λ = −2λe1, [e2, e3]λ = 2λe2
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[e1, e2]
(1) = [e1, e3]

(1) = [e2, e3]
(1) = 0

L'algèbre contractée G(1) est commutative.
Exemple 3 Prenons en�n la famine, pour λ ∈ [0, 1],

Wλ =

 1 + λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ2


[e1, e2]λ =

1 + λ

λ
e3

et limλ→0 [e1, e2]λ n'existe pas. Dans ce cas, la contraction de G(0) n'existe pas.
Remarquons que dans les trois cas, la limite de la famille d'endomorphismes quand

λ tend vers 0 est la même, ce qui montre que l'existence de la contraction ainsi que
l'algèbre contractée (si elle existe) dépendent de la famille Uλ d'endomorphismes choisie
et pas seulement de limλ→0 Uλ.

De�nition 2 Nous appellerons contractions de Saletan [7], les contractions corres-
pondant aux endomorphismes Uλ qui s'écrivent Uλ = λI+u où u est un endomorphisme
de S singulier. Si le crochet contracté [ , ](1) existe, on dit alors que u contracte G(0)
et que [ , ](1) est le crochet contracté de [ , ] par u.

Proposition Pour tout endomorphisme u de S, il existe un entier naturel non nul
q, appelé indice de Riesz ou indice de longueur de chaîne, tel que :

S ⊃ Imu ⊃ Imu2 ⊃ . . . ⊃ Imuq = Imuq+1 = . . .

0 ⊂ Keru ⊂ Keru2 ⊂ . . . ⊂ Keruq = Ker uq+1 = . . .

Remarque Le cas étudié par Inonü et Wigner dans [2] est celui où Uλ = λI + u,
et u est d'indice de Riesz q = 1 .

On pose alors Imuq = SR, Ker u
g = SN et l'on a la décomposition de Fitting [1]

[5] S = SR ⊕ SN . Pour tout x ∈ S, on désigne par xR la projection de x sur SR et par
xN la projection de x sur SN . Nous nous proposons de montrer, par une méthode qui
évite les calculs assez complexes de [7], le théorème suivant.

Théorème 1 Une condition nécessaire et su�sante pour que le crochet contracté
[ , ](1} existe est

∀x, y ∈ S, u2[x, y]N − u[ux, y]N − u[x, uy]N + [ux, uy]N = 0 (2)

Sous cette condition, l'expression de [ , ]{1) est donnée par

∀x, y ∈ S, [x, y](1) = u−1[ux, uy]R − u[x, y]N + [ux, y]N + [x, uy]N (3)
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Démonstration. Nous introduisons la torsion de Nijenhuis de u, T (u) : S × S → S
dé�nie sur (S, [ , ]) par : T (u)(x, y) = [ux, uy]− u[ux, y]− u[x, uy] + u2[x, y].

Remarquons tout d'abord que, ∀λ ∈ R,∀x, y ∈ S,

T (u)(x, y) = [(λI + u)x, (λI + u)y]− (λI + u)(λ[x, y] + [ux, y] + [x, uy]− u[x, y]) (4)

ce qui implique, lorsque λI + u est inversible,

(λI+u)−1[(λI+u)x, (λI+u)y] = λ[x, y]+[ux, y]+[x, uy]−u[x, y]+(λI+u)−1(T (u)(x, y)).
(5)

La démonstration utilise le lemme suivant.
Lemme. Pour tout x ∈ S, ta projection de l'image par u de x sur SN (resp. SR)

est égale à l'image par u de la projection de x sur SN (resp, SR), c'est-à-dire

∀x ∈ S, u (xN) = (u(x))N et u (xR) = (u(x))R

Pour la famille Uλ = λI + u, la contraction existe si et seulement si :
limλ→0(λI + u)−1[(λI + u)x, (λI + u)y] existe. D'après (5), cette limite existe si et

seulement si : limλ→0(λI + u)−1(T (u)(x, y)) existe.
D'après le lemme, cette condition est équivalente à la relation (2). D'autre part,

d'après la dé�nition et la relation (5),

∀x, y ∈ S, [x, y](1) = [ux, y] + [x, uy]− u[x, y] + u−1(T (u)(x, y))R (6)

car T (u)(x, y) ∈ SR. D'après la relation (4),

[x, y](1) = [ux, y] + [x, uy]− u[x, y] + u−1 ([ux, uy]R − u[ux, y]R − u[x, uy]R + u2[x, y]R)
= [ux, y] + [x, uy]− u[x, y] + u−1[ux, uy]R − [ux, y]R − [x, uy]R + u[x, y]R

= [ux, y]N + [x, uy]N − u[x, y]N + u−1[ux, uy]R

ce qui démontre la relation (3).

De�nition 3 (S, [ , ]) étant une algèbre de Lie et u un endomorphisme de S, on
note [ , ]u le crochet dé�ni par ∀x, y ∈ S, [x, y]u = [ux, y] + [x, uy]− u[x, y] appelé, par
abus de langage, crochet déformé de [ , ] par u [5].

L'équation (3) montre que crochet contracté et crochet déformé ont même projec-
tion sur SN . En e�et,

∀x, y ∈ S, [x, y](1)N = [ux, y]N + [x, uy]N − u[x, y]N
= ([ux, y] + [x, uy]− u[x, y])N = ([x, y]u)N
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De plus, l'équation (6), expression du crochet contracté en fonction de la torsion de
Nijenhuis, montre de façon triviale que sous la condition T (u) = 0, condition su�sante
pour l'existence des crochets déformé et contracté, on a ∀x, y ∈ S, [x, y](1) = [x, y]u.

Le crochet initial [ , ] et le crochet contracté [ , ](1) sont-ils compatibles, c'est-à-dire
leur somme est-elle aussi un crochet de Lie ?

Pour tous x, y éléments de S, et tout t élément de R, on pose : [x, y](t) = [x, y] +
t[x, y](1) [

x, [y, z](t)
]
(t)

+
[
z, [x, y](t)

]
(t)

+
[
y, [z, x](t)

]
(t)

= t ([x, u−1T (u)(y, z)] + [z, u−1T (u)(x, y)] + [y, u−1T (u)(z, x)]
+u−1(T (u)(x, [y, z])) + u−1(T (u)(z, [x, y])) + u−1(T (u)(y, [z, x])))

Cette égalité montre que sous la condition T (u) = 0, l'identité de Jacobi est véri�ée
pour [ , ](t), donc [ , ] et [ , ](1) sont compatibles. On retrouve le résultat énoncé
dans [3], selon lequel crochet initial et crochet déformé sont compatibles car sous la
condition T (u) = 0, crochet contracté et crochet déformé sont égaux.

D'une manière plus générale, nous montrons le
Théorème 2 Sous la condition nécessaire et su�sante de contractibilité, crochet

contracté et crochet déformé sont compatibles si et seulement si u−1T (u) est un cocycle
de l'algèbre de Lie (S, [ , ]).
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Polynômes de Bernstein génériques et relatifs

associés à une application analytique

Hétène Biosca

Cet exposé aborde essentiellement les deux thèmes suivants :

- les Singularités (et plus précisément la théorie de l'équisingularité, via la constance
d'invariants topologiques associés à une déformation) ;

- les D-modules (notamment par la connaissance de variétés caractéristiques).

Nous nous proposons de relier ces deux sujets, à l'aide de la notion de polynôme
de Bernstein associé à une déformation. Ce concept a été introduit en 1972 par I.N.
Bernstein a�n de prolonger certaines distributions. Rappelons-en sa dé�nition.

On appelle polynôme de Bernstein associé à la fonction analytique F : Cn → C
le polynôme unitaire minimal non nul b(s) ∈ C[s] réalisant une équation fonction-
nelle du type b(s)F s ∈ D[s]F s+1, où D est l'anneau des opérateurs di�érentiels à
coe�cients analytiques et où F s désigne la puissance (formelle) s-ième de F.

L'existence d'un tel polynôme a été établie par Bernstein et Kashiwara, puis
Malgrange ([10]) et Kashiwara ([5]) lui ont donné ses �lettres de noblesse� dans la
théorie des singularités , établissant un lien très étroit entre les racines de b(s) et
les valeurs propres de la monodromie agissant sur les groupes de cohomologie de la
�bre de Milnor.

Par la suite, l'existence des polynômes de Bernstein a été géneralisée au cadre
d'une application analytique (F1, . . . , Fp) : Cn → Cp, i.e. il existe B(s1, . . . , sp) ∈
C[s1, . . . , sp]\{0} tel que

B(s)F s1
1 · · ·F sp

p ∈ D[s]F
s1+1
1 · · ·F sp+1

p , (s = (s1, . . . , sp))

Dans [9], C. Sabbah décrit de plus le lieu des zéros d'un tel polynôme et en donne
une interprétation geométrique.

Là-encore, ce concept se révèle intéressant, tant dans la théorie des distributions
(cf. le comportement asymptotique de certaines intégrales oscillantes, [1]), que dans
la théorie des singularités (cf. les cycles évanescents iterés, [9]).

Il est naturel de considérer une version relative de ces polynômes. Introduisons
tout d'abord quelques notations. Soient X (resp. Y ) un voisinage de 0 dans Cn

(resp. Ck) et π : X × Y → Y la projection canonique. On notera x = (x1, . . . , xn)
et y = (y1, . . . , yk) les coordonnées sur X et Y , puis d

dx
= ( d

dx1
, . . . , d

dxn
) et d

dy
=

( d
dy1
, . . . , d

dyk
) les dérivations correspondantes. On considère (F1, . . . , Fp) une appli-

cation analytique sur X×Y , deformation à k paramètres de l'application (f1, . . . , fp)
dé�nie sur X, au sens �Fj(x, 0) = fj(x)�.
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Dé�nition.Un polynôme de Bernstein relatif(à π) associé à la déformation (F1, . . . , Fp)
est un élément Brel(s) ∈ C[s]\{0} tel que

Brel(s)F
s1
1 · · ·F sp

p ∈ Drel[s]F
s1+1
1 · · ·F sp+1

p

où Drel est le sous-anneau de D constitué des opérateurs di�érentiels indépendants
des dérivations par rapport aux paramètres y, i.e. Drel = C{x, y} < d

dx
>.

Un polynôme de Bernstein générique associé à (F1, . . . , Fp) est un élémentBgen(s) ∈
C[s]\{0} pour lequel il existe h ∈ C{y}\{0} tel que

h(y)Bgen(s)F
s1
1 · · ·F sp

p ∈ Drel[s]F
s1+1
1 · · ·F sp+1

p .

Si l'existence des polynômes de Bernstein (absolus) est, comme on l'a rappelé,
toujours assurée, la situation est tout autre pour les polynômes de Bernstein rela-
tifs et génériques, ce qui nécessite d'introduire des hypothèses sur la déformation
(F1, . . . , Fp). Pour p = 1, un certain nombre de résultats dans cette direction ont
été établis dans [6] et [7] : notamment l'existence du polynôme de Bernstein relatif
de F a été caractérisée à l'aide d'une condition géométrique (dite de �non- caracté-
risticité�) portant sur WF , le conormal relatif de F , ou en termes de constance du
nombre de Milnor µ si F est une déformation d'hypersurfaces à singularité isolée.
Notre but est d'étudier cette version relative des polynômes de Bernstein dans le
cadre général p ≥ 1 (cf. [3], [4]).

Les méthodes employées relèvent à la fois de la théorie des D-modules et de celle
de l'équisingularité : concernant les D-modules, la pierre angulaire est la connais-
sance de la variété caractéristique du D[s]-module D[s]F s1

1 · · ·F
sp
p , laquelle coïncide

([5]) avec le sous-espace analytique de T ⋆(X × Y )× Cp égal à

W#
(F1,...,Fp)

= {(x, y,
p∑

l=1

λldFl, λ1F1, . . . , λpFpt), (λ1, · · · , λp) ∈ Cp}

Concernant l'équisingularité, on utilise la caractérisation par les relations de dépen-
dance intégrale de la constance du nombre de Milnor µ ou de celle, plus forte, de la
suite µ⋆ formée des nombres de Milnor de toutes les sections planes génériques (cf.
[12], [13]). Nous montrons alors :

Théorème 1 Soit (f1, . . . , fp) : (Cn
,0) → (C,0) un germe analytique dé�nissant

une intersection complète à singularité isolée et soit une déformation analytique
(F1, . . . , Fp) : (Cn+1

,0)→ (C,0).
S'il existe un ouvert de Zariski dense de l'espace des (n − p)-uplets de formes
linéaires dé�nies sur π−1(0) tel que ∀(l1, . . . , ln−p) dans cet ouvert, l'application
(F1, . . . , Fp, l1, . . . , ln−p) admet un polynôme de Bernstein relatif, alors la défor-
mation (F1, . . . , Fp) est à µ

∗-constant le long de la courbe lisse {0} × C ⊂ Cn × C.
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Pour p = 1, nous obtenons une entière caractérisation de la constance de µ∗

en termes d'existence de polynômes de Bernstein relatifs, mais aussi en termes de
�non-caractéristicité� :

Proposition 1 Soit F : (Cn+1
,0) → (C,0) une déformation analytique d'un germe

d'hypersurface à singularité isolée. Il y a équivalence entre :
(1) L'hypersurface π−1(0) est non caractéristique pour l'espaceW#

(F,x1,...,xn−1)
, pour

n− 1 formes linéaires génériques (x1, . . . , xn−1) dé�nies sur π
−1(0) .

(2) L'application (F, x1, . . . , xn−1) admet un polynôme de Bernstein relatif, pour
n− 1 formes linéaires génériques (x1, . . . , xn−1) dé�nies sur π

−1(0) .
(3) La déformation F est à µ∗-constant le long de {0} × C.

La condition (1) stipule, par dé�nition, que

W#
(F,x1,...,xn−1)

∩
(
T ⋆
π−1(0)(X × Y )× {0Cn}

)
⊂ T ⋆

(X×Y )(X × Y )× {0Cn} ,

ce qui revient à �écarter une direction� dans W#
(F,x1,...,xn−1)

.
Dans le cas particulier de deux variables, mais sans hypothèse de singularité

isolée, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 2 Les propriétés suivantes sont équivalentes (n = 2 et k = 1) :
(1) L'hypersurface π−1(0) est non caractéristique pour W#

(F1,...,Fp)
.

(2) L'application (F1, . . . , Fp) admet un polynôme de Bernstein relatif.
(S) L'application (F1, . . . , Fp) est une déformation équisingulière de (f1, . . . , fp)

le long d'une section de la projection π.

La condition (3) signi�e, par dé�nition, que la fonction réduite sous-jacente à F1 · · ·Fp

est une déformation équisingulière de la fonction réduite sous-jacente à f1 · · · fp, où
la dernière notion d'équisingularité est �canonique� (car n = 2) : c'est �au choix� la
constance du nombre de Milnor, la constance de µ⋆, ou l'existence d'une résolution
simultanée forte des singularités de la déformation ([13]).

En�n, voici un théorème d'existence concernant les polynômes de Bernstein gé-
nériques ([2]) :

Théorème 2 Soit (F1, . . . , Fp) une déformation analytique à k paramètres de (f1, . . . , fp)
. Elle admet un polynôme de Bernstein générique dans les trois situations suivantes :
(1) Un paramètre i.e. k = 1.
(2) Singularité isolée : on suppose que toutes les sous-familtes d'applications de
(f1, . . . , fp) dé�nissent des intersections complètes à singularité isolée.
(2) Cadre (semi)-polynomial ; on suppose que Fl ∈ C{y}[x] pour l = 1 . . . p.

La propriété (1), resp. (2), généralise un résultat de [2], resp. [6], qui concerne le
cas p = 1.
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Calcul fonctionnel harmonique dans une ⋆-a.l.m.c complète

et dans une ⋆-a.b.m.c complète

Lamiâa Bourass

Introduction

Considérons une algèbre de Banach A munie d'une involution continue. On
cherche à donner un sens à f(x) où x est un élément de A et f une fonction harmo-
nique sur un ouvert Ω de C contenant le spectre SpAx à valeurs dans A. Dans [1],
A. El Kinani a dé�ni un calcul fonctionnel harmonique en proposant la dé�nition
suivante :
Dé�nition 1 Soient A une algèbre de Banach unitaire involutive, Ω un ouvert
de C, z0 ∈ Ω tels que D(z0, R) ⊂ Ω, (R > 0) . Soit x un élement de A avec
SpAx ⊂ D(z0, R) . Pour tout f dans h(Ω,A), l'élément f(x) est donné par la formule
intégrale de Poisson :

f(x) =
1

2π

∫
|z−z0|=R

f(z)<e
[
(z + x− 2z0) (z − x)−1

] |dz|
R

(h(Ω,A) de±igne l'espace des fonctions harmoniques sur Ω à valeurs dans A).
Cette dé�nition s'étend à des classes d'algèbres plus générales, notamment les

limites inductives d'algèbres de Banach involutives (algèbres bornologiques locale-
ment multiplicativement convexes complètes involutives au sens de [5], en abrégé
⋆-a.b.m.c. complètes) et les limites projectives d'algèbres de Banach involutives (al-
gèbres localement multiplicativement convexes complètes involutives au sens de [6],
en abrégé ⋆-a.l.m.c. complètes). Nous obtenons les résultats suivants :

Calcul fonctionnel harmonique dans une ⋆-a.b.m.c. complète

Soit A une ⋆-a.b.m.c. complète, on écrit A = lim−→ (Ai, Iji, I) où (Ai)i∈I est
système inductif �ltrant croissant d'algèbres de Banach involutives unitaires et Iji
est l'injection canonique involutive dé�nie de Ai dans Aj quand i ≥ j. Soit Ĩji

l'injection canonique de h(Ω, Ai) dans h(Ω, Aj) . Le système
(
h (Ω, Ai) , Ĩji, I

)
est

inductif ;on dé�nit alors l'espace des fonctions harmoniques sur Ω à valeurs dans A,
noté h(Ω,A) , la limite inductive algèbrique et bornologique des espaces h(Ω, Ai).
Théorème 1 Soient A une ⋆-a.b.m.c. unitaire et complète et Ω un ouvert de C. Il
existe une unique application x → Φx et une seule qui associe à tout elément x de
A, dont le spectre est contenu dans Ω, un morphisme unitaire borné Φx de h(Ω,A)
dans A dé�ni par :

Φx : h(Ω,A) −→ A

f 7−→ f(x) =
1

2π

∫
|z−z0|=R

f(z)<e
[
(z + x− 2z0) (z − x)−1

] |dz|
R
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Le �spectral mapping theorem�

De�nition 2 Soit A une algèbre munie d'une involution ⋆. On dit que A est her-
mitienne si SpAh ⊂ R, ∀h ∈ H(A) (H(A) = {h ∈ A : h⋆ = h } ).

Pour les éléments normaux (un élément x est dit normal si xx⋆ = x⋆x) d'une
algèbre bornologique stellaire non commutative, le �spectral mapping theorem� est
vrai pour les fonctions harmoniques car ces dernières sont continues [5]. Il est aussi
vrai pour les élements normaux d'une ⋆-a.b.m.c. complète et hermitienne et on a la
proposition suivante :
Proposition 1 Soient A une ⋆-a.b.m.c. unitaire complète et hermitienne, z0 ∈ Ω
tel que D(z0, R) ⊂ Ω, x un élément normal dont le spectre est contenu dans D(z0, R)
et f ∈ h(Ω) . Alors SpA f(x) = f(SpA x) .
Extensions des résultats de Ky Fan [3]

Dans la suite, | . | désigne la fonction de Ptàk dé�nie par : |x| = ρA(xx
⋆)

1
2 , ∀x ∈ A

où pA (x) est le rayon spectral de x. On s'intéressera aux classes des fonctions
suivantes :

B(D) = {f ∈ H(D), |f(z)| < 1,∀z ∈ D}
P (D) = {g ∈ H(D), <eg(z) > 0,∀z ∈ D}

où D = {z ∈ C : |z| < 1}.
Proposition 2(Analogue du théorème de Ky Fan) Soient A une ⋆-a.b.m.c. unitaire
complète et hermitienne, x ∈ A tel que |x| < 1. Alors on a les deux assertions
suivantes :

1. ∀f ∈ B(D) , |f(x)| < 1.

2. ∀g ∈ P (D) , <eg(x) > 0.

Proposition 3 (Analogue du théorème de Von Neumann) Soient A une ⋆-a.b.m.c.
unitaire complète et hermitienne, x un élément de A tel que |x| ≤ 1, f une fonction
holomorphe au voisinage du disque unité fermé D. Si |f(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D
alors |f(x)| ≤ 1.

Proposition 4 (Analogue du lemme de Schwarz) Soient A une ⋆-a.b.m.c. unitaire
complète et hermitienne, x un élément de A tel que |x| < 1. Soient f, g et h dans
H(D) tels que f = g.h avec |h(z)| ≤ 1,∀z ∈ D. Alors

g(x)⋆g(x) ≥ f(x)⋆f(x) (1)

|g(x)| ≥ |f(x)| (2)

Dans (1) l'inégalité est stricte, si et seutement si, g(x)⋆g(x) > 0 et h n'est pas une
constante. L'inégalité (2) devient une égalité, si et seulement si, soit g(x) ∈ Rad(A)
, soit g(x) est une constante.

On remarque que la première assertion de l'extension du théorème de Ky Fan
est un cas particulier du lemme de Schwarz, c'est-à-dire, le cas où g est égal à 1.
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Calcul fonctionnel harmonique dans une ⋆-a.l.m.c. complète

Soit A une ⋆-a.l.m.c. unitaire complète, en utilisant les notations et la décompo-
sition de A. E. Michael dans [6], on écrit A = lim←−

(
Ai,Πij, I

)
où
∏

ij et
∏

i sont
respectivement les morphismes de transitions de A dans Ai et de Aj dans Ai quand
j ≥ i. Soient Ω un ouvert de C et f une fonction de deux variables réelles x et y. On
dit que f est harmonique si elle est deux fois continûment di�érentiable et satisfait
à la condition suivante :

∆f =
∂2f

δx2
+
∂2f

δy2
= 0.

On designe par h(Ω,A) l'ensemble des fonctions harmoniques sur Ω à valeurs dans
A. Il est clair que h(Ω,A) muni des opérations habituelles est un espace vectoriel
complexe. Soient

∏
i et

∏
ij respectivement les morphismes canoniques de h(Ω,A)

dans h(Ω, Ai) et de h(Ω, Aj) dans h(Ω, Ai) quand j ≥ i. Le système (h(Ω, Ai),
∏

ij, I)
est un système projectif ayant pour limite h(Ω,A) . On munit l'espace h(Ω,A) de
la topologie limite projective.
Dé�nition 2 Soient A une ⋆-a.l.m.c. unitaire complète, z0 ∈ Ω et R > 0 tels que
D(z0, R) soit contenue dans Ω. Soit x dans A dont le spectre SpAx est contenu dans
D(z0, R) . Nous noterons, si f ∈ h(Ω,A), f(x) l'élément de A donné par :

f(x) =
1

2π

∫
|z=z0|=R

f(z)<e
[
(z + x− 2z0) (z − x)−1

] |dz|
R

Proposition 5 Soient A une ⋆-a.l.m.c unitaire complète et hermitienne, x un élé-
ment normal de A dont le spectre est contenu dans D(z0, R) et f dans h(Ω). Alors
f(SpA x) = SpA f(x) .

En utilisant le calcul fonctionnel harmonique dé�ni précédemment, on montre
que les Q-algèbres localement multiplicativement convexes unitaires involutives (en
abrégé Q-⋆-a.l.m.c) hermitiennes et complètes constituent un cadre général pour les
résultats de Ky Fan énoncés dans [3].
Proposition 6 (Analogue du théorème de Ky Fan) Soient A une Q-⋆-a.l.m.c uni-
taire complète et hermitienne ; x un elément de A tel que |x| < 1. Alors on a les
deux assertions suivantes :

1. ∀f ∈ B(D) , |f(x)| < 1.

2. ∀g ∈ P (D),<eg(x) > 0.

Proposition 7(Analogue du théorème de Von Neumann) Soient A une Q-⋆-a.l.
m.c unitaire complète et hermitienne, x un élément de A tel que |x| ≤ 1 et f une
fonction holomorphe au voisinage du disque unité fermé D. Si |f(z)| ≤ 1 pour tout
z ∈ D alors |f(x)| ≤ 1.

Proposition 8(Analogue du lemme de Schwarz)
Soient A une Q-⋆-a.l.m.c unitaire complète et hermitienne, x un élément de A

tel que |x| < 1. Soient f, g et h dans H(D) tels que f = g.h avec |h(z)| ≤ 1,∀z ∈ D.
Alors :

17



g(x)⋆g(x) ≥ f(x)⋆f(x) (1)

|g(x)| ≥ |f(x)| (2)

Dans (1), l'inégalité est stricte si et seulement si g(x)⋆g(x) > 0 et h n'est pas une
constante. L'inégalité (2) devient une égalité si et seulement si g(x) ∈ Rad(A) où g
est une constante.
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Sur un problème mathématique en mécanique des �uides

Renata Bunoiu

Ce travail porte sur les méthodes mathématiques en mécanique des �uides, en
particulier sur l'écoulement dans des domaines de faible épaisseur.

On étudie ici l'écoulement d'un �uide à viscosité non linéaire dans un domaine
de faible épaisseur, de l'ordre d'un petit paramètre strictement positif ε. Létude des
�uides pour lesquels la viscosité est une fonction non linéaire de la vitesse du �uide
est importante. E�ectivement, dans la nature il y a plusieurs �uides de ce type,
comme par exemple l'encre, les peintures, les graisses, les polymères. On travaille
avec une loi générale pour la viscosité, comme dans [3]. Les conditions imposées sur
la viscosité sont satisfaites en particulier par les lois de Cross, Williamson, Carreau.

L'étude mathématique a été faite sur deux modèles. Dans les deux cas on consi-
dère une équation du type Navier-Stokes dans un domaine de dimension trois. Dans
le premier cas (exposé plus loin) on considère des conditions de Dirichlet non-
homogènes au bord du domaine, les forces extérieures étant supposées nulles. Dans
le deuxième cas, on considère des conditions de Dirichlet homogènes au bord du
domaine, mais dans ce cas les forces extérieures sont non nulles.

La solution d'un problème analogue pour un �uide à viscosité linéaire est due à
Assemien, Bayada, Chambat [1]. Le cas avec la viscosité linéaire donnée par la loi
de la puissance (cas r > 2) a été traité par Bourgeat, Mikeli£, Tapiéro [2] avec des
conditions de Dirichlet non homogènes sur la frontière latérale du domaine.

Dans le premier cas traité, on démontre d'abord un résultat d'existence d'une
solution pour le cas ε �xé. Ensuite on s'intéresse au passage à la limite (ε→ 0) qu'on
ne traite que dans un cas moins général. On fait des hypoth`eses supplémentaires
sur la géométrie du domaine et sur les valeurs de la vitesse sur le bord du domaine,
comme dans [1]. On donne des estimations a priori et des résultats de convergence
pour les nouvelles fonctions et ensuite le problème qui lie les limites de la vitesse et
de la pression.

Dans le deuxième cas, on connaît grâce à [3] l'existence d'au moins une solu-
tion pour le cas ε �xé. On s'intéresse pour ce problème aux passages à la limite
uniquement.

Dans certains cas particuliers de viscosité on retrouve, à la limite, le problème
de Reynolds classique, comme dans [1]. Le système limite trouvé peut être découplé
si on impose des hypothèses supplémentaires sur la viscosité du �uide.
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Presentation du problème

On travaille dans le domaine tridimensionnel Ωε dé�ni par :
Ωe = {(x1, x2, x3) tek que (x1:x2) ∈ ω et 0 < x3 < εh(x1, x2

où ω est un rectangle du plan et la fonction continue h : ω → R+ véri�e α <
h(x1, x2) < 1, dans ω, avec α > 0. On considère comme dans [1] un écoulement régi
par l'équation de Navier-Stokes, mais ici on suppose que la viscosité est non linéaire.
Soit µ une fonction véri�ant les propriétés suivantes :

µ est continûment di�érentiable de R+ dans R+(H1)
limt→∞ µ(t) = µ∞ > 0(H2)
0 < m0 = inft∈R+ µ(t)(H3)

∃E ⊂ R+ tel que µ′(t) ≥ 0, ∀t ∈ E et t|µ′(t)| ≤ µ(t),∀t ∈ R+ \E.(H4) .
On dé�nit la viscosité non-linéaire du �uide comme dans [3] en fonction de la

vitesse u par :
µ(s(u)) : R+ → R+,

avec s(u) =
√

2DII(u), DII(u) =
1

2
D(u)D(u)t, D(u) =

1

2
(∇u+∇ut) .

Soient Γε
+,Γ

ε
−,Γ

ε
L les faces supérieure, inférieure et latérale du domaine et Γε =

Γε
+ ∪Γε ∪Γε

L. L'application g
ε étant donnée, le problème est de trouver la vitesse uε

et la pression pε qui véri�ent :

−div(2µ(s(uε))D(uε)) + uε∇uε +∇pε = 0 dans Ωε (1)

div uε = 0 dans Ωε, u
ε = gε sur Γε (2)

De plus, on cherche une pression pε telle que :∫
Ωe

pεdx = 0. (3)

On multiplie l'équation (1) par v ∈ V ε = {ϕ ∈ H1
0 (Ωε) |divϕ = 0 dans Ωε} et on

trouve : ∫
Ωε

2µ (s (uε))D (uε)D(v)dx+

∫
Ωε

uε∇uεvdx = 0,∀v ∈ V ε. (4)

On ajoute la condition de compatibilité suivante (ν étant la normale extérieure) :∫
Γε

gενdσ = 0. (5)
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Pour le cas ε �xé on démontre les résultats suivants :
Lemme Soit g ∈ H 1

2 (∂Ωε) véri�ant (5). Alors il existe G
ε ∈ L4(Ωε) qui satisfait :

divGε = 0 dans Ωε, Gε = gε sur Γε |Gε|
H1(Ωε)

≤ c |gε|1≤2,Γε

Théorème 1 Si gε ∈ H 1
2 (∂Ωε) véri�e la relation (5) et si Gε véri�e la relation :

|Gε|
L4(Ωε)

≤ m0

cεSc
ε
P

,

où cεS est la norme de l'injection de H1(Ωε) dans L
4(Ωε) et où c

ε
P est la constante de

Poincaré, alors le problème (2)-(5) a au moins une solution uε ∈ H1(Ωε) . Il existe
cε constante telle que :

|∇uε| 0,ε ≤ cε.

Etude du cas limite ε→ 0 pour la lubri�cation
Pour passer à la limite on fait le changement de variables (y1, y2, z) = (x1, x2, x3/ε)

. Le nouveau domaine et sa frontière sont notés par : Ω,Γ,Γ+,Γ−,ΓL et les nouvelles
inconnues sont : ûε(y1, y2, z) = uε(x1, x2, x3) et p̂

ε(y1, y2, z) = pε(x1, x2, x3) . On
donne des conditions particulières pour la fonction gε comme suit :

gε = 0 sur Γε
+, g

ε = (g1, g2, εg3) sur Γ
ε
− ∪ Γε

L,

où les fonctions g1, g2, g3 sont indépendantes de ε et g3 = 0 sur Γε
−. De plus, on

suppose : ∫
ΓL

gνdσ = 0

Théorème 2 Quitte à extraire une sous-suite, on a les résultats suivants :

ûe → u∗ dans L2(Ω) faible et
∂ûε

∂z
→ ∂u∗

∂z
dans L2(Ω) faible

u∗3 = 0,
∫ h(y)

0
ûεi (y, z)dz →

∫ h(y)

0
u∗i (y, z)dz dans L2(ω), i = 1, 2

divy
∫ h(y)

0
u∗(y, z)dz = 0 dans ω, u∗(y, 0) = (g1, g2, 0) dans ω

ε2p̂ε → p∗ dans L2
0(Ω) faible et

∂p∗

∂z
= 0

Par abus de notation posons u∗ = (u∗1, u
∗
2, 0) . Pour une application µ qui véri�e

de plus :
(H5), µ = µ(βεs(u)) , où βε est une constante dépendant de ε

21



on a :
Théorème 3 Le couple (u∗, p∗) dé�ni par le théorème 2 véri�e pour i=1,2 :

− ∂

∂z

(
µ∗ (u∗)

∂u∗i
∂z

)
+
∂p∗

∂xi
= 0 dans Ω, u∗i = gi sur Γ+ ∪ Γ−

µ∗ (u∗) =



µ

(
β

√
1

2

∂u∗

∂z

∂u∗

∂z

)
si
βε

ε
→ β < +∞

µ(0) si
βε

ε
→ 0

µ∞ si
βε

ε
→ +∞
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Linéarisation de certaines structures de Poisson

Véronique Chloup-Arnould

La notion de structures de Poisson apparaît naturellement en mécanique dans
l'étude des systèmes Hamiltoniens et généralise la notion de structure symplectique.
Si le rang de Λ (tenseur de Poisson sur la variétéM) est constant et égal à la dimension
de M alors Λ est inversible et son inverse de�nit une structure symplectique sur M .
Le théorème de Darboux a�rme que deux variétés symplectiques de même dimension
sont localement isomorphes. On peut se demander si un résultat similaire est vrai pour
les structures de Poisson générales, i.e. si deux structures de Poisson de même rang
en un point donné sont localement isomorphes. La réponse à cette question est non
et c'est précisément cela qui rend intéressante l'étude du comportement local de ces
structures.

L'étude locale des structures de Poisson se fait de la façon suivante : on utilise
d'abord le théorème de décomposition de Weinstein [9] pour décomposer localement
une variété de Poisson (M,Λ) en un produit d'une variété symplectique et d'une variété
avec une structure de Poisson nulle en un point. Un tel produit est un produit de
Poisson. En utilisant cette décomposition on se ramène à l'étude des structures de
Poisson nulles en un point.

Une structure de Poisson sur une variété M est la donnée d'un crochet de Lie sur
C∞(M), noté { , } : C∞(M)× C∞(M)→ S(M) et véri�ant la règle de Leibniz :

∀f, g, h ∈ C∞(M) {f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}.
Dans des coordonnées locales quelconques (x1, . . . , xn) , on obtient :

{f, g} =
∑

1≤i,j≤n

Λij ∂f

∂xi
∂g

∂xi

où Λ est un champ de tenseurs deux fois contravariant antisymétrique véri�ant
[Λ, Λ] = 0 ([ , ] désigne le crochet de Schouten).

Si Λ s'annule en e, dans des coordonnées locales quelconques (x1, . . . , xn) centrées en
e, on peut écrire

Λij(x) =
∑

1≤k≤n

Cij
k x

k +Rij(x)

où les Rij représentent les termes non linéaires dans le développement en série de
Taylor de Λij et où les Cij

k sont les constantes de structure d'une algèbre de Lie H
appelée la linéarité de la structure (Weinstein [9]).

La structure de Poisson Λ sera dite linéarisable si on peut trouver des nouvelles
coordonnées locales (y1, . . . , yn) dans lesquelles Λ s'écrive

Λij(y) =
∑

1≤k≤n

Cij
k y

k
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V. Arnold a montré, le premier, que toute structure de Poisson dont la linéarisée est
l'algèbre de Lie non triviale de dimension deux est linéarisable.

La question de la linéarisation de structures de Poisson telles que H soit semi-
simple a été soulevée dans Weinstein [9] ; si la linéarisée d'une structure de Poisson est
une algèbre de Lie semi-simple, alors Λ est formellement linéarisable. De plus, J. Conn
[4] a démontré que si Λ est analytique, la linéarisation est anaJytique. Dufour [6] a
démontré que la semi-simplicité n'est pas nécessaire en exhibant une algèbre résoluble
de dimension 3 véri�ant la même propriété. J. Conn [5] a démontré que dans le cas
d'une structure de Poisson C∞, si la linéarisée H est semi-simple de type compact
alors la linéarisation est C∞. Weinstein [10] a exhibé des exemples de structures de
Poisson C∞ ayant pour linéarisée une algèbre de Lie semi-simple, de type non compact
et de rang réel au moins deux, qui ne sont pas linéarisables par un changement de
coordonnées C∞.

Le problème de la linéarisation formelle se traduit en un problème de cohomologie.
Notons Λij(x) =

∑
1≤k≤nC

ij
k x

k +Λij
(k)(x) + Λij

(k+1}(x) + . . . le développement de Λij en

série formelle où Λij
(k⟩(x) est le terme homogène de degré k en les x1, . . . , xn(k ≥ 2) .

L'idée de la linéarisation formelle est de repousser les termes de degré k en des
termes de degré supérieur par un changement de coordonnées locales de degré k.
Posons donc yi = xi + f i(x) où les f i sont des polynômes homogènes de degré k. On
peut alors considérer Λ(k) :H∧H → Sk(H) dé�nie par Λ(k)(x

i∧xj) 7→ Λij
(k). La relation

[Λ, Λ] = 0 se traduit à l'ordre k par ∂2Λ(k) = 0 où ∂2 est l'opérateur de cohomologie
de Chevaley de H associé à la représentation adjointe de H sur S(H) : (∂2(f)) (x∧ y∧
z) = S

x,y,z
(ad(x)f(y ∧ z) + f(x, [y, z])) . Donc Λ(k) est un 2-cocycle. Considérons f(k) :

H → Sk(H)xi 7→ f i
(k). Alors

(
{yi, yj} −

∑
k C

ij
k y

k
)
est d'ordre strictement supérieur à

k si et seulement si (Λ(k) + ∂1f(k))(x
i, xj) = 0.

Ainsi, si le 2-cocycle Λ(k) est un cobord, on repousse les termes de degré k en des
termes de degré k + 1.

En itérant le processus on obtient une suite {xiν} qui détermine un système de
coordonnées formelles limite xi∞ = xi + gi∞(x) dams lequel Λ est linéaire. On parlera
de linéarisation formelle.

En particulier, Λ est formellement linéarisable si H2(H, S(H)) = 0. C'est le cas si
H est semi-simple ou si par exemple H = G1 ⊕ R où G1 est semi-simple (dans ce cas,
la linéarisation est même analytique, cf. Molinier [7]).

Nous nous intéressons au problème de la linéarisation des tenseurs de Lie-Poisson.
Tous ces résultats se trouvent dans Chloup-Arnould [1].

Soit G un groupe de Lie et P un tenseur de Poisson sur G. (G,P ) est un groupe
de Lie-Poisson si P est multiplicatif, i.e. s'il véri�e : P (xy) = Lx⋆P (y)+Ry⋆P (x) . En
particuIier P (e) = 0.
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La linéarisation des structures de Lie-Poisson est un cas particulier de la linéarisa-
tion locale d'une structure de Poisson. Le cadre Lie-Poisson dans cette étude se justi�e
d'une part par le fait que la structure de Lie-Poisson est automatiquement analytique
réelle. D'autre part, sur le groupe Rn, toute structure de Lie-Poisson est linéarisable
alors que certaines structures de Poisson générales ne le sont pas. De plus une struc-
ture de Lie-Poisson est entièrement déterminée par sa partie linéaire sans être toujours
linéarisable (voir M. Cahen, S. Gutt et J. Rawnsley [3]).

Soit G une algèbre de Lie. (G,G∗) (aussi notée (G, p)) est une bigèbre de Lie s'il
existe une structure d'algèbre de Lie sur G∗ telle que son application duale, notée p,
soit un cocycle sur G, i.e. p : G → G ∧ G véri�e : p([X,Y ]) = [p(X), Y ]− [p(Y ), X].

Soit (G,P ) est un groupe de Lie-Poisson, alors Pr(x) = R−1x ∗P (x) est un cocycle
pour la representation Ad, i.e. Pr(xy) = Pr(x) +AdxPr(y) . Alors p = Pr∗ε dé�nit une
structure de bigèbre de Lie sur G l'algèbre de Lie de groupe de Lie G. Réciproquement
si (G, p) est une bigèbre de Lie, alors (G,P ) est un groupe de Lie-Poisson, où G est le
groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie G et où P est donné
dans un voisinage de e par : P (expX) = RexpX,

eadX−1
adX

p(X) . Ainsi la structure est
déterminée par sa partie linéaire et la linéarisée coïncide avec G∗.

Nous généralisons le résultat obtenu par J. Conn [4] en prenant comme point de
départ l'algèbre de Lie H = G∗. Nous nous intéressons au cas où g∗ est réductive :

Théorème 1 Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie
G. Soit P un tenseur de Lie-Poisson sur G tel que G∗, le dual de G, s'écrive G∗ = G1⊕R
en produit direct où R est un idéal abélien et où G1 est une algèbre de Lie semi-simple.
Alors P est analytiquement linéarisable.

Ce théorème n'est pas véri�é pour certains tenseurs de Poisson généraux (non Lie-
Poisson) ayant la même linéarisée H = G1⊕R. Soit P un tenseur de Poisson sur Rn+r

(où n = dimG1 et r = dimR, r > 2), s'annulant en 0 et tel que :

P ij(x) =
∑

1≤k≤n

Cij
k x

k +Bij

où les Cij
k sont les constantes de structure deH = G1⊕R dans la base > e1, . . . , en+r <

où ei ∈ G1,∀i ≤ n et ej ∈ R,∀j > n et où Bij sont les termes non linéaires de P ij, et
nous supposons que Bij = 0 pour i ou j ≤ n.

Alors si B n'est pas nul, la dimension maximale des feuilles symplectiques pour la
structure linéaire est di�érente de la dimension maximale des feuilles symplectiques
pour P , donc P n'est pas linéarisable.

Thérème 2 Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de
Lie G. Soit P un tenseur de Lie-Poisson sur G tel que G∗, le dual de G, s'écrive
G∗ = G1 ⊕ R en produit direct où R est un idéal de dimension r et où G1 est une
algèbre de Lie semi-simple de dimension n. Alors P = L ⊕ T où L est le tenseur de
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Lie-Poisson linéaire donné par les constantes de structure de G1 et T (x1, . . . , xn+r) =∑
n+1≤i,j≤n+r T

ij (xn+1, . . . , xn+r) ∂
∂xi ∧ ∂

∂xj . Ce théorème n'est pas véri�é pour certains
tenseurs de Poisson généraux (non Lie-Poisson) ayant la même linearisée H = G1⊕R ;
on a le résultat suivant (également obtenu par Wade [8]) :
Proposition Soit Λ une structure de Poisson sur une variété M , s'annulant en un
point z et telle que la linéarisée en z soit H = G1 n R le produit semi-direct d'une
sous-algèbre de Lie semi-simple de dimension n et d'un idéal de dimension r.

Alors il existe des coordonnées formelles (x1, . . . , xn, y1, . . . , yr) au voisinage de z
telles que dans ces coordonnées, on ait :{

xi, xj
}
=
∑

1≤k≤n

Cij
k x

k

{
xi, yα

}
=
∑

1≤γ≤r

Ciα
γ y

γ

{yα, yγ} =
∑

1≤ν≤r

Cαγ
ν yν +Rαγ(x, y)

où les Cij
k sont les constantes de structure de H et où les Rαγ sont des séries en x et

y d'ordre supérieur à deux.
D'autre part, nous regardons le problème de linéarisation des structures de Lie-

Poisson en suivant une autre approche : le point de départ est alors G (voir Chloup-
Arnould [2] ou [1] pour les calculs détaillés).
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Milieux poreux �ssurés avec double périodicité

Ioana-Andreea Ene

Introduction

L'écoulement des �uides à travers des milieux poreux représente un problème d'une
grande importance, avec de nombreuses applications dans l'exploitation des gisements
pétroliers, la pollution, la géophysique, etc. Dans la pratique des exploitations pétro-
lières on rencontre le plus souvent des milieux poreux �ssurés. Dans ce cas un problème
sur lequel on a beaucoup discuté est la modélisation de ces mouvements. Dans la mo-
délisation mathématique des écoulements des �uides dans les milieux poreux �ssurés,
le milieu poreux est composé de blocs poreux, qui sont séparés par des �ssures qui ont
des dimensions plus grandes que celles des pores. Dans ces conditions même s'il existe
une seule phase �uide en mouvement, elle va se comporter de manière di�érente dans
les blocs poreux et dans les �ssures. Ceci laisse supposer qu'au niveau microscopique
on peut avoir deux pressions di�érentes qui correspond aux deux cas décrits.

En e�et on connait les équations proposées par Barenblatt et Zheltov [4] qui in-
troduisent deux pressions di�érentes dans les blocs poreux et dans les �ssures. On
décrit, dans ce cas, l'écoulement moyen, ou macroscopique, avec deux équations qui
contiennent un terme de transfert entre les blocs poreux et les �ssures ; ce terme est
représenté par la di�érence des deux pressions.

En utilisant la méthode de l'homogénéisation on a obtenu une modélisation ma-
thématique de ce type de problème avec deux hypothèses. La première suppose l'exis-
tence d'une double périodicité, ce qui correspond aux blocs poreux et aux �ssures. La
deuxième suppose l'existence d'une double porosité.

En utilisant la méthode de l'homogénéisation, Th. Levy [11] et P. Donato et J.
Saint Jean Paulin [6] ont proposé un modèle qui contient une double périodicité. Plus
précisément dans les �ssures l'écoulement est périodique en ε et dans les blocs poreux
en ε2. Le résultat qu'on obtient en passant à la limite est une loi de Darcy avec un
tenseur de perméabilité di�érent du tenseur classique de la loi de Darcy (E. Sanchez-
Palencia [14]).

Un autre modèle d'écoulement dans les milieux poreux �ssurés, proposé par T.
Arbogast, U. Hornung et J. Douglas [3] et U. Hornung [10], connu comme le modèle
de double porosité, consiste dans l'introduction de deux perméabilités très di�érentes
dans les blocs poreux et dans les �ssures. Plus précisément si on suppose que la per-
méabilité des �ssures est de l'ordre de l'unité, alors dans les blocs poreux on prend
une perméabilité de l'ordre de ε2. Le résultat du processus d'homogénéisation qu'on
obtient est un modèle avec deux pressions et donc avec un terme de transfert lié à la
di�érence des deux pressions.

Les deux modèles semblaient donner des solutions di�érentes. En partant de cette
remarque je me suis située dans mon étude dans le cas d'une double périodicité, mais en
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étudiant le problème de Neumann, ce qui correspond plus ou moins au cas de la double
porosité. Le résultat que j'ai obtenu montre que, du moins dans le cas d'un écoulement
stationnaire, le modèle à double porosité et celui à double périodicité coïncident. Au
niveau macroscopique j'ai obtenu une loi de Darcy.

D'un point de vue mécanique, on sait que l'écoulement d'un �uide à travers un
milieu poreux est décrit par
• la loi de Darcy :

v = −k(∇p− f)

où v est le vecteur vitesse, p la pression, k le tenseur de perméabihté (qui est symétrique
et dé�ni positif, cf. E. San& ez-Palencia), et f les forces extérieures.
• l'équation de continuité :

div v = 0

• la condition sur les frontières imperméables :

v.n = 0

On voit donc, que d'un point de vue mathématique, on est conduit à résoudre un
problème de Neumann :

− div (A∇u) = f

A∇u.n = 0

Si l'on considère maintenant que le milieu poreux est formé par des �ssures d'ordre
ε et des blocs poreux qui contiennent des inclusions (ou des trous d'ordre ε2), le pro-
blème de Neumann qu'on a à résoudre est tel qu'on cherche des solutions doublement
périodiques en ε et ε2.
Quelques résultats de convergence 3-échelle

De�nition Soit ue une suite bornée dans L2(Ω) . On dit que uε converge 3-échelle
vers une limite u0(x, y, z) ∈ L2(Ω × Y × Z) si et seulement si pour toute fonction
ψ(x, y, z) ∈ D(Ω, C∞p (Y × Z)) on a :

lim
ε→0

∫
Ω

uε(x)ψ
(
x,
x

s
,
x

s2

)
dx =

∫
Ω

∫
Y

∫
Z

u0(x, y, z)ψ(x, y, z)dxdydz

Théorème (i) Soit uε une suite bornée dans H1(Ω), qui converge faiblement vers
sa limite u(x) , dans H1(Ω) . Alors uε converge 3-échelle vers u(x) et il existe deux
fonctions u1(x, y) ∈ L2(Ω, H1

p (Y )/R), u2(x, y, z) ∈ L2(Ω × Y,H1
p (Z)/R) telles que,

quitte à extraire une sous-suite, ∇uε converge 3-échelle vers ∇u(x) + ∇yu1(x, y) +
∇zu2(x, y, z) .
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(ii) Soient uε et ε
2uε deux suites bornées dans L2(Ω), respectivement (L2(Ω))N

Alors il existe une fonction u0(x, y, z) ∈ L2(Ω × Y, H1
p (Z)/R) tel que, quitte à

extraire une sous-suite, uε et ∇uε converge 3-échelle vers u0(x, y, z) respectivement
∇zu0(x, y, z) .
Problème de Neumann dans un milieu poreux �ssuré

On veut étudier avec la méthode de l'homogénéisation le système suivant :

−∆uε = f dans Ωε (8)

uε = 0 sur ∂ Ω (9)

∂uε
∂n

= 0 sur ∂ Sε
Ω (10)

où f ∈ L2(Ω) .
La structure de Ωε présente une double périodicité (ε et ε2). Les zones dans les-

quelles les inclusions sont concentrées sont ε− périodiques et de dimension ε. Les
inclusions dans chaque zone sont ε2-périodiques et de dimension ε2.

Pour résoudre un tel problème on doit utiliser un opérateur de prolongement Pε ∈
L(Vε, H1

0 (Ω)) (D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin [5]) . Avec cette construction on
peut alors donner :
Théorème de convergence

(i) Quitte à extraire une sous-suite, les convergences suivantes ont lieu :

Pεuε → u(x) dans H1
0 (Ω) faible

Pεuε converge 3-échelle u(x)

(ii) Il existe deux fonctions u1(x, y) ∈ L2(Ω, H1
p (Y )/R) , u2(x, y, z) ∈ L2(Ω ×

Y,H1
p (Z)/R) telles que, quitte à extraire une sous-suite on a :

∇ (Pεuε) converge 3-échelle ∇xu(x) +∇yu1(x, y) +∇zu2(x, y, z)

La limite 3-échelle du système est alors :∫
Ω×Y×Z

(
χF (y) + χY \F (y)χZ|S(z)

)
(∇xu(x) +∇yu1(x, y) +∇zu2(x, y, z))

(∇xΦ(x) +∇yΦ1(x, y) +∇zΦ2(x, y, z)) =

(
|F |
|Y |

+
|Y \F |
|Y |

|Z\S|
|Z|

)∫
Ω

f(x)Φ(x)dx

Pour voir de manière plus claire le système macroscopique on introduit les notations
suivantes :

A(y, z) = χF (y) + χY \F (y)χZ\S(z)
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A1(y) =

∫
Z\S

A(y, z) (Id−∇zw) dz

Ah =

∫
F

A1(y) (Id−∇yv(y)) dy.

Problème homogénéisée �classique� :

− divx
(
Ah∇xu(x)

)
=

(
|F |
|Y |

+
|Y \F |
|Y |

|Z\S|
|Z|

)
f(x) dans Ω (11)

u(x) = 0 sur ∂ Ω (12)

Remarque Un problème qui trouve toute sa place dans le cadre des milieux poreux
�ssurés est celui de l'étude de l'équation de di�usion :

∂pε

∂t
(x, t) = ∇ (dε∇pε(x, t)) + f(x, t) dans Ωε × (0, T ) (13)

pε = 0 sur ∂Ω× (0, T ) (14)

[pε] = 0 sur ∂Sε
Ω × (0, T ) (15)

dε∇pε.n = 0 sur
(
∂Sε

Ω\
(
∂F ε

⋂
∂Ωε

f

))
× (0, T ) (16)

dε∇pε.n = qε sur ∂F ε × (0, T ) (17)

Les mêmes techniques d'homogénéisation et de convergence 3-échelle nous permet
d'obtenir à la limite un système avec deux pressions, et donc de lier ce type de modèle
avec celui de Warren et Root et de Brenblatt et Zheltov [4].
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Décomposition spectrale de 1-formes di�érentielles

sur une surface de Riemann et series d'Eisenstein.

Thérèse Falliero

On considère une surface de Riemann hyperbolique M et ∆ l'opérateur de
Laplace, ∆ = dδ + δd, δ = − ∗ d∗, où ∗ est l'opérateur de Hodge. ∆ agit sur
l'espace L2(M) des 1-formes di�érentielles w de carré intégrable pour le produit
scalaire

〈w1, w2〉 = 1/2

∫
M

w1 ∧ ∗w2

Lorsque la surface de Riemann est compacte, il existe une base hilbertienne or-
thonormée formée de 1-formes propres :

w =
∑
λ

(w)λ

où (. . .)λ désigne la projection orthogonale sur le sous-espace associé à la valeur
propre λ du spectre discret de ∆.
LorsqueM n'est plus compacte (par exempleM = M̂−{a}, avec M̂ compacte), le
laplacien possède un spectre continu, lié à des séries d'Eisenstein E2, E−2 associées
à la pointe de M et on a la formule de décomposition spectrale

w(z) =
∑
λ

(w)λ(z) +
1

4πi

∫ +∞

−∞
〈w,E(1/2 + it, )2〉E(1/2 + it, z)2dt

+
1

4πi

∫ +∞

−∞
〈w,E(1/2 + it, )−2〉E(1/2 + it, z)−2dt

On se propose ici d'établir cette formule et d'expliciter les séries d'Eisenstein qui
entrent en jeu et d'en donner quelques proprietés. On pose ainsi les outils qui
nous seront nécessaires pour étudier une dégénérescence des séries d'Eisenstein
hyperboliques de Kudla et Millson ([1]).

On utilisera quelques notations :Im(z) est la partie imaginaire de z = x+iy,H
est le demi-plan de Poincaré, G = SL2(R) ,M = Γ\H,Γ est un groupe fuschien de
co-volume �ni, sans points elliptiques. L'existence de pointes de M correspond à
la présence d'éléments paraboliques dans Γ. Quitte à faire une conjugaison sur Γ,
on peut supposer que ∞ est la pointe de M et que son stabilisateur est engendré
par γ∞ : z → z + 1,Γ∞ = 〈γ∞〉 .
La décomposition des 0-formes a été faite à l'origine par Selberg. On donne pour
référence à la décomposition des 1-formes les livres de : T.Kubota ([2]), G.G.P.S.
([3]), H.Iwaniec ([4]), D.A.Hejhal ([5], [6]).
On interprète ici la décomposition des 1-formes en termes de �bré en sphères de
M.
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1.Le �bré en sphères de M
Le �bré en sphères S(H) est paramétrisable par les coordonnées locales (z, ζ)

où z ∈ H et ζ ∈ C, |ζ1 = y ([7]). Le groupe Γ agit sur S(H) de la façon suivante,
pour tout γ ∈ Γ : γ : (z, ζ) → (γz, γl(z)ζ) . On véri�e que S(M) s'obtient en
factorisant S(H) par Γ. En notant θ l'argument du vecteur tangent ζ , on a une
métrique invariante sous l'action de Γ :

ds2 =
dx2 + dy2

y2
+

(
dθ +

dx

y

)2

La mesure associée est alors dµ = dV
dθ

2π
où dV =

dxdy

y2
. On a

Proposition 1 S(M) est une variété riemannienne de dimension S, isométrique
à Γ\G.

On considère l'espace de Hilbert L2(S(M)) muni du produit scalaire ([7]) :

〈F,G〉 =
∫
S(M)

FGdV
dθ

2π

Pour tout m ∈ Z , on dé�nit les sous-espaces fermés Hm ⊂ L2(S(M)) de la façon
suivante

Hm = {G(z, ζ) ∈ L2(S(M))|G(z, ζ) = g(z)ζm}

alors on a la décomposition orthogonale : L2(S(M)) = ⊕m∈ZHm. De plus
Proposition 2 Le laplacien associé à la métrique de S(M) est

−∆ = y2(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
)− 2y

∂2

∂x∂θ
+ 2

∂2

∂θ2
.

Il admet une unique extension auto-adjointe à L2(S(M)) encore notée ∆.
2.Décomposition spectrale de H1

On appelle séries d'Eisenstein incomplètes les fonctions

E((z, ζ)|ψ) =
∑

σ∈Γ∞\Γ

ψ(σ(z, ζ))

avec ψ((z, ζ)) = ψ(y)ζ, ψ ∈ C∞o (R+) . On note E(S(M)) l'espace engendré par
les E((z, ζ)|ψ) . On obtient la décomposition orthogonale
Proposition 3

H1 = C̃(S(M))⊕ Ẽ(S(M)〉

où le tilde désigne l'adhérence dans l'espace de Hilbert L2(S(M)) et C(S(M))
l'espace des fonctions F de H1, C

∞, bornées, telles que si F (z, ζ) = f(z)ζ,∫ 1

0
f(z)dx = 0. On a le théorème suivant

Théorème 1 Le spectre de ∆ opérant sur C(S(M)) est discret.
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Pour e�ectuer la résolution spectrale de E(S(M)) , on note dans la suite
y(σ(z, ζ), s)1 = y(z)s−1ζ = y(z)seiθ et on donne la :
Dé�nition 1 On appelle série d'Eisenstein généralisée, la série dé�nie par

E((z, ζ), s)1 =
∑
Γ∞\Γ

y(σ(z, ζ), s)1.

Elle est dé�nie sur le �bré S(M).
On a convergence absolue en tout (z, ζ) ∈ S(M) de cette série si et seulement

si Re(s) > 1.
On utilise alors un théorème de prolongement des séries d'Eisenstein généralisées
Théorème 3 Les séries d'Eisenstein généralisées admettent un prolongement mé-
romorphe à tout le plan des s, sont holomorphes pour Res ≥ 1/2 sauf en des pôles
simples, indépendants de z sur ]1/2, 1[.
On obtient
Proposition 4

E((z, ζ)|ψ) =
∑

1/2<sj<1

ψ̂ (sj)u1j(z, ζ) +
1

2πi

∫
Res=1/2

ψ̂(s)E((z, ζ), s)1ds

où u1j(z, ζ) est le résidu de E((z, ζ), s)1 en s = sj et ψ̂(s) =
∫∞
0
ψ(y)y−sdy. D'où

la formule de décomposition pour tout F ∈ H1 :

F (z, ζ) =
∑

j 〈F, uj〉uj(z, ζ) +
∑

1/2<sj<1 u1j(z, ζ) 〈F, u1j〉 ‖u1j‖
−2+

1
4πi

∫
Res=1/2

〈F,E(., s)1〉E((z, ζ), s)1ds

3.Formule de decomposition spectrale d'une 1-forme

Soit w une 1-forme di�érentiele sur M,w ∈ L2(S(M)) . Comme corollaire de
tout ce qui précède, on a la décomposition spectrale suivante :

w(z) =
∑
j

〈w, vjdz〉 vj(z)dz +
∑
j

〈w, vjdz〉 vj(z)dz

+
∑

1/2<sj<1

〈w, v1jdz〉 ‖v1j‖−2 v1j(z)dz +
∑

1/2<sj<1

〈
w, v1jdz ‖v1j‖−2 v1j(z)dz

+
1

4πi

∫
Res=1/2

〈
w,E(., s)1

dz

y

〉
E(z, s)1

dz

y
ds+

1

4πi

∫
Res=1/2

〈
w,E(., s)−1

dz

y

〉
E(z, s)−1

dz

y
ds

De plus on a la formule valable pour Res ≥ 1/2 :

∆Diff

(
E(z, s)1

dz

y

)
= s(1− s)E(z, s)1

dz

y
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Un théorème de Paley-Wiener pour les groupes de Lie

complètement résolubles

Gayatri Garimella

Pour une fonction mesurable ϕ sur Rn, la transformée de Fourier ϕ̂ est dé�nie
par

ϕ̂(y) =

∫
Rn

ϕ(x)e−ixydx

Soit ρ une représentation de groupe du Lie G ; on dé�nit la transformée de Fourier
à valeur dans les opérateurs par

ϕ̂ρ =

∫
G

ϕ(g)ρ(g)dg

où dg est la mesure de Haar sur G.

Le résultat principal de ce travail est le suivant.
Théorème : Soient G un groupe de Lie complètement re±oluble connexe et sim-
plement connexe de dual unitaire Ĝ et ϕ une fonction bornée, mesurable à support
compact (ϕ ∈ L∞c (G)) . Supposons qu'il existe un sous-ensemble E ⊂ Ĝ de mesure
de Plancherel positive tel que ϕ̂ρ = 0f pour tout p ∈ E. Alors ϕ = 0 presque partout
sur G.

Dans le cas de Rn, la transformée de Fourier ordinaire ϕ̂ se prolonge comme
une fonction holomorphe sur Cn. Donc dès que ϕ̂ s'annule sur un ensemble dont la
mesure de Plancherel est positive, ϕ̂ est nulle identiquement et donc ϕ = 0. Mais
dans un groupe de Lie, on travaille avec la transformée de Fourier à valeurs dans
les opérateurs, qui ne prolonge pas comme une fonction holomorphe. Il faut dont
utiliser des méthodes beaucoup plus sophistiquées. Ce théorème de Paley-Wiener
a néanmoins été démontré pour les groupes de Lie nilpotents en traitant deux cas
classiques. Il a été démontré par récurrence sur la dimension de G en utilisant la
mesure de Plancherel explicite et la formule de Plancherel explicite [3].

La même question a été posée pour les groupes de Lie complètement résolubles.
Les ingrédients utilisés dans la démonstration : description des orbites co-adjointes
dans G∗ dual de l'algèbre de Lie G de G, mesure de Plancherel explicite et formule
de Plancherel explicite se trouvent dans les travaux de B.N.Currey [2]. Les résultats
de B.N.Currey sont des généralisations de ceux de L.Pukanszky [5]. Ce théorème a
été démontré par récurrence sur la dimension de G.

Ici, on donne la démonstration de ce théorème pour le groupe ax+ b. Pour plus
de détails et pour la démonstration dans le cas général voir [4].
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Exemple : Groupe ax+ b
Considérons le groupe

G =

{(
a b
0 1

)
|a > 0, b ∈ R

}
On note

(a, b) =

(
a b
0 1

)
La multiplication des matrices donne

(a1, b1) (a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1)

et l'inverse
(a, b)−1 =

(
a−1,−ba−1

)
Soit H = (1, b) le groupe dérivé de G qui s'identi�e à R. Pour y ∈ R, soit χy le
caractère de H dé�ni par χy((1, b)) = eiby.

Remarquons que (a, b) = (1, b)(a, 0) . Soit ρy = IndGHχy la représentation de
G induite de χy. Cette représentation se réalise dans l'espace L2(R) . On sait que
pour tout y > 0py est équivalente à ρ1 et on notera ρ+ la classe de ρ1 ; de même si
y < 0, ρy est équivalente à ρ−1 et on notera ρ− la classe de cette représentation.

L'algèbre de Lie de G est l'ensemble des matrices

G =

{(
x y
0 0

)
, (x, y) ∈ R2

}
.

Dans la base

X =

(
1 0
0 0

)
et Y =

(
0 1
0 0

)
on a [X,Y ] = Y . Avec cette même base X et Y on a

Ad(a, b) =

(
1 0
−b a

)
De même dans la base {X∗, Y ∗}

Ad∗(a, b) =

(
1 ba−1

0 a−1

)
.

Pour ℓ = αX∗ + βY ∗ ∈ G∗, les orbites de G dans G∗ sont le demi-plan β > 0, le
demi-plan β < 0 et les points (α, 0) .
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Soient B = {X,Y } la base de G dé�nie plus haut, et B∗ = {X∗, Y∗} la base
duale de G∗. Il existe un ensemble J = {j1, j2} de {1, 2} et M = {j2} sous-ensemble
de J , alors V ⊂ R2, V =] 0,∞[×R. On a WD = (0) et WM est engendré par le
vecteur {X∗j2 |j2 ∈M}.

Les ouverts U+ et U− sont les demi-plans dé�nis ci-dessus de G∗ et U = U+∪U−.
Donc a = 1 et ϵ ∈ {1, −1}.

Puisque il n'y a que deux orbites ouvertes, l'ensemble
W = {ℓ ∈ WM ∩ U ||qj2(ℓ)1 = 1, j2 ∈M}

la réunion de deux points de G∗. On a W+ = W ∩ U+ et W− = W ∩ U−. Soit
ϵ ∈ {1, −1}. Dans ce cas l' ouvert de Zariski Λell = Λ+ ou Λℓ = Λ− de WD qui se
réduisent à un point.

Dans ce cas particulier on peut démontrer le théorème de Paley-Wiener par un
calcul direct.

Soient ϕ ∈ C∞c (G) , f ∈ L2(R∗+) et t ∈ R∗+(
ϕ̂ρℓf

)
(t) =

∫
G

ϕ((a, b))ρℓ((a, b))f(t)a
−2dadb

=

∫
G

ϕ((a, b))f
(
(a, b)−1(t, 0)

)
a−2dadb

=

∫
R∗

+

∫
R

ϕ((a, b))f
((
a−1t,−ba−1

))
a−2dadb

=

∫
R+

∫
R

ϕ((a, b))f
((
a−1t, 0

) (
1,−bt−1

)
a−2dadb

=

∫
R∗

+

(∫
R

∆(b)1/2ϕ((a, b))χy

((
1,−bt−1

))
db

)
f
((
a−1t, 0

))
a−2da

=

∫
R+

(∫
R

ϕa(b)e−2iπbyt
−1

db

)
f
((
a−1t, 0

))
a−2da

=

∫
R∗

+

ϕ̂a
χyt−1f

((
a−1t, 0

))
a−2da

où ϕa(b) = ∆(b)1/2ϕ((a, b)) et ∆(b) = | det(Ad(b))|.
Remarquons que ϕa ∈ C∞c (R) . Par hypothèse on a ϕ̂ρp = 0 pour tout ℓ ∈ E ;

d'après ces calculs ceci entraîne que pour presque tout a > 0 on a ϕ̂a
χyt−1 = 0 pour

presque tout t > 0 et y �xé.
Alors comme ϕa ∈ C∞c (R) , ϕ̂a

xyι−1
se prolonge en une fonction holomorphe sur

S, ϕ̂a
χyt−1 est nulle sur un ensemble dont la mesure de Plancherel dµ1 est positive

donc d'après le théorème de Paley-Wiener classique on a ϕa = 0, donc ϕ = 0
presque partout sur G. Remarquons que d'après la théorie génerale, la mesure de
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Plancherel sur W s'écrit

dµ =
1

(2π)2
|β|(dδ+ + dδ−)

=
1

(2π)2
|β|dδ

où dδ est la mesure ponctuelle.
Donc si E est un ensemble non négligeable pour la mesure de Plancherel dµ,

c'est l'ensemble constitué de par ρ+ ou ρ− ou {ρ+, ρ−
Donc ϕ̂a

χ(ℓt) = 0 pour tout t et a dans R, ce qui signi�e que ϕ̂a
χ(ℓt) s'annule

sur un ensemble de dual de R contenant une demi-droite. Cette ensemble est non-
négligeable pour la mesure de Plancherel de R. D'où une autre démonstration de ce
résultat.
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Formes d'enlacement et invariants des 3-variétés.

Catherine Gille

1. Presentation de chirurgie des 3-variétés et matrices d'enlacement

De�nition : Un entrelacs orienté à n composantes dans la 3-sphère S3 est une
sous-variété di�éomorphe à n copies du cercle S1. On le note L = L1 ∪ . . . ∪ Ln.
Un entrelacs parallélisé est un entrelacs orienté tel que chaque composante Li est
munie d'un �framing� fi, c'est-à-dire une classe d'isotopie d'une section de la projection
∂N(Li) −→ Li(N(Li) est un voisinage tubulaire de Li) dans S

3. On appelle matrice
d'enlacement de l'entrelacs parallélisé L à n composantes la matrice entière symétrique
BL = (bij)i,j=1,...,n avec bij = lk(Li, Lj) si i 6= j et bii = lk(Li, fi) .

Dans la suite, tous les entrelacs sont parallélisés, même si ce n'est pas précisé. A
partir d'un entrelacs parallélisé L dans S3, on peut construire par chirurgie une variété
de dimension 3 orientée fermée connexe, notée S3(L) . Explicitons la chirurgie : soit

N(L) =
n⋃

i=1

N(Li) un voisinage tubulaire de l'entrelacs L dans S3. On oriente le

tore-∂N(Li) avec la convention �vecteur normal sortant = premier vecteur�. On a
alors :

S3(L) =
(
S3\

◦
N (L)

)⋃
g

(
n∏

i=1

(
D2 × S1

)
i

)

où l'homéomorphisme de recollement g :
n∐

i=1

∂
(
D2 × S1

)
i
−→

n⋃
i=1

∂N (Li) renverse

l'orientation et envoie, pour tout i = 1, . . . , n, le méridien mi de ∂(D
2 × S1)i sur la

longitude fi. De plus, on dispose des deux résultats fondamentaux suivants :
Theorème [Lickorish [4]] Pour toute 3-variété orientée fermée connexe M , il existe
un entrelacs parallélisé L tel que M est homéomorphe à S3(L) .
Théorème [Kirby[3]] Les variéte± S3(L) et S3(L′) sont homéomorphes si et seulement
si les entrelacs L et L′ sont reliés, à orientation près, par une suite �nie de mouvements
élémentaires de type :
•KI (stabilisation) : L ←→ L ∪ Ln+1 où L est un entrelacs à n composantes, Ln+1

est une composante non nouée telle que lk(Ln+1, fn+1) = ±1 et Ln+1 et L sont inclus
dans deux boules disjointes,
•KII (glissement d'anse) : L1∪ . . .∪Ln ←→ L1∪ . . .∪Lk−1∪L′k∪Lk+1∪ . . .∪Ln ou' L

′
k

est la somme connexe de Lk, et fl et lk (L
′
k, f

′
k) = lk (Lk, fk)+ lk (Ll, fl)+2ηlk (Lk, Ll)

avec η = +1 si les orientations de Lk et Ll sont compatibles, η = −1 sinon.
Par conséquent, si on a un invariant des entrelacs orientés qui est compatible avec

les mouvements KI et KII et le changement d'orientation d'une composante, on obtient
un invariant des 3-variétés.
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Regardons ce qui se passe pour la matrice d'enlacement.

Soit L un entrelacs et L′ l'entrelacs obtenu en changeant l'orientation de la com-
posante Lk. Alors les éléments de la matrice d'enlacement BL′ s'expriment en fonction
de ceux de BL de la manière suivante : b′ij = −bij si i = k ou j = k et (i, j) 6= (k, k)
et b′ij = bij sinon. On a donc BL′ = tSBLS où S = (sij)i,j=1,...,n est telle que Sii = 1 si
i 6= k, skk = −1 et sij = 0 dans les autres cas.

Soit maintenant L un entrelacs et L′ l'entrelacs obtenu par glissement de la compo-
sante Lk sur la composante Ll. Alors on a : b′ik = bik+ηbil si i 6= k, b′kk = bkk+2ηblk+bll
et b′ij = bij si i 6= k et j 6= k. Autrement dit BL′ = BL + ηBLElk + ηEklBL + bllEkk, où
Eij désigne la matrice carrée dont tous les éléments sont nuls excepté celui placé à la
ième ligne et j ème colonne qui vaut 1. On a donc BL′ = t(I + ηElk)BL(I + ηElk) .

Soit en�n L un entrelacs et L′ l'entrelacs obtenu par stabilisation de L. Alors il est

clair que : BL′ =

(
BL 0
0 ±1

)
Ces considérations associées au théorème de Kirby conduisent à la dé�nition et la

proposition suivantes :

Dé�nition : Soient B et B′ deux matrices symétriques entières. On dit que B et B′

sont stablement équivalentes si elles sont reliées par un nombre �ni d'opérations du
type :

Q1 : B ↔ tSBS où S est une matrice carrée entière et detS = ±1,

Q2 : B ↔
(
B 0
0 ±1

)
.

Proposition Soient L et L′ deux entrelacs parallélise± tels que S3(L) ' S3(L′) . Alors
les matrices BL et BL′ sont stablement équivalentes.

Autrement dit, la �classe d'équivalence stable de la matrice d'enlacement� est un
invariant topologique des 3-variétés.

2. Formes d'enlacement

Dé�nition : Une forme d'enlacement est un couple (G, λ) où G est un groupe abélien
�ni et λ une forme bilinéaire symétrique non-singulière sur G à valeurs dans Q/Z.

Les formes d'enlacement sont entièrement classi�ées à isomorphisme près (Wall [10]
et Kawauchi-Kojima[2]).

Soit B une matrice entière symétrique de taiIle n. On considère la suite exacte

0 −→ KerB
i−→ Zn B−→ Zn δ−→ Coker B → 0. On dé�nit (Tors (CokerB), λ)
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forme d'enlacement associée à B de la manière suivante : soient u et u′ éléments
de Tors(CokerB). On suppose que N ′u′ = 0. Soient z et z′ éléments de Zn tels que
u = δ(z) , ul = δ(z′) . Alors le système linéaire N ′z′ = By′ a une solution y′ ∈ Zn

et on pose λ (u, u′) =
1

N ′
t′z ∈ Q/Z. Remarquons que si B est inversible (dans Q)

λ (u, u′) = tz′B−1z.
Théorème [Kneser-Puppe [4], Durfee[1], Kyle[5]] Pour que deux matrices entières
symétriques B et B′ soient stablement équivalentes il faut et it su�t que CokerB '
CokerB' et que leurs formes d'enlacement associées soient isomorphes.

Toute 3-variété M possède une forme d'enlacement (TorsH1(M,Z), λM) dé�nie
comme suit. La suite courte exacte 0 → Z → Q → Q/Z → 0 induit une suite longue
en homologie :

· · · −→ H2(M,Q)→ H2(M,Q/Z) β−→ H1(M,Z)→ H1(M,Q)→ · · ·
Remarquons que Im β = TorsH1(M,Z) . Pour deux éléments u et u′ de TorsH1(M,Z)
on pose λM(u, ul) = u · x′ ∈ Q/Z où x′ ∈ H2(M,Q/Z) est tel que u′ = β(x′) et où la
notation · désigne la forme d'intersection.
Proposition Pour tout entrelacs parallélisé L, la forme d'enlacement de S3(L) est la
forme d'enlacement associée à la matrice d'enlacement BL.

3. Invariants de Murakami-Ohtsuki-Okada

Pour tout entrelacs parallélisé L, on pose pour tout N ∈ N∗ :

ZN(L) =

(
GN(q)

|GN(q)|

)−σ(BL)

|GN(q)|−n
∑

y∈(Z/NZ)n

qtyBLy

où n est le nombre de composantes de L, σ(BL) la signature de la matrice BL (nombre

de valeurs propres positives moins nombre de valeurs propres négatives), q = e
2iπ
N (res-

pectivement q = e
iπ
N ) si N est impair (respectivement pair) et GN(q) =

∑
k∈Z/NZ q

k2

(somme de Gauss).
Proposition ZN(L) ne dépend que de la classe d'équivalence stable de la matrice
d'enlacement BL.

On obtient ainsi (en se rappelant la proposition 1) un invariant des 3-variétés
connexes fermées orientées, noté ZN(M) , en posant ZN(S

3(L)) = ZN(L) . Une autre
conséquence importante de la proposition 3, associée à la proposition 2 et au théorème
3, est le résultat suivant :
Proposition ZN(M) est déterminé par le premier nombre de Betti de M et la classe
d'isomorphisme de la forme d'enlacement (TorsH1(M,Z), λ) .

Mon premier travail a été démontrer une réciproque de ce résultat, qui n'est que
partielle, et dont l'énoncé est :

Théoréme Deux 3-variétés connexes fermées orientées M et M ′ ont même premier
nombre de Betti et des formes d'enlacement isomorphes si et seulement si ZN(M) =
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ZN(M
′) pour tout N ∈ N∗ et Tors2H1(M,Z) ' Tors2H1 (M

′,Z) .
Notation : Si G est un groupe abélien �ni, p un nombre premier, Gp désigne la com-
posante p-primaire de G.

Les outils de démonstration sont essentiellement la classi�cation des formes d'en-
lacement et une formule d'inversion des sommes de Gauss démontrée dans [7]. Dans
la perspective de me �débarrasser� de la condition sur la composante 2-primaire de
l'homologie, j'étudie actuellement des ra�nements (cohomologiques et spinoriels) des
invariants de Murakami-Ohtsuki-Okada.
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���� �� �����	 "  �
� �� ��
���� �	� �������	� ���!
���
�������	 � ���� α 	� ����� ��������� �� [0, 1]� �� φ 	�� �������� � ��������
����� �� [0, 1] ���
 R� ���
 �� �	���������� 
������� �� ��������	 V ����� 
	

L2(T) �� V f(x) = e2iπφ(x)f(x+ α) �
� ����� ������ �� max(2,
2π

3
V ar(φ)) $

�������	 � ���� α 	� ����� ��������� �� [0, 1], φ 	�� �������� ��
��	����

������	� �� [0, 1] ���
 R �� β =
∫ 1

0
φ′(t)dt$ �� �	���������� 
������� �� ��������	

V �
� ����� 
��������� ������	� � |β|+ 1 
� β �
� ��� �	�� �� β = 0� �� 
����� �
�

�����$

-��� ���!��� �	�
���	� ��	 �
 �	����	 �
 ��
���� 	�� �����
�	 �
�� �	� �
�
������$

(
 ��	�!	 �	���	 ��� �� ������
��	 �� �	��	 �	 +�
���� ��� �	��	� �	 �
 ��	� �

������������ ��	���
�	 	� �������� �	 ��%	��
�	& ������ �
� ��	 ����	 �	 �����	��
�	�
������	� Hn = [V, fn] �
�� L2(X)$
 ��������	  !"#$ ���� ���
�� 	�� 
	��� �� 
�	
%�
����
 ����
 �����&	�
 (Hn)n∈N 	�
0 < c < 1 ���
 &	� ��	 ��	�� �������� f ∈ L2(X) ������ lim

n→+∞
d2 (f,Hn) ≤ 1 − c�

���
 ' �
� �� �	���������� ���� m <
1

c
$

-��� �
!��� ���������	 ���� �
 ���
���� Tx = x + α ���� x ∈ T� �	� ����	� �	
�����	��
�	� ������	� ��� �
������� �	 ������
��	 ������	�� " ���� �qn� �
 ����	 �	�
�������
�	��� �	 �
 ��
����� �������	 �	 α� 	� αn = min {|qnα− p| , p ∈ N}$ ;����(
T j
[
0, αn[)0≤j<qn+1 	�� �� 	��	���	 �����	�!
��	� �	�� � �	�� ��� ����� ���	�� ��	

������ ���� �
 �	���	 ���
�	 ���!	�#	 !	�� λ > 1/2 ������	 � ��	���	 ��	 ���������	�$
+���	 αn �	�� !	�� ?� ����	 �������� �����	 f ∈ L2 !���.	

∥∥f1∪T j [0,αn[ − πnf
∥∥
2
→

0� �� πn 	�� �	 ��� 	��	�� �����#��
� ��� ��	��
�	 	�#	���� �
� �	� 1T j [0,αn[ ���� 0 ≤ j

< qn+1$ 0��� fn = 1[0,αn[/
√
αn 7 �� 
 ���� �����#
���� d2 (f, [UT , fn]) ≥ ‖f‖22−‖πnf‖22$

+���	 ‖πnf‖2 ∼ ‖f1∪T jBn
‖2� �� ��<� �	 �����	� �
 ���!	�#	��	 �	 ‖f1∪T jBn

‖2 !	��
λ‖f‖2 " ��	�� �� ������
� ��� �������	��
��	 
���������	 �	� ����� �	 �
 ���
����$
(
 ����	 ��	��
�	� ������	� [UT , fn] �
����
�� 
���� �
 ��������� �� ������
��	 
!	�
c = λ� 	� �	 ������
��	 ��<� � �����	� �
 ���������� ��	���
�	 ���� T $

(����	 ���!
��	 �������	 � ��������	� �	� 	��
�	� ������	� 8,� fn:� ���� !���.	� �

!
������ �� ������
��	$ +���	 ���� �
 ���
���� �� �	 �	���	���� � n .��� 
� �����	��
�	
Hn 	�#	���� �
� �	� ��������� fn ���� 0 ≤ j < qn+1� 	� �� ��	���	 � �����	� �
 ����	
�	 �
 ��� 	����� ��� Hn ����	 �������� �����	$ (	� 	���	������ ���	��	� �	��	��	��
�	 �
����	� 	�������	�	�� �	��	 ����	 �
�� �	 �
� ���� �����	 
<�	 φ(x) = βx$ (	
�
� 
������	�� ������� �	 �
�� 	� �	�� �
���	� " �� �����	 ��
����� 	� ������
�� �	
�������	 	�#�����	 ������	�� �
 ���������� ��	���
�	 �	 V ��
��

∫ 1

0
φ′dμ = 0 �φ 	��

�	 �	#�� ?�$ @
�� �	 �
� ���� �����	 �	 �	#�� ��� ���� �� ��������	 �	������ 	�
��	 ����	 ���� �����	 
<�	 	� ���� �����	 �	 �	#�� ?� �	 ��� �	��	� �����	��� �
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���	 �
 ��
���� ��	 ���� �	 �
� 
<�	$ 6�.� ���� �� �����	 � !
��
���� �����	�
�	 �
���� �	 �
�� ���	��	�	��� ����� .�	�	�� ��	 �
�� �	� �
� ������	���$
���	 � ���	 ��	
���� ��� �	 
�� G = {0, 1}.

+	 �
� 	�� �
���������	�	�� �����	��
�� �� �� �����	 �	� �����	� � ������������ * "
	� 	B	� ������	 ��	���
�	 �	 UTφ

	�� ������	 � �	��	 �	 ������
�	�� UT ���� �	 ��	���	
	�� �����	 	� �����	�� 	� �	 ������
�	�� V �	 L2(X) ��.�� �
� V f = eiπφf ◦ T $ @��
��	 V 
��	� �� ��	���	 �����	 	� �������� UTφ


 ���� ������������ *� 	� ��� ��	
��	���
� 	�� �
 ����	 �	� ��	� ��	���
�� �	 UT 	� V $ @
�� �	 �
��	 ���� �������	
��
�����	 ��� ��	����	��	 �	 ��
������
����� � ��	���	 �	 (	�	�#�	 �����	� ���� ����
�����	����� � ��	 �������	����� ����
�� ��� ��	����	��	 �	 �����	� �	 ������������
*� 
!	� �� ��	 ��	���
� � ������
��	 �	 (	�	�#�	$ -��� 
����� ������	� ��� ��	
������	 �	��	��
�� ��	�����	� �
 �	���	 ��	���
�	 �	 V 
������	 � *� � �
���� ����	
������������ �	 T �	 �
3�� ������	��	 " ����	 ���� �
!��� ��	 �	 ��	 ��	���
�
	�� ���� ���	�	�� ���#���	�� ���� �#
� � �
 �	���	 �	 (	�	�#�	� ��	 �	��	 �	���	
��	���
�	 �	��	� �	 ����	� �
 �
���	 �� ��	 ��	���
�$ 6�
�� �����	 ��	 ����	
��	���	�� (pn)n≥0� 	� hn+1 = pnhn(h0 = 1) � ���� ����������� T ����	 �
 ���
����
�	 * ��� �	 #����	 ����
�� �	� 	���	�� hn�
����	�� X = {x =

∑
n≥0 xnhn, 0 ≤ xn <

pn}, ���� �	 �
 �	���	 �	 1

� μ ��	 �����	 	�� 
��	�� �������	�$ -����� B0 = X
	� Bn = {x ∈ X, x0 = .. = xn−1 = 0}� ���� ���	���� 
���� ��	 ����	 �	 �
��������
(T jBn, 0 ≤ j < hn) ��� ���!	�#	�� !	�� �
 �
������� ������	��	� 	� ��� �	����	��	
��
����� �	 T ��� X ���	�� ��	 ����	 �	 ����� ���� T �$ -��� ������������ ��� �	� ������
�	� �����	� ��	 ���� 
��	���� �������
 �� ��
�� � !
�	��� �
�� {0, 1}� 	� ��� ����
�����
��� ��� ��
��� �	� T jBn� ���� 0 ≤ j < hn − 1$ (	� �������� #
���	� ���	���
������ 
��	��	 	��	������ �	 C���	� ����	�����	�� 
�� ��
������
����� ���!	�
��
�	� ����	� �	 C���	� #����
����	� �	 8=:$ D�
� 
���� ��
��� �	 ������
� ���!
�� �84:�
�������	 ! (� ���
�� 	� ������� �� ��
� ���� 	� 
����� �� ����
�	� 
������ ��
���� 	�� �����
��� �� ��
� ��������� 	� 
����� 
����� ���� 	�� �����
���� ��
����
�	�� 
� �� 
�	������ 
� �� ���
�� 	�� 
	��� �� �����)��
 ����������&	�


Pn(x) =

pn−1∑
j=0

εn(j)e
2iπjx ��� T

�* pn ≥ 2 �� εn(j) = ±1 ��	 0 ≤ j < pn �� ����� &	� ‖Pn‖1 /
√
pn ������� ��
 +$

 ��������	 �� (pn) �������� 	�� 
�	
%
	��� ������ ���
 ��
 �����
���
 �� ��
�
�

�����
 ��������� 	� ���� 
������ �	����� 
���	���$

(
 ��	�!	 �	���	 ��� ��	 	���	����� 	�������	 �	 �
 �	���	 ��	���
�	� ���	��	
�
� ��	 ������	 �������	 �
�� 8E: ���� �	� ��
������
����� �	 �
�# *$

F	�
������ ��
���� ��	 Bn = ∪pn−1
0 T jhnBn+1 7 ����	 φ 	�� �����
�� ��� �	�

T jBn ���� 0 ≤ j < hn − 1� 	� ���
�� fn = 1Bn/
√
μ (Bn)� ���� ���	���� �
 �	�
����

�	 ������	��	 fn = 1√
pn

∑pn−1
0 εn(j)V

−jhn (fn+1) � �� �	� εn(j) ���� �	� ��	<��	���

>?



� !
�	��� ±1� ��.��� �
� �	� !
�	��� �	 φ ��� �
 ���� �������	 n$ 6� ���
�� Pn(x) =
1√
pn

∑pn−1
0 εn(j)e

−2iπjhnx ���� ���	���� ���#
���� σfn = |Pn|2 σfn+1 $ '
� ����	 ����
��
�������� ��	 �
 �	���	 ��	���
�	 
������	 � f0 = 1 	�� �#
�	 � �
 �����	 !
#�	
�	� �	���	�

∏N
0 |Pn|2 λ ��
�� N �	�� !	�� ����.�� ������ 
��	��	 ������� �	 F�	�G

#	���
�����$ (
 ��������� �� �������	 !�	�� ����	 ��������� �	 ���#��
���� ���� �	�
�������� �	 F�	�G #����
����� �����	 �
� D$ H���#
�� �
�� 8*:� ������	 �	 �
3�� ����
������	 �
�� 8A: " ��	 �	��	 �	���	 	�� ���	�	�� ���#�����	 �� 	� �	��	�	�� �� ����


!��� limN→∞
∥∥∥∏N

0 Pn

∥∥∥
1
= 0$

6� ������
�� �
 ����	 ���
������� �	� �����	��	� �	� ����I�	� Pn� ���� �������
.��� �	 ������	 ������	�� 	� �	 �	���
3
�� �
� ��	 ��������� ��� �
 �����	 �	� ‖Pn‖1�
�	 ��� ������� 
� �������	$

"�����������	

8*: ,� -�	����$ �� ��	 ��	���
� ��	 �� �����	���� ��
�� ��	 ��
������
�����$ (
���
,� �� ���.� =4 ">E�9E� *AAE$

8J: /� '� 0.����$ ;�������
���� 
�� ��	���
� �����������$ K� ;$ @���� 1	��	��	�#�

�� H$ 6�L�
��� 	������� 0�����	����
 �� ������ �.��� ��� ����������� �
#	�
*=�J5� H	����� *A5?$ 0����#	�$

8E: ,� 0.�
1� ��� �� 2��1���$ M�	 �
���
� ��	���
� ��	 �� 
 �
�L ��	 ��
������
�
����$ 0����� ���.� -	��$� E5 "JA�E9� *AA4$

84: �� �	����
$ -�� ���#��
��� ��������� ��� C���	 	��	������$ 
	������� �� 3%
����� 4.� ��� 5��� ��
�$� *AA5$

8>: �� �	����
$ /�	 �
 ��
���� �	 �
 ������������ ��	���
�	 ����	�
�	��� 
�������
� �	� �����	� ��#���	��$ 6����� �� (
� ,� �� ���.$� *AA5$

89: 7� 7��
��$ +����	� �� ��	 �����	$ ,� 8����� 4.$� *9 "*=A�*AA� *A=9$

85: 9� (:���1� �� ����;�<�1� ��� 5� /	����.$ ;������	� ���������� �����	� �!	�
���
����
� ���
�����$ (
� ,� ���.$� =E "5E�A>� *AAE$

8=: �� =����$ N	�	�
��G	� C���	 �	��	��	�$ >� ?�.� '�:� ���$� *? "EE>�E>E�
*A9=$

8A: (� =����
 ��� =� /���.���$ F
�L ��	 ��
������
����� O��� ���#��
� ��	���
�
��	$ 6������ *AA4$
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� ���	��� 0�	���
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�
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�� H$ 6�L�
��� 	������� ����	� 2���
 �� ���.������
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!	 ��������	 ��	�����$ 0����
�����
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	� 
����
�	�
	� 
����������	 	� ���������� 	 %��&�'

3����	���� ,��������


+	 ��
!
�� ��������	 � ������	 �	� �����	� ��
����	� ��	�������	� �	� ����
�
�	� ����
��	�$ '��� ��������	��� �� �������	��	 
�� ��B����������	� �	 ����
�	�
����
��	� ��� ����	�!	�� �����	��
���� 	� !���.	�� �������� A 	� �
 ��������� �	
���
��
����� ����$ (�
����	 ; ��� ��	 ��	��	���	 �	� ������ ���%����
 Ω(f) 	��
.�������&	� 	� �#
� � ��
����	��	 �	 ��	��	���	 �	� ������ ���������	�� 	� ���� ����
�����	 (x, y) ������	��� �	 Ω(f) � �
 ��
�!	��
���� ����	 ���	���� ����	 �
�#	��	 	���	
�
 !
����� ��
��	 �	 x 	� �
 !
����� ����
��	 �	 y ���$ �
� 	�	���	 8>: 	� 85:�$

/� ��	����	 ��
�����	 �	 �����	� ��
����	� �;����!� C��	�� '
��� 	� 0�
�	�
F������ F������� ���� �	 �	�� ���	�� 7 C
Q	 ���� �
 ���������	�  ����.	 ����� �����
���	��	 � �	��	 ��
��	 ��
�����
����� " �� ��
���� ������!
�	��	 	���	 �	� �	�� ����������
��
����	 ; 	� �	 ��
��!	��
���� ����	 	� �
 
�������� C1�
�	��	���� ���� ��B������
�����	 f �	 �
 ����
�	 S ��� �	� !���.	$ 0�� �
 ����
�	 S� ������� �	 ����	� �	� !
������
��
��	� 	� ����
��	� ����	� �	� ������ ����	��
��� �	����	�� ��	 ����	 �	 %����	& ���
��#�����	 �
� �	�� �� �	��
��� %.��& ���� ������ ���� �I���� ���� '����
��� 	� *=AA�

!
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!
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�� 89:$ (	
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�	� !
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��
��	� ��
��!	��
�	�	�� �����	� ����� �I�� 
� ������ �	 ��	��	���	
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�� Ω(f) �  ��	 �� �I�	 ������
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�� ����#
���
���� �� ��
��$ @�
���� ��
�������	 �	 -	O����	 	� '
��� 84:� �	��	 ����� 	�� ������� ���� �����	 .�� �	 !
�
��	��� ��!
��
��	� ����	� ����	� �	 ������ ���������	�$ -��� �	� 
��	��	���� ������
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 ������&	�
 ���
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(	 ��	��	� ������
� ����	��� ��� 	�� ����!� �
� �� �������	 �	 M������� 8J:�
��� ��� ����� ��B����������	 ����	 ����
�	 �	���	 �	 #	��	 
� ����� J ������	�
�
�� �
 ��
��	 ���������	 ���������	 �
��� �	� ��B����������	��� �� �	����	��
��
�
�������	�$ +	� ����	�� �
������	� ���� ��	�� �
� ���������	 	� ���� �	 ����	�!	 �
�
�� �����	 .�� �	 �����	� �����	� �	���	� �	�� � �	�� ��� ����	� �
�� �
 ����
�	�
	�� �
�	��%9��
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���	 ��!
��
��� �	�� �	����	�
#	� ��
��!	��	� 
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����� ���� ���� �	� �	��	� � 
� ����� ����� ��
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��
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	� ��
���	 ���
�� �
� �
 ��
����	$ �� #	���
���	 �
 �	.������ ���������������	
��	����;����! 	� ������ ���������������	 ��	����;����! 
!	� ������ �
�����
�� ���� 
������	 �	� ���#��
����� � ��	 ��
���	� 
��	��	� ����	�$

�� �	�
���	 �
R!	�	�� ���	� �	���� �	� ���#��
������ �	� �	����	�
#	� ��!
��
���
�	����� ��
��!	��	� ���� �������������	 ��	����;����! �	��	���	�� ����	�	�� �
��	 ��������	 ��	�������	$ '��� ���!�	 �	��	 ���	� ����������� �� ��B����������	
fC1���������	��	�	�� ��
��	 	� �	��������� � �� %���& !�����
#	 ����	 �	 �	� ��B��
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 " ��	�� �� ��!	�� ��!
��
�� 	� �	 ������#�	 .��	� 
��	�� �������� ���� H��
�
��� 	� (
�#	!�� ��� ������ ��	����	��	 �
�� 8*:$ �� �����	 
���� ��	 �� �	 �	����
�	 �	� !
������ ��!
��
��	� ������� �	 ����	��	 �
� �	 %��#��	& ������ ���� �	#�	��
��
��	 	� ���� �	#�	�� ����
��	� ���� �	��	� �	� 	��������� ���� �	� ������ �	 Ω(f)
����� 
��	��	���� �	� ��#��	� �	� ����

�
�� f 	�� �	 ����� ���� �������������	
��	����;����! " �� �	����!	 f 	� %��!�
��& �	��
��	� �	� ���
�
����	� ����	� �	�
���#��
����� �	 ���������������	 ��	����;����! �	 �
 ��
��	 ���������	 �	 f 8*:8E:$
�������	 � ���� f 	� ��A�����.�
�� C1�
�	��	�������� 
������ ��
�����
������������� ��	�� 
	���� �������� ������� S$ ������K 	�� ��B�� ��
�&	� �� Δ(K)

�� �������� �	���
��
 &	��� �����
�� �	�	�� ����

� �

����� � K$ (� ���
�� ���

	�� 
	���� �������� M � 	� .�������.�
�� �
�	��%9��
�� ���� �����
 ��&	�

ϕ �� M �� 	�� ����������� ������	� 
	������� π �� Δ(K) ���
 M ���
 &	�

π ◦ f |Δ(K) = ϕ ◦ π.
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���%����	���
�� π �
� ��������� 
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 �����
 ������&	�
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	 �����

�� ���� ���  &	� 
��� �� ����� ���$$

(	 ���#�
��	 �	 �	��	���	 �� ������#�	 �	 ��
!
�� 
!
�� ���� ��� �����
� �	 ����
��	���	 ���� ����� �	 !�	 ������#���	 �	� ��B����������	� C1���������	��	�	��
��
��	� �	� ����
�	� ����
��	� 
.�� 	���	 
���	� �	 �	� ��
���.	� � ��� �#
���� ���
����#���	 ����$ H��
��� 	� (
�#	!�� ��� ��������� �� ����� 
�������� � �	��	 ��
��
��.�
����$ +	 ���� �	� ��������
 �� ��1�� �������
��
 " � �
 �	.������ ��
�����	
�	 �
������� �	 C
�L�!� �� 
� ���� ��	 �����	 #���������	 ��� 	�� �	 �	�� �
��
�	��	� ����
#	 ���� �	��
�#�	 ��
!	��	 �� �	��
�#�	 �	 �
 �
������� ��	 �
� 	� �
��
�� ���������	�	���$ H��
��� 	� (
�#	!�� ��� ������ ����	�� 
�����	� �	� �
����
����� �	 C
�L�! #���	�����	� ����� �	� �I��� �	� �	��
�#�	� ���� �	� �	#�	��� �	
!
������ ��
��	� �� ����
��	�� � �� ��B	���������	 C1���������	��	�	�� ��
��	� 	�
����!� ��	 �� �	�� �	�� ��B����������	� 
��	��
�	�� ��	 ���	 �
������� �	 C
��
L�! #���������	� ��� ��
�	�� ������#���	�	�� ��� �#��� 8*:$ C
�� � ����� 
��
��
�	 ��B����������	�� 
��
�� �	 �
�������� S K� �
�� 	����	� ���� �������	 �	 ��
!
��
�	 ��
���.�
����� ��.��� ��	 �
����	 .��	 �	 �
�������� �	 C
�L�! #���������	� ���
���	� 	� ����	� �� 
�#������	 .�� �	��	��
�� �	 �
��	� ����	 �
������� ��	������	
�����!
�� �� ��B����������	 ����� � ��	 �
������� �	 �
 �
����	 �	 �����	�$

(	 �������	 �	 �
 ������	 ������ ��� 	�� �	 ���!
�� " �� ���� �	 ����	 ��	 �
��
������ �	 C
�L�! #���������	� � ��	��	��� ������������ ����	������	��	 � �� ��B���
��������	 C1���������	��	�	�� ��
��	 ����	 ����
�	 ����
��	 ��� ���
 �
�� �	 �
�
���	��	 	�� ����
����� T /�	 ����
�	 ����
��	 	�� ���	��
��	�	�� �	 #	��	 .�� ����
�	 #	��	 �����
� ����	 ����
�	 ����	�
�� ��	 �
������� ��
���
��	 	� ���� �	� ������
���� ���	 .��$ '�������� �	��	 ��������� ���	��
��	 � �
 ��
���
������$ U�
�� �����	 ��	
�
������� �	 C
�L�! #���������	 T � n �	��
�#�	� 	� ��
�����
���� φ� �� ���������
��	 ����	 �	 ����
�	� ����
��	� � ���� 	� ����
��� �
� �
 ��
����	� �� �����	
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�� �	 ����	� �	 ������� �	� �	��
�#�	� �	 �
 �
������� ��� �	� n �	��
�#�	� ����
��
�� " R = ∪Ri ⊂ R1 ⊂ · · · ⊂ Rm · · · 	�� �#
�	 �

∐m
i=0R × {i} �����	��� �
�

(x, i) = (φ−1(x), i+ 1)$ 0��� gm �	 #	��	 �	 �
 ����
�	 Rm$ 0� �
 �
������� �	 C
�L�!
#���������	 T 	�� ��
���
��	� �
 ����	 �gm��	 ���� �
� �	���	 !	�� +∞ �
�� �	 ��
���
���	� 
� ���� ���� �����	 .�� �	 ����
#	� �� ������	� 	� �������� �	 n�$ �� 
��	��	�

�
 �����	 �.��	 �� ���� �	 �gm� �	 ���� �� �� �������� �� ��1�� �������
�� T $

*

J
E

S1

S2

�
��

�
��

�

��

����� ���������	

S3 �= S1, S2

����� ���������	

2�#��	 *" (	� ����� ������������$

/�	 ��	����	 ��
�	 ���� �������	 � �
 ��	����� ����	 ��	 �
�
������
���� �	�
�
�������� �	 C
�L�! #���������	� �	 #	��	 .��� #�V�	 � ����� �	����� ������#���	�
��	� ��
�	�����
� ��$ �
 .#��	 *� ��� �	 ���!	�� �
� 	����	� �
�� �
 ����
�	 R6n 8*:
8E:$
�������	 � ���� T 	�� �������� �� ��1�� �������
�� � n ��������
� 8� �
�&	�������� ����

+� T �
� �� ���� ���� ���� �	 ���� �� R6n C

"� R6n �� ��
���� �	�	�� ��
 ���
 ��
�	�����
�

/�	 ����	 ���� �
���������	 �	� �
�������� � �� �	��
�#�	 ����	 ��	 �	�� #	��	�
���� 	�� .��� 	�� ���� 	� �� �	�� #����
���	� �	��	 	����
���� 	� �
 ��
�� ������	�	��
�	 #	��	 ����	 �
������� � � �	��
�#�	�� ���� 	�� .��� �
� n(2n− 1)$

6� ������� ���� 
!��� !� �����	 �
������� �	 C
�L�! #���������	 � n �	��
�#�	��
�� 	��	 	�� ��
���
��	� 	�� �	 #	��	 .��� �	 ��� ����!
�� � ���	 ��	 �
 ����
�	 ����
��	 �
���� R6n� �	 ����	��	 
����	 �	� ����� ������������$ (	 ������
� ���!
�� 
�����	 ��
����	�� �	 ������	 
� �	�� ��� �
���	 ���� �������	 ��	 #	��	 .�� =⇒ ��
���
��	�
8*: 8E:
����������� (� ��� � ��
 ����
�	����� ��������&	� � �� &	�	�� �������� �� ��1��
�� ���� ��� 
��� ����
�����
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'��� �����	� �	��� �� ��������� ��	 ����
�	 ����
��	 �
�� ���� M ����	�
��
�
 �
������� 	� ���� �	� ������ �
� �
 ��
����	� ���� ����	� �	� ����
�	� Rm∀m ∈ Z�
	� �� �������������	 �	 M ��� ������#	 �
 ��
����	 �	 �
 �
������� �	 C
�L�!
	� ��� ������	 �	��	�	�� �� �����	 .�� �	 ������ ���������	�� ���� 
���
��	��� ��
������	��� ��	�������	�� 	� �	���� �	� �	��
�#�	� �����
�� �	 �
 �
�������$ (�����	
�	�
�� �������	 �� �	� �������������	 ��
�� �� ��B����������	 7 �� �	�� ��� 	����
�	� ��	 �	 ������
� �	�����	 �
�� �	 �
�� �	 ���� 
���	� �
�� �
 ��������
���� ��
�� �	
�����I�	 �	 ����	��������� 
�� ������ ���������	� ������ ��� �	 ���� �	� �	��
�#�	�$

"�����������	

8*: 0� -������� /� ��������� 
!	� �
 ����
���
���� �	 3� ,��������
 @�B������
�����	� �	 0�
�	 �	� ����
�	�� ���������
���� �� �
���
����	 �	 ������#�	 �	
@� �� �2�
��	�� �
�� A9� ������ � ������
���� � ;��������	

8J: 9� D��.�� D� ��	������.� '� 6����	 M�
!
�� �	 M������� ��� �	� ����
�	��
;��������	 95 �*A5A�

8E: 3� ,��������
 @�B����������	� ��	�������	� �	� ����
�	� 	� ������
����	
�	� �
�������� �	 C
�L�!� ����	 �	 �����!	����� �	 H���#�#�	� �	��	���	 A9

84: �� 2�:.�	
�� ,� 6���
 1�	������ ���O
��	���# �	�� �� �O�����	�����
� �
���
������ @�$ 0��	�� '	����� 	�$ 0
�!
��� �*A5E�� JAE�E?*

8>: ,� 6���
� ?� �� ���� N	��	���� ��	�� �� ��
���
� ���	��� 
� �������������
0����#	��,	��
#

89: 7� 6������ (	� ������	� ���!	��	� �	 �
 ���
����	 ���	��	� (	� #�
��� ��
��
����	� N
����	��,���
��� ����
���	 H�
���
��

85: �� �.	� 0�
������ #���
�	 �	� �����	� ��
����	�� ;��������	 >9 �*A5=�

3����	���� ,��������

KFC;F� /��!	����� �	 F	��	� K

+
���� �	 H	
���	�� E>?4J F	��	� +6@6P
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�������	� 	 	�
	��	 �������	��	

������ �����%5����	�

/� �������	 �
���	� �	 ������	 �	 N
���� ��
�����	 	�� �	 ���!
��$
�������	 	 �(	)�	����� ��
������	 * 0��� E/K ��	 	��	����� #
�����	��	$
0� L/K 	�� ��	 �����	��	����� #
�����	��	 �	 E/K� 	����	 ���� ��	 �����	��	�����
#
�����	��	 M/K �	 E/K �	��	 ��	 L ∩M = K 	� E = LM T

�� �����	 
����	�� ��	 �	��	 ��	����� ��	�� ����� �
� �
�������	� �� ���� #����
�
�������	 �	 �
 �	��	��	 #
�����	��	 " 0��� E/K ��	 	��	����� #
�����	��	$ 6�
��
�����	 ��	 	��	����� 
�#������	 K/J � 	����	����� �� ���������� D ⊆ E� #
�����	� ���
J � �	� ��	 D ∩K = J 	� E = DK T

@
�� �	 �
�� �� ���
 ��	 ��	��	����� D/J 	�� %�	��	���	& �	 E/K �	� 
���#�
(D/J) = descJ(E/K)) �� ��	 E/K 	�� %�	��	��
��	 ��� D& ((E/K)descJ)$

�� ������ ������!	�	�� �	 �������	 �	 ��	��	����� ���������	 ���� ��	 �����
	��	����� ������	 �	 �	#�� pn ����	 p�	��	����� ����������	 ��	����
�� pn ��$�$
'���$*�$ '��� ��	 #����
���
����� �� �	 �	���	 
� �
���	 �	 ������	 ��	����	��	
���� �������	�� �
��	�� ���	�� � �� �����#����	 �����$ (�����	 ���� �����	 �	�
���������� 
����������	� ��� �	� �	#��� �	� 	��	������ ���������	�� �� ������	 ����
�������	 �	 W
��	��
�� ��� ������ ��
�#��	�� �	 ������	 �	� #����	� �	 ���� 	�
�������
� �	 �	 ��
!
�� �
���	 �
� �
�������	� �� �������	 �	 �
 �	��	��	 #
�����	��	� "

�������	 	 �� 	�
	��	 
�
��������	 * 0��� p �� �����	 ��	��	� ���
��$
0��	�� K �� ����� �	 �
�
����������	 ��B��	��	 �	 p ����	�
�� �	 #����	 μp �	�
�
���	� p����	� �	 �������� 	� J ⊆ K �� ���������� �	 K �	 ����	�
�� �
� μp "
J ∩μp = {1}$ 0� ���� �	 ����	 ��	 p�	��	����� #
�����	��	 E/K� 	���	��	 �	��	��
��	
��� J : (E/K)descJ T

@
�� 8*:� N$ H�
�����X� ������ 
<��
��!	�	�� ���� ���� p ��	��	� ���
���
K = J (μp) 	� E/K ��	 p�	��	����� #
�����	��	 ��� 
����	��	 �	 �	#�� p3$ ��
#����
���	 ��� �	 ������
� 
� �
� ����	 p�	��	����� #
�����	��	 ��	������	 E/K �	 �

�
YZ�� ���!
��	$ �� ������ ��
���� �
 ��<������ 	� �	��	� ��	����	��	 �	 �	��	���	��
	� �����	��
�� �	 #����	 �	 N
���� �	 E/K �
� ��� �����#����	 �	 2�
������ �	 ���
�	��	� �	 �	 �
�	�	� 
� �
� ����	 p�	��	����� ����������	 ��	����
�� p$ ��

 ���	 	�����	 ��	 ��
��	 �	 ��������#�	 
� �������	 �	 �	��	��	� 	� ���� ������ ��
�������	 �	 ����#	�	�� ��� L������	� 
� ��	� �	 �
 �	��	��	 ����	 �������� ��
�������	 ��
���
�� ������	 �
� �	� �������	� �	 C
�� 89� 5:$

6�.�� ���� ��	 	��	����� �	 �
�	 E/J #
�����	��	 .��	 �	 �	#�� ��	������	� ��
�����	� ������ ��	 �������	 �	 �	��	��	� ��	 ������������� � �	 ����� ����� N � �	
�	#�� p ��� E� ���� #
�����	� ��� J � �	 ����	���	 �����	�	�� ��� ��	 p������	��	�����
�	 E/J $ �� �	������	 
���� �� ������
� ���	�� �	 84:$
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-��� ���� �������� �
�� �	 �	��	 � �	� 	��	������ .��	�$
����
� 	� ���������

/� ������	 #����
� ��	����	��	 �	 �	��	���	� 	�� �	 ���!
��$
�	��	 � ������ E/K �� K/J ��	� �����
���
 �����
�����
�
��
 ���������
 
	������
 
��� ���
 �&	��������
 E
 +$ �������
��� 3F= �
� ��
�������� 
	 J
 "$ �������
��� E/J �
� �����
������ �� �� ��	�� Γ := Gal(E/K) ����� 	� ������%
���� �����	 ����� ���
 Gal(E/K)$
�� �������	 	 �(	)�	����� ��
������	
�	��	 � �� ����B�� �� �������
��� �������B�� �
� �&	������� � �� &	�
���� ��
�����
����� ��	� ���������� �����	 ����� �� Gal(E/L) ���
 Gal(E/K)$ (� �
�
�	

� �&	������� � �� &	�
���� �� 
���� 
� E/L �
� ��
�������� 
	 K$

0
�� �	� ���������� 
����������	� �� �������	 �	 W
��	��
��� �� ����
)� �	� �	
������	� ��	����	��	 �	 �������	�� �
��	�� ���	��$ 0��� G �� p�#����	 ����������	
��	����
�� pn� ��	�� � ���	 ������� ���	�� �	 #����	� ������	� �� ���	 ����	 pn$
M��� �����#����	 H �	 G �	� ��	 �	 �����	�� G/H ���� ������	 ������	 pn 	�� �
��	��
���	�� �
�� G$
����������� � ���� E/K 	�� �%�����
��� �����
����� �� ��	�� �� �����
 .�����%
���&	� ������
��� pn$ 6�	 ��	�� 
�	
%�����
��� �����&	�� �� ���� pn� L/K �� E/K�
�� ���
�� 	�� 
�	
%�����
��� �����
�����K �� E/K ����� &	� L∩M = K �� E = LM $
�� �������	 	 �� 	�
	��	 
�
��������	

K��� �	� �	#��� [E : K] 	� [K : J ] ���� ��	��	�� 	���	 	��� 	� ���� ������	� ����
�	� #����	�� ���� ������
� ������� ��	����	��	 �	 �������	�� �
� �	 �������	 �	
W
��	��
�� ��$�$ 84: 7 �$*J9�*J5��*=$*�*=$J��$ K� ������� ���	��	�	�� ��	 ���������
���	��
��	 	� ��<�
��	 ��	����	��	 �	 �	��	���	� �
�� �	 �
� 
����	�$
����������� � ������ K/J �� E/K ��	� �����
���
 ���������
 �� ����
 �����

���� �	�� �������
��� E/K ����� 	�� ��
����	� �����B������ � K/J 
� �� 
�	��%
���� 
� �������
��� E/J �
� ���������$

@
�� �	 �
� ��� ���	��
��	�	�� 
����	�� �� ������ �
 ��<����� 	� �����	��
�� �	
#����	 ����� �
� ��� �����#����	 �	 2�
����� Φ()$ �� 	� ������ �	 ������	 ���!
��$
�������	 � 8=: ������ p 	� ����� ����� ����� �� K/J 	�� �����
��� �����%

����� ���� ����� &	� p �� ����
� ��
 �� ���� [K : J ]$ ���� E/K 	�� �%�����
���
�����
����� �� ��	�� Γ := Gal(E/K)$
�*� 6�	 &	� E/K ������� 	�� ��
����	� D/J � �� ��	� �� �� 
	G� &	� ��
 ��	�
���������
 
	������
 
����� ������
 E

 +�+$ �������
��� E/J �
� �����
�����
 +�"$ �������
��� EΦ(Γ)/K ����� 	�� ��
����	� F/J � �* EΦ(Γ) ��
���� �� ���


��
 ��������
 ���
 E �	 
�	
%��	�� �� D������ �� Γ$
 "$ ��
&	� ���� ���
��� �� ��
����	� �
� 	��&	�� 6���
������ 
	���
��
 &	� E/K

>=



������� 	�� ��
����	� D/J $ �� 
�	
%��	�� F �� Gal(E/J) ����� 	� 	��&	� ���%
������� V $ 0� ���������� V �
� �����	 ������ �� ���� � D = EV $

(	 �������	 �	 �����	����� �	 ������	� ���� �
 ������������ �	� p�	��	������
#
�����	��	� ��� ������ �
� [��� 8*?: 	� *AE9$ F�����
�� � ��	 ��	����� �	 0	��	 8A:�
F$ C
�� 89� 5: 
 ��
��� 	� #����
� �� �������	 �	 ����#	�	�� � ��
� ������	 p �	�
p�	��	������ L������	��	�$ �� !	�� �
���	�
�� �������	 �	 ���	 �������	 ����
��	 p�	��	����� L/J � 	����	 
����	��	� �
�� ���� �	 ����� �	 �
�	 �	 �����	�� ����
�	��	 ���� �	� �
���	� p����	� �	 ������� " J ∩ μp = {1}$ /�	 ������	 �������	 � �����
�	� �� �	 �������	 ��
���
�� ���� (L (μp) /J (μp)) 
��	� �� ��� �	� ���������� ���� �
�	��	���	 ����	 ��	���	 	��	� �������	��	 	����	$ (	 �������	 * ��
������
�� � ��	��	��
���� ����������	 (K = J (μp)) /J � �� �	 �
���	 
� �
� �� �	 #����	 Gal(L/J) 	��
��	����
�� p$ (	 �������	 ���!
�� ��������� 
���� 	�������	�	�� ��	 �������� ����
�������	 �	 ����#	�	�� ��� L������	� 	� �	��	� ����	 �������� �� �������	
��
���
��$
�������	 � ���� E/ (K = J (μp)) 	�� �%�����
��� .��������&	� ������
��� p ��
��	�� Γ := Gal(E/K)$ �	���
��
 �������
��� E/J ��������� �� 
��� (L/J) =
descj(E/K)  ���� 6���"$� 2����
 E

� Fp �� ���
 � p �������
�
� ζp 	�� ����� �������� �%�B�� �� ��	���� E μp =< ζp >�
� d := [K : J ]�

� Nor(K,E) :=
{
x ∈ E×/∀γ ∈ Γγ(x)

x
∈ E×p

}
�

� V := Gal(E/L) ��	��&	� ���������� �� F ���
 Gal(E/J)  ����4.�+ "$$�
� i(v) ������� �� Fx

p ��� &	� v (ζp) = ζ
i(v)
p (v ∈ V )�

� gE/L ���������.�
�� �� Nor(K,E) ����� �� gE/L(.) =
∏

v∈V v
−1(.)i(v)�

� Nor(J,K,E, L) :=
{
x ∈ Nor(K,E)/gE/L(x) ≡ xd mod E×p

}
$

 +$ H� ���
 D� �� ���� p 
	 L� �
� �����
��� 
	 J 
� �� 
�	������ 
��� ���
�� 	�
������� x ���
 Nor(J,K,E, L)−E×p ��� &	� D ⊆ N := E

(
x1/p
)
$

 "$ �	���
��
 &	��� ���
�� 	� ���
 D ������� ��
 ���������
 �	  +$� 9��
 ��	 ��	�
x ∈ Nor(J,K,E, L)−E×p ��� &	� D ⊆ N := E

(
x1/p
)
��� �

(D/L) = descL(N/E), (D/J) = descJ(N/K).

5� ��	
� ��	 ��	��&	� ���������� V ′ �� Gal(N/K) ���
 Gal(N/J)� �� ���� ��	��
����� �%�B�� &	�����&	�� ���
 ����� x1/p �� x ��	��� 	� ������� ������� �� D 
	
L E

D = L

(∑
v′∈V ′

v′
(
x1/p
)
.

)
 I$ gE/L(Nor(K,E)) ⊆ Nor(J,K,E, L)$
 J$ H� ����B�� �� ���������� (L/J, ε) (ε ∈ H2 (Γ,Fp)) �
� �
��	��� 
� �� 
�	������

� �� ����B�� ���
���� (E/K, e) �
� �
��	���  ���!"#� !I#$$

>A



 K$ 4�	� ����B�� �
��	��� (E/K,E) ����� 	�� 
��	���� N/K ����� &	� �������
���
N/J 
��� �����
������ 6���
������ ��	�� 
��	���� E

(
x1/p
)
/K �� (E/K, ε) ���	�� ��


��	���� N := E(X)/K, Xp = gE/L(x)
d−1

� ��	 ��&	���� N/J �
� �����
�����$
 L$ �	���
��
 �� ����B�� (L/J, ε) �
��	���� 5��
 ��
 ��������
 �	  K$� 
��� (D/J) :=
descJ(N/K)  ���� "$$� (��������
 Gal(D/L) � Gal(N/E) �� �� �
������� � D� ��
Gal(N/E) � Fp �� �� �.��� ��	� ������� X $ 9��
 �� ��
����	� D/J �� N/K �
�
	�� 
��	���� �	 ����B�� �� ���������� (L/J, ε)$

��.����$ N�V�	 
�� ����	��� x ∈ Nor(K,E) �	� ������	� �	 85:� �� ����	��� �
�
�	 �J� ������	��� �� ����	�� �������� ��� L� 	�������	� �	� ��������� �	� �������	�
��� L������	�� (L/J, ε)$

�� �	�� �
���	�
�� 
����	� �	 �������	 �	 ������	 �	 N
���� ���!
�� " ����	��
��	���	 �
� ��	 	��	����� �	 �	#�� ��	��	� ��	 	��	����� #
�����	��	 .��	 �	 �	#��
��	������	� ������ E/J T �� �����	� ������ ��	 �������	 �	 �	��	��	� ��	 ��	
 �	�
�����N � �	 �	#�� p ��� E #
�����	�� ��� J � 
��	��	�� �� ����	�� �������� ��	�����
��
	� �	��	� ���� 	�����������	 �	 EX � ��	 ���� 
��	���� %����
�	�� #
�����	�&$
�������	 ! �� 
��	����� �
� ����� �	 �.��B�� +� �	���
��
 &	� �������
��� E/K

��� ��
�������� 
	 J � �� ��
����	� descJ(E/K) = (L/J)� �� &	� �� ���
 E
��������� �� ��	�� μp$ 2����
 V := Gal(E/L) ��	��&	� ���������� �� Γ ���

Gal(E/J)  ����4.�+ "$$� 9��
� 	� ���
 N �� ���� p 
	 E �
� �����
��� 
	 J

� �� 
�	������ 
��� ���
�� 	� .������.�
�� f ∈ Hom

(
V,F×

p

)
�� 	� �������

x ∈ Nor(K,E) ���
 &	�

N = E

((
gfE/L(x)

)1/p)
;

�* gfE/L �
� ��������	 ���)�
��� ����� ��

gfE/L : E× −→ E×

x �−→ gfE/L(x) =
∏
v∈V

v−1(x)f(v).

5� ��	
� f �
� �������� �� ����B� 	��&	� �� �� ���������

v(x) ≡ xf(v) mod E×p(v ∈ V ).

+	 ������
� �����	 ��	 ������������� � �	 ����� ����� N ���� #
�����	� ��� J
�����	 �����	�	�� �
�� �
 p������	��	����� E/K �	 E/J $ 6� 	B	�� ��	 ���� ���	��
�� x �
�� Nor(K,E)� �� #����
�	�� �	 N ����	 	��	����� #
�����	��	 �	 J 	��
������ ���
����	�	�� �
� ������
�	�� #
�����	� gfE/L$

�	�	�
�	�	���

'����	��� ������
�� ������� �
�� �	��	 ���	 ��� ��� ���	��� 	� ����
���
���� 
!	�
�	 '�$ F���
�� C
��$ \���� ���� �	�	���� �	 ��
!��� �	���� �	 �	� �	������	�$

9?



"�����������	

8*: �� -���
�M�� �� ��#����� 
� N
���� #�����$ C
��$ 0�
��$ +, �*A=A�� *9>�*54$

8J: /� ������� '���#	�	�� ����	 	��	����� ������	 p �� p2 �
�� ��	 ���	��	�����
��� 
����	��	 ������	 p3 $ D$ �	��	 
�#	O$ C
��$ �+-.�+/ �*A54�� 4*=�4J9$

8E: =� 7���.
����� W�� 6���	����#������	�$ D$ �	��	 
�#	O$ C
��$ ��/ �*A9=��
=*�*?9$

84: -� 7	����� 6������	 N����	� K $ 0����#	��,	��
#� H	����� *A95$

8>: 9� ������ 0��#����� �� 1��Q8 
� N
���� N�����$ D$ �� ;�#	��
 �-� �*AA9��
45=�>?9$

89: /� ��

�� 0�� �
 ������������ � ��
� ������	 p �	� p�	��	������ #
�����	��	� $
M���	 ����
� � H���	
��� *A=9$

85: /� ��

�� +����������� �	 p�	��	������ #
�����	��	� ���� ����� �	 �
�
�������
����	 ��B��	��	 �	 p$ D$ �� ;�#	��
 �0/ �*A=5�� >?=�>E>$

8=: �� ������ @	��	��	 �	 p�	��	������ #
�����	��	� L������	��	�$ C
��$ 0�
��$
� 5A �*AA9�� >�J4$

8A: ,�%6� ���� (���!
��
�� �	 [��� �	 �
 ����	 Tr (x2)$ +���	��$ C
��$ 1	�!$ ,/
�*A=4�� 9>*�959$

8*?: 3� ?���� ]������L���� !�� #
�������	� ]X��	�� �	� +�
�
L�	�����L p G� !��#	�
#	�	�	� N����	 �	� ������# pf $ D$ +�	��	 �12 �*AE9�� JE5�J4>$

������ �����%5����	�
/��!	����� �	 ,
�	���	��	�� @��
��	�	�� �	 C
����
����	�

(	 C��� 1�� H$'$ E**� 2�>AE?4 ,
�	���	��	�� 2�
��	
0�!�	$@	�!�
��^���!�!
�	���	��	�$��

9*





3����������� ������	� (��������� zk − f(x, y) = 0

9��� 6��.��

0��� f " Cn, 0 → C, 0 �� #	��	 �	 �������� 
�
�����	 � ���#��
���� �����	 	�
�����#��	 �	 Cn$ @
�� 89:� D$ C����� �������	 ��	 ���� ε > 0 ��<�
��	�� �	���� �	
#	��	 ����	�����
�	 f−1(0) ���	��	��	 �
 2n − 1������	 S2n−1

ε 	� ��	 �����!
�����
��B��	���
��	 ����	 �	 ���	����� 2n − 3$ +	��	 �����!
����� �	 S2n−1

ε � ����	 Kf

��
��	��	 ���������
 ������&	� 
������ � f $ �� 
��	��	 ���� ��������&	� �	 f �
 ��
��	
���������	 �	 ��	���	�
�� Kf �
�� S2n−1

ε $ @�
���	 �
��$ �� 
��	��	 ��� �� #	��	 f �

��
��	 �	 ��B����������	 �	 �
 !
����� 
����
��	 f−1(0) ∩ S2n−1

ε .

0� �
 ������#�	 �	� #	��	� 
�
�����	� �	 �����	� ��
�	� (i.e. f : C2, 0 → C, 0)

 �� � ��!���� �	� �	��	��� 	� �	!
���	� �����	 �	 ��	������ ����	��
�� �
 ������#�	
�	� #	��	� 
�
�����	� �	 ����
�	� �����	�	� (i, e. f : C3, 0 → C, 0) �	��	��
��!	��	�$ '
��� 	��	�� ���� ���� �����	����� � ������	 ������#���	 �	� ���#��
�����
����
�	� �	 ����
�	� �����	�	� �����
����� zk − f(x, y) = 0� �� f " C2, 0 → C, 0
����#�	 �� #	��	 ������ 	� k �� 	���	� ≥ 2$ '��� ��������	��� ���� 
����� ����
�	�
�
 ������#�	 �� ���� �� #	��	 
�
�����	 zk − f(x, y) 	� �	 ��	 ������#���	 �	 f.

(	 ����� �	 ���
�� �	 ��� �	��	���	� 	�� ��
�����	 84:� �
�� �	��	� 1$ (
��	� �����	
�	� ���#��
����� z2 − f(x, y) $ K� �������	 ���
��	�� �� �������	 �	 .�����	 ����
���� ������� ��� �� ������ ������#���	 "
�������	 �84:� >$*?� ���� M 	�� ������ ��A��������� �� �����
��� ���
� (� ���
��
� ���� ��������&	� �B
 	� ����� ���  �����	�������� �	�$ �� ����
 �������&	�

��	��
 f " C2, 0 → C, 0 ���
 &	� �� ��� �	 ���� �������&	� z2−f(x, y) 
��� .����%
���.� � M $ 5� ��	
� �� ���
�� 	� ������.�� &	� ����� ���� ��

� �������������
�� ��
��$

-��� ���	���� �	 ������
� ���!
�� "

4������	 � ���� M 	�� ������ ��A��������� �� �����
��� ���
� �� 
��� k 	�
����� ≥ 3$ (� ���
�� � ���� ��������&	� �B
 	� ����� ���  �����	�������� �	�$ ��
����
 �������&	�
 ��	��
 f : C2, 0 → C, 0 ���
 &	� �� ��� Lk

f �	 ���� �������&	�

zk−f(x, y) 
��� .�������.� � M $ 5� ��	
� �� ���
�� 	� ������.�� &	� ����� ����
��

� �� ��
��$

+	 ������
� 	�� ��
�
��#�	 �� �������	 �	 .�����	 �	 1$ (
��	� ���� �	� #	��	�
zk − f(x, y) � �� k 	�� �� 	���	� .�� ≥ 3$ +	�	��
��� ����	 ���
���	 	�� ���� � �
��
��B��	��	 �	 �
 ��	��	$ 6� 	B	�� ������	 �	 1$ (
��	�� ��� ��
����	 ��� �	 �������
�	 ���������� �	 W
���L�� 	� ��� �!	���	��	 #����
���
���� � k ≥ 3 �
� �	 ������� �	
���������� ��1��G	������D��#� ���!���#�	 �	� ������	� �	 #�������	 
�
�����	� 
����
��	 �	 �������	 �	 .�����	 	�� �	 �
���	 	��	��_	��	�	�� ������#���	$ +�	�� ��������
���� ��	���� �� ����� �	 !�	 ���� ��B��	�� 	� �	��
�� 	� �!��	��	 �
 ������#�	 �	
�
 ����
����$
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-��� ���������� �	 �������	 �	 .�����	 � �
���� �	� ������
�� ����	 ����	
������#���	 �	 �
 E�!
����� Lk

f ���� !���� �	� �������
�	� 
������
����� "

-��� �������� ����� 	����	 �� �	!��	�	�� ������	 � k �	����	�� R " Lk
f �→ S3

���
�	�	�� �
��.� 
� �	���� �	 ��	���	�
�� 
�#������	 Kf .

@
�� 8>:� �	� 
��	��� �����!	�� �
 ������������� �����
�	 �	 [
���
��	� �	 S3

���� Kf 	�� ������� �	 .��	� �	 0	��	�� 	� �������� �	 ��
���	 �	 ���������� �����
�	
�	 f $ 0��� T �
 �
����	 ���
�
����	 �	 ���	�$

+	��	 ������������� �	 [
���
��	� �	 S3 �	 �	��!	 !�
 R 	� ��	 �������������
�	 [
���
��	� �	 Lk

f �	 �
 �
3�� ���!
��	 " �
 �
����	 ���
�
����	 	�� T ′ = R−1(T )

� 	� �	� .��	� �	 0	��	�� �	 Lk
f\T ′ ���� �	� ��
#	� ���������	� �
� R �	� .��	� �	

0	��	�� �	 S3\T $ -��� �����!��� 	�������	�	�� �	��	 ������������� �	 [
���
��	�
�	 Lk

f 	� �������� �	 k 	� �	 ��
���	 �	 ���������� �����
�	 �	 f $ @	 ����� ����
�	�
������ ����� ��
#�� �	 �
 ������������� �����
�	 �	 Lk

f ���� K ′ = R−1(Kf) 	��
������� ��� ����	 �	 .��	� �	 0	��	��$

+	 ��� 
���!	 ������	 ������#���	 ��������
��	$

K� �	!�	�� 
���� �
���	� ����#
���	� �
 ��������
���� �� �������	 * ����	 ���� "
���� ���� ������� ��	 !
����� �	 [
���
��	�M � 	� �� 	���	� k� 	� ���� ���	�������
�	� �!	���	�� #	��	� f " C2, 0 → C, 0 �	�� ��	 Lk

f
∼= M ′$ (���
�	 	��	���	��	 	�� �	

���
���	� ��	���	�
�� R−1(Kf) �
�� M ′$ ;��
�
)� 
���� �
 ��<����� �������
�	 " �� �

�
����	 �	 ���	� T ′ 	�� �
 �
����	 ���
�
����	 �����
�	 �	 Lk

f\K ′� 	� �	!
���	 �� ��	�
	�� �
� ���	��
��	�	�� �	 ���	 ���� �
 !
����� Lk

f �
���	�	�� ���� K ′ ��	�� �
�
���	��
��	�	�� ������� �	 .��	� �	 0	��	�� �	 �
 ������������� �����
�	 �	 M�$ 6�
	B	� �	��
��	� ������
��	� �	 Lk

f\T ′ �����
�	�� ���	 �	� ���	� ��	��� �� �	� ���	�
��
����� S

C
�� ���� 
�������� � �� ���
��	 "

%���
�	 * 3� ��.�
 ��	�� ������ ��
�� �����������
� &	� ������

��� ��	 k = 2, ��
������ �� ?���.�	
�� Lk

f �
� ��	���� �� T ′ �
� 
� ������� 
�������� ��������$

+�	�� ��������� �	 �������	 * �	 ����	��	 ��	 �	� 	���	�� k ≥ 3 " �
�� �	 �
�� K ′

	�� ������� �	 .��	� �	 0	��	�� �	 �
 ������������� �����
�	 �	 M ′.

(
 �	������	 ��!	�����	 
� ����� �	 ������	 ������#���	 ��������
��	 
 ��
���	�

�����
����� ��	 �	 �������	 �	 .�����	$ 6� !���� ��	���	� ��	� "

*� ,�
 �
 ������	 �	 '������# +
������ �	 [$ -	��
�� �!��� 85:�� ���� �������
��	 ������	 �
���	 	� 	�������	 ���� ���	��� �	 #�
��	 �	 �
 ���������� �����
�	
�	� ���#��
����� zk − f(x, y) = 0 �� f 	�� �� #	��	 ������ 	� k �� 	���	� ≥ 2.

J� -��� ������� ��	 ��������
���� ������#���	 ���� �
���	 �� ��	����	 ��;��
��
L
� ���!
�� "
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�������	 �8*:� ���� f " C2, 0 → C, 0 	� ���� ��	�� �� ��	�� ������ 9��
 ��

���	����� �� 
	���� ���&	����� zk − f(x, y) = 0 �
� &	�
�%���������� ��	 ��	�
����� k ≥ 1 
� �� 
�	������ 
� f �
� �� ���� ��

� �	 �� ���� &	�����&	� �������$

@	 ����� ���� 
��������� �	 ������
� 	� �	���
3
�� �
 ��������� %���� ���� k ≥ 1&
�
� %���� ���� k ≥ 1 �
�� �� �����	 .�� 
�����
��	�	�� #�
��&$

E� -��� �������� ��	 �	� ����
�	� �	 �
 ���������	 
������	 � �� #	��	 �	 ��������
���������	 	� �� ����� p ����	 ����
�	 �����	�	 ����
�	 Z ���� ����	� �	 ��#�	
��#
���$ @
�� �	 �
� ����	 .��
���� �	 C������ �	 ������
� 	�� �` � '$ @� H��� 	�
2$ C���	� �8J:�� 	� �����	��
��	�� � @$ 6��	���� 	� [$ -	��
�� �8E:�$ C
�� �
����	 ����
���
��	� �	 ������
� 	�� ���!	
� ���� ��	 .��
���� �	 (� ��� ��	�� �
�
�	 C������ ��	��������	 ��
�� �	 ����� p ��	�� �
� �� ����� ����	 �	 Z.

"�����������	

8*: �� 9�.���1�� �� 
 ��	����� �� C������� ;�	���
� D���
� �� C
��$ *?> �*A=E�
*4>>�*45A$

8J: 6� 5	 -��
 �� D� ���.��� M�	 ���	#�
� 0	��	�� ���� ��	� ��� �	�	����	 ��	
������# �� ��
�	 ���!	 #	���� D����
� �� ;�#	��
�� N	��	�� ! �*AA4� *�E=$

8E: 5� 3�
���	�� ?� 2�	����� M��		 ���	�����
� ���L ��	�� 
�� ��!
��
��� ��
��
�	 ���!	� ���#��
����	�� ;��
�� �� C
��$ 0����	�� ��0 �*A=>� *5J�$

84: 7� -� ��	��� �� ����
� �O���_�	�����
� �����	 ����� ���#��
����	�� K��
	� D����
�
� �� C
��$ !� -�� E�4 �*A5=� E*>�EE4$

8>: 5� 4� �N� D� ���.��� 0� ?���� 0�� �	 �������	�	�� �	� �����	� ���
��	� 
����
���	� 
�� #	��	� �	 �����	� ��
�	�� +��������� C
��	�
���
� 1� �*A=A� =5�**E$

89: ,� ������ 0��#��
� ������ �� �����	� ��	�����
�	�� '����	��� /��!	���� '�	��
�*A9=�$

85: ?� 2�	����� ; �
������ ��� �������# 
����	� �� ��	 ������# �� �����	�
����
�	 ���#��
����	� 
�� �	#	�	�
���# �����	� ���!	�� M�
��$ ;�	�$ C
��$ 0��$
�+-5� �*A=*� JAA�E44$

8=: 9� 6��.��� 0�� �	� ���#��
����� ����
�	� �����
����� zk − f(x, y) = 0$ ����	�
/��!	����� �	 N	��!	 �*AA9�$

9��� 6��.��
/��!	����� �	 N	��!	� 0	����� �	 C
����
����	�

J�4� ��	 �� (��!�	� +
�	 ����
�	 J4?� *J** N	��!	� 0����	
������^��J
$���#	$��

9>





����������� ���'	��	��	� ���� 	� �������	� 6�5
����	���

2����.� 6����

+���������� ��	 ��������	� ��	��������	 �� 	��	���	 M � �� �����	 .�� �	 �����
����� fi �	 Mni �
�� M � �� ni 	�� �� 	���	�� 	� �� �����	 .�� �	 �	�
����� rj ,
�� rj 	�� �� �����	��	���	 �	 Mmj 	� mj �� 	���	�$ �� �������	��	 
�� 	��	���	�
��.����
��	� �
� �	��	 ��������	$

'
� 	�	���	� �
 ��������	 ��
��
�� 
 ���� 	��	���	 �	��� �	� �����	��� �$	$ {0; 1},
���� ��������� �
 ��� ������� �����	��	 ∧ 	� �
 �	#
���� �����	��	 ¬� 	� ���� �	�
�
���� ���#
���� {(0; 0); (1; 1)} ���� �	� �����	��	���	� �	 {0; 1}n ���� ��.����
��	� ����
�
 ��������	 ��
��
��$ /� 
���	 	�	���	 	�� �
 ��������	 �	� ��	�� " ��	��	���	 	�� R,
�	� ��������� ���� ��
�������� �
 ������
����� 	� �
 ���������
����� 	� �	� �	�
����� ����
�
 �	�
���� ������	 ≤ 	� ���#
����$ (	� 	��	���	� ��.����
��	� �
�� �	��	 ��������	
���� �	� 	��	���	� �	���
�#������	� ��������	 �
 #�������	 
�#������	 ��	��	$

��������� * H� ����B�� X 
	 M 	�� �� 	��	���	 �	 ���� ��� M � ��	��������	 ��
	��	���	 �	 ����	� .��	� ��	���	��� �	 M.

�� �����	 �
 ��	����� ���!
��	 "
7�	����� * 6�
�� ������ �� ��� x 	� �� �������	 X � ���!�������� �
!��� ��
x ∈ X T 6� �� ���� �����	� �	 �	��� �
����� ���� ���	��� �
 ������	 T

'�	���� �� 	�	���	 " ���� X0 ��	��	���	 �	� ���� (a0, . . . , an) ��� R �	�� ��	 �	
����I�	 a0 + a1X + . . .+ anX

n 
��	��	 ��	 �
���	 ��	��	$ 0� a = (a0, . . . , an) � �	
�	�
��	� �� a ∈ X0� ��	�� �	 �	�
��	� �� �	 ����I�	 a0+ a1X + . . .+ anX

n 
��	�
��	 �
���	 ��	��	$

��������� * H� ����B�� X 
	 M �
� PM � �$	$ �������
� ���� �
 ��������	 M, ��
�
 ��	����� x ∈ X �	�� ���	 ������	 	� �	��� �������
�$

(	 �	��� �	����	��	 �	 �����	 ������
����� ��
���� �	 �������� �� �	�� ��
��
��
�	�
��	 � ��	 �	�
����� � 	B	���	� ���� ���	��� �
 ������	$ K� 	�� �������
� ���� 	��
����� �
� �� ����I�	 �	 �
 ���#�	�� �� ��� x$ ; ������� �� 
�#������	 �������
�
	�� ���� �
���	 ����� 
�#������	 	����	���	�$ 6� ��
����	� �	 ��	�� �
� ��� ���� �	
�
� 	� �
���� �	 �
 �
���	 �	� �����
��	�$

��������� * H� ����B�� X 
	 M �
� NPM ���� 	����	 �� �������	 Y � ��� 	�� PM ,
	� �	� ��	 x ∈ X �� 	� �	��	�	�� ���� 	����	 �� ��� y �
� ���� ���# 	� yx ∈ Y $ '���
��������	��� �� 	����	 �� ����I�	 ��� ����	 �
 �
���	 �	 y 	� �������� �	 �	��	 �	 x$
Y 	�� 
��	��	 ���������� 
������	 � X � 	� y 	�� ��	 �������� ���� x.

0� ���� �	��	���� ��	�	���	 ������	��� ���� ���!��� �����	� ��	 X0 	�� NPM .
0��� Y0 ��	��	���	 �	� ba �	�� ��	 b ���� �
���	 �� ����I�	 a0 + a1X + . . .+ anX

n.
-��� 
!��� " a ∈ X0 �� 	� �	��	�	�� �� a0+a1X+. . .+anX

n 
 ��	 �
���	 ��	��	� ��	���
�����	 �� 	� �	��	�	�� ���� 	����	 b �	� ��	 ba ∈ Y0$ @�
���	 �
��� !���.	� �� ba ∈ Y0

95



�	 ���	����	 ��	 �	 �
���� �	 a0 + a1b+ . . .+ anb
n� ��	��������	 2n− 1 ���������
�����

	� n 
��������� ���� �� �	��� 3n − 1� ��� 	�� ��	� �������
� 	� n$ @��� X0 	��
NPM $ -����� ��	 �	 �������	 	�� 
���� PM #�V�	 
� �������	 �	 0����$

/� �������	 X ��� 	�� PM 	�� NPM $ 6� 	B	�� �� ��<� �	 ��	���	 �
� 	�	���	
Y = X� 	� y 	�� �
 ����	 !��	$ \��	� 	����� �	 �
 ���������	 " ���� �������	 NPM

	����� PM T +�	�� �
 ��	����� PM = NPM?� ��	� �����	 �
�� �	 �
� ��
��
��$ -���
����
������ �	� ��������	� ���� �	���	��	� �� �	�� �������	 ��� � �
 ��	������ �
��
���� �	 ����
������ �
� �	 ��������	� ���	 ���!�
�	� ���� �
��	��	 ���� ���������
�������	 ���$ +�	�� ���� ���� �����	��	� � �	��	 ��	����� ��	 ���� 
����� ��.��� �	�
�������	� NPM ��������
$ 6� 	B	�� �� �
�� 	� �� ��<� ����� �	�� �������	 NPM �
������� ���� PM ���� 
!��� ���#
���� PM = NPM .

��������� * H� ����B�� X 
	 M �
� NPM �������� ���� 	�� NPM � 	� �� ���� ����
�������	 X ′ ��� 	�� NPM � 	� ���� ���� ��� x′ ���� ���!��� ����!	� �
���	�	��
�� ��� x �	� ��	 x′ ∈ X ′ �� 	� �	��	�	�� �� x ∈ X$ F
���	�	�� ��#��.	 	� ��
�	��� ����� �������
�	�	�� �
� �
 �
���	 �	 x$ -��� ���!��� 
���� �����	 ��	 X
	�� NPM �������� �� ���� �	� 
���	� �������	� NPM �	�!	�� ���	 ������� � X $ (	
�������	 X 	�� 
���� ���� ��������� ��	 ���� �	� 
���	� �������	� NPM .

+���
)��	 �� �������	 NPM �������� 	� �
!��� �	 �������	 ���� �	��	� �	 ���
�����	 � �
 ��	����� x ∈ X ���� ���� �������	 X ��� 	�� NPM 	� ���� ���� ���
x� �
�� �	�
 �	 ���� �	��	� �
� �	 ����!	� �	� ��������� y �	 x$ @�
���	 �
��� �

������	 #����
�	�	�� �������	 ���� �����	� ����� �������	 X 	�� NPM ��������
	�� ���� �	 ������	 �� �������	 X ′ �� � ����� 	� NPM �������� � X � ���� �	 ������	
���� �������	 X ′NPM � X $ C
�� �	�
 �	 ���� ���
��	 	� ��	� ��� �
 ��������	 �	 O$
'��� �	� �	�� �
������ �
 ������ �����!	��
���� !
 ���� ���	 ����	$

��������� * 0��� X �� �������	 NPM � 	� ���� Y ��	 ���������� 
������	 � X $ -���
������ ��	 Y �
� 	����
���� �� ���� ���� �������	 X ′ ��� 	�� NPM � �� 	����	 ��	
���������� Y ′ 
������	 � X ′ ��� �	 �	���� � Y " ���� ���� ��� x′ �� �	�� ����!	�
�
���	�	�� �� ��� x �	� ��	 x′ ∈ X ′ �� 	� �	��	�	�� �� x ∈ X � 	� �	� ��	 �	� ���������
y′ �	 x′ �	 ������	�� �	� ��������� y �	 x �
� ��� 	�����$

H�	� �`�� �� �
 ���������� Y 	�� ���!	��	��	� 
���� X 	�� NPM ��������$ -��� 
!���
�� �������	 ��������	� ��� ���� �	��	� �	 �����	� �����	 ���������� 	�� ���!	��	��	�
	� ���� ����� �������	 	�� NPM �������� "

�������	 * �� �
��	���� Y �
� 	����
���� 
� �� 
�	������ 
� "
�+�+� 6�	 �.�&	� ������� a �� M � ���
�� 	� ��� bloca ���� ��
 
��	����
 ��������
�� ���������� {a}.
�+�"� 6�	 �.�&	� �������� f � �� ���
�� 	� ��� blocf ���� ��
 
��	����
 �������� ��
���������� ax1x2 . . . xpy �	�� ��	 y = f(x1x2 . . . xp)b$
�+�I� 6�	 �.�&	� ������� r� �� ���
�� ��	� ���
 btocr �� btoc¬r ���� ��
 
��	����

�������� �� ���������� �
����������� "

9=



ax1x2 . . . xpy �	�� ��	 x1x2 . . . xp ∈ r �� y ∈ M} ∪Mar .0 ��
ax1x2 . . . xpy �	�� ��	 x1x2 . . . xp �∈ r �� y ∈ M} ∪Mar .1.
 +�J$ (� ���
�� 	� ��� ���� ���� ��
 
��	����
 �������� �� ��������� {0, 1}3 −
{(0; 0; 0)}
 "$ (� ���
�� 	�� �������� ���� ����	����� �� ����
 ���������� &	� � ��	
��	
 ���

x1, x2, . . . , xn �

���� 	� ��� ���� ��
 
��	����
 
��� ��
 ���������
 ��
 
��	����
 ��

x1, x2, . . . , xn$
 I$ �� ���
�� 	�� �������� cpl� ����	����� �� ����
 ���������� &	�� � 	� ��� x �� �
��	� 
	���
 ��������
 i1, . . . , in� �� j1, . . . , jn �

���� 	� ��� ���� ��
 
��	����
 
���
�����
 �� x ��	 ��
&	����
 ��
 �������
 �������� ik �� �������� jk 
��� ���	�$

;��������� ������
�	�	�� �	 �������	 � �� 	�	���	� ��� ���� �	��	���
 �	
�	����!	� �	 ������
� �������
� �	 8E:� ��� 
 ������� ����	 ��
!
��$ -��� ���� ��
3���
�
�� �
 ��������	 �	� ��	�� R ������	 ���� �
��$ X 	�� �	 �������	 4�26;0� ��	���
�����	 ��	��	���	 �	� ����I�	� ��	��� � �� �����	 ��	������	 �	 !
��
��	�� 	� �	
�	#�� ���
� 
� ���� ��
��	� ��� ��� ��	 �
���	 ��	��	$ -��� ��� 
�������� �
 ����������
Y : yP 
��
���	�� � Y �� 	� �	��	�	�� �� P 
 n !
��
��	� 	� y = y1 . . . yn 	�� ��	
�
���	 �	 P $ C������� ��	 Y 	�� ���!	��	��	$

�*$*� '��� ��
��	 ��	�	�� a �	 M � bloca 	�� %x− a&
�*$J� '��� ��
�������� btoc+ 	�� %x1 + x2 − y&
'��� �
 ������
������ bloc− 	�� %x1 − x2 − y&
'��� �
 ���������
����� bloc× 	�� %x1 × x2 − y&
�*$E� '��� ���#
����� bloc= 	�� %x1−x2& 	� btoc¬ = 	�� %tx1− tx2−1&$ @
�� �	 �	���	�
�
�� ���� �	 #
����� ��	 �	� !
��
��	� x1 	� x2� 	� �
� �
 !
��
��	 t.
'��� �
 �	�
���� ������	� bloc≤ 	�� %x2 − x1 − t2& 	� bloc¬≤ 	�� %t2x1 − t2x2 − 1&
@
�� �	� �	�� �
�� ���� �	 #
����� ��	 �	� !
��
��	� x1 	� x2.
�*$4� bloc 	�� %[x1(x1 − 1)]2 + [x2(x2 − 1)]2 + [x3(x3 − 1)]2 + [t− (x1 − 1)(x2 − 1)12 +
[t(x3 − 1)]2&$
�J� '��� �
 �������� ����� �� �
�� �	����	� �	� !
��
��	� �	� ����I�	� �	 �
����	
� �	 ���	��	� ���	�� ����	� ��B��	��	�$ '���� ���� 
 ������ �	� !
��
��	� ���� ��
!���
���� ��	 �	� ���
����� �	 �	#�� �	��$ -��� ������� 
���� �	��� �
����$ -��� ���	�
���� ��	� ��	 ���
���� �������
�	 �	 �	#�� 
� ���� ��
��	$
�E� '��� �
 �������� cpl� ���� �	����� �	 ����I�	 ���� �
 ����	 ����	 ����	 �	
�
���� �	 ����I�	� �	 �	#�� 
� ���� �	��� ���� ���� 
 ������ � �����
���� �
 ����	
�	� (xik − xjk)

2.

K� �� 
 �
� �	
����� �	 ��������	� M ���� �	���	��	� ���� ����
������� ��
�������	 NPM ��������$ @
�� �	��
��� �
�� ���� ����
������ �	� �������	� NPM �
�������
 ��� ����� �
� �	 ���������� ���!	��	��	$

9A



"�����������	

8*: �� 9��:��� �� -�
:�
� /��!	��
� F	�
�����$ M� 
��	
� �� K�����
���� 
��
+�����
���� �� ���  ����
� ���� �*AAJ�

8J: -� 6��<��� (	� �	���� �
������$ ;(6;0 ����	�� �*AA>�

8E: �� -�	�� �� �.	�� �� ������ �� 
 ��	�� �� ������
���� 
�� �����	��� �!	�
��	 �	
� ����	�� " -'������	�	�	��� �	�����!	 ��������� 
�� ���!	��
� �
����	�$
H���	��� �� ��	 ;�	���
� C
��	�
���
� 0���	� ��5� �*A=A�� *�49$

84: ��/� ����� 5��� ,�.�
��� +�����	�� 
�� K���
��
����� " ; N���	 �� ��	
��	�� �� -'�+����	�	�	��$ [$1$ 2�		�
� 
�� +���
� �*A5A�

8>: 2� 6����� F���������� ���!	��	��	� ���� �	� �������	� -'������	��$ � �
�
)��	
�
�� M+0

2����.� 6����
K������� N��
�� @	�
�#�	�

HV���	�� �� ��	� D	
� H�
�����	� �*?*�
4E� ����	!
�� �� ** ��!	���	 *A*=
9A9JJ ,���	���
��	 +	�	�� 2�
��	

�����	�^�	�
�#�	�$���!�����$��

5?



4�'������� (������	� 8 ��'�������

9��� @	��	���

U�
�� �����	 ��	 
�#���	 A� �� �	�� ��� 
�����	� ��	 ����	 ��
��
����	 �	
�
3�� �
���	��	� 	� ��������
�� ��
�����
���� x ∈ A �→ Tr(x2) $ +	��	 ����	 	��
�� ��!
��
�� �	 ��
D#���	� ��	��������	 ��	 �	�� 
�#���	� ��������	� ��� �	� ����	�
��
�	� ����������	�$ 6� �
�� ��	 �	��	� 	��	 
 �	
����� ��� ������	� 	� �
�������	�
��
�� ��
K#���	 A 	�� �� ����� �	 �����	�� �$	$ ��	 	��	����� .��	 �� ����� �	�
�����	� �
�����	�� Q ���$ �
� 	�	���	 8*:�$

�� �������	��	 ��� � �
 ����
���� ���!
��	 " K 	�� �� ����� �	 �
�
����������	
��B��	��	 �	 J� A 	�� ��	 
�#���	 �	���
�	 �����	 ��� K� 	� σ 	�� ��	 ��!�������
�	 A$ �� ��������	 
���� �
 ����	 ��
��
����	 Tσ " x ∈ A �→ TrdA(σ(x)x) $ �� !

�����	� ����	�� ��� ����	 �	��	� �	 ��.��� �	� ��!
��
��� �	 ��
�#���	 � ��!�������
���$ 89:�$

� 6�������� 	� ����	��
��� 9�����	� 
	�����	� �����	�

N�V�	 
� �������	 �	 [	��	������ ��	 
�#���	 �	���
�	 �����	 A ��� �	 �����
K 	�� �����	�	�� ��	 
�#���	 �	 �
����	� A =Mr(D)� � ��	<��	��� �
�� �� �����
#
���	 ��$	$ ��� ���	��
��	�	�� ������
���� D ���� �	 �	���	 	�� �	 ����� K ���$
�
� 	�	���	 85:�$ @	�� 
�#���	� �	���
�	� �����	� A 	� A′ ���� ���	� �����
��	� ��
�	� ����� #
���	� D 	� D′ ��� �	��� ���� 
������� �
� �	 �������	 ������	�� ����
��������	�$ (�	��	���	 Br(K) �	� ��
��	� ������!
�	��	� ��
�#���	� �	���
�	� �����	�
���� �	��	 �	�
���� ��
��	��	 �	 #����	 �	 H�
�	� �	 K 7 �� 	�� ���� �
���	��	�	��
����	 ��������	 �	 #����	� ��� �	�
 ����	 ��� 
�����!	�	��� �
 ��� ��
�� ������	 �
�
�	 ������� �	�����	� �	� 
�#���	�$

�� 
��	��	 ����� �	 ������������� �	 A ��	 	��	����� F �� ����� K �	��	 �����
	����	 �� �����������	 φ �	 A ⊗K F �
�� ��	 
�#���	 �	 �
����	� Mn(F ) $ 6�
�
�������	�� ��	 ��I���	 ���
�
��	 Ks �	 K 	�� �� ����� �	 ������������� ����
����	 
�#���	 �	���
�	 �����	 ��� K$ (
 ���	����� �	 A ��� ��� �	���	� dimK(A) =
dimF (A ⊗K F ) � 	�� ���� �������� �	 �
��� ���� 	���	� n ����� 
��	��	 �	#�� �	
��
�#���	 A$ '��� ���� a ∈ A� �� ��.��� �
 ��
�	 ������	 	� �
 ����	 ������	 �	 a
�
� TrdA(a) = Tr(φ(a ⊗ 1)) 	� NrdA(a) = det(φ(a ⊗ 1))$ +	� �	�� ��
������ ����
�����	��
��	� �� ����� �� ����� �	 ������������� F 	� �	 �������������	 φ.

��� 4�'��������
/�	 ��!������� σ �	 ��
�#���	 A 	�� �
� ��.������ �� 
����
�����������	 ������	

J �	 ��
��	
� A$ �� ���	�
 k �	 ���������� �	 K .�� �
� σ$ @	�� ����
����� ����
�������	� " �� K = k� ����!������� 	�� 	� �
�� K�����
��	 7 �� ��� 
���� ���	��	 	�� �	
��	����	 	����	 7 �
�� �	 �
� �����
��	� K 	�� ��	 	��	����� ��
��
����	 �	 k,K =
k(
√
α)� 	� ����!������� 	�� ���	 �	 �	�����	 	����	$

5*



��!  �� �
������

(�
�#���	 A 	�� ���	 ���������	 ��
�� 	��	 	�� ��������	 � ��	 
�#���	 �	 �
�
����	� A � Mn(K) $ �� ����
)� 
���� �	� ��!�������� �	 A$ 6��	� ����	�����	�� 
��
����	� ������
��	�� ��������	� �� 
������������	�� 	� 
�� ����	� �	�����	��	� �	
���	����� n ��� K.

@	 �
����	 ���� ������	� �� σ 	�� ��	 ��!������� �	 ��	����	 	����	 �	 Mn(K) �
�� 	����	 ��	 �
����	 B� ��������	 �� 
������������	� �	��	 ��	 σ 	�� ����!�������

� ����	 � �
 ����	 ��.��	 �
� B� �$	$ ∀M ∈ Mn.(K) � σ(M) = B−1M tB� �� M t

����#�	 �
 ��
������	 �	 M $ +	��	 �
����	 B 	�� ���	�����	 �
� �
 �����	 �	 σ� �
���������
���� �
� �� ��
�
��	 ����$

0� �
���	�
�� σ 	�� ��	 ��!������� �	 �	�����	 	����	 �	 Mn(K) � �� 	����	 ��	
�
����	 �	�����	��	 H � �	��	 ��	 σ 	�� ����!������� 
� ����	 � �
 ����	 ��.��	 �
� H,
�$	$ ∀M ∈Mn(K) � σ(M) = H−1M

t
H � �� − ����#�	 �������	 k�
�����������	 ����

���!�
� �	 K$ +	��	 �
����	 H 	�� ���	�����	 �
� �
 �����	 �	 σ� � ���������
����
�
� �� ��
�
��	 ����$

��2 :���	� ���
	�

�� ��������	 ��
�����
����

Tσ : A → k

x �→ TrdA(σ(x)x)

+�	�� ��	 ����	 ��
��
����	 ��� �	 ����� k �	 ���	����� n2 �� ����!������� 	�� �	
��	����	 	����	� 	� 2n2 �� 	��	 	�� �	 �	�����	 	����	$ �� ��������	 �#
�	�	�� �

�	��������� T+

σ �	 Tσ 
� �����	��
�	 A+ = {a ∈ A, σ(a) = a}$ �� ��	���	 � �����	�
�	� ��!
��
��� �	 �	� �	�� ����	� ��
��
����	�� 	� �
�� �����!
��
��� �	 ��
�#���	 �
��!�������$

��, 4�'������� 	 $���	� ���������	�

0��� q ��	 ����	 ��
��
����	 �	 ���	����� l ��� �	 ����� k� 	� ����������� ��	
��
#��
���
���� ��	������	 < a1, . . . , al > �	 q$ (	� ��!
��
��� �	 q ��	 ���� !

������	� �
� �
 ����	 ���� ��.��� ����	 ���� ���$ �
� 	�	���	 85:�$

0� �	 ����� k 	�� ����	��	�	�� ��	�� �$	$ �	�� ���	 ���� ����	 �	�
���� ������	� �

��#�
���	 �	 q 	�� �
 ��B��	��	 	���	 �	 �����	 �	 ai ��� ���� �������� 	� �	 �����	
�	 ai ��� ���� ��#
����$ +�	�� �� 	���	�� ������� 	���	 −l 	� l� 	� �	 ���	 �
����
��	 l$ �� �	�� �#
�	�	�� ��.���� �	 �
����	 
�
��#�	� �
 ��#�
���	 ����	 ����	
�	�����	��	 � !
�	��� �
�� ��	 	��	����� ��
��
����	 �� ����� k.

(	 ���	����
�� �	 q 	�� det(q) = a1 . . . al ∈ k	/k	2.
6�.�� ����!
��
�� �	 1
��	 �	 q 	��

∑
1≤i<j≤l(ai, aj) ∈ Br2(k) � �� Br2(k) ����#�	

�
 J��
���	 �� #����	 �	 H�
�	� �	 k� 	� (ai, aj) �
 ��
��	 �
�� Br(k) �	 ��
�#���	 �	
��
�	������ (ai, aj) $

5J



� 4�'������� 	 (A, σ)

��� 3�������	 (��	 ��'�������

(�����	 �	� ����	� ��
�	� �	��	� ���� ��
����� ��
�� �	 ����� k 	�� ����	��	�	��
��	�� �$	$ �	�� ���	 ���� ����	 �	�
���� ������	� �	 ��.��� �
 ������ �	 ��#�
���	 ����	
��!�������$ '�������	��� �� ����	 �
 ��.������ ���!
��	 8E� 4� 9: "
�	������� � (
 
�����	� �	 σ 	��

sign(σ) =

{ √
sign (Tσ) �� σ 	�� �	 ��	����	 	����	 7√
1
2
sign (Tσ) �� σ 	�� �	 �	�����	 	����	

@
�� �	 �
� �	� ��!�������� �	 ��	����	 	����	� �	��	 ��.������ 	�� ��	 � (	O�� 	�
M�#��� 8E:� ���� ����	 �
 ����������� ��� ����$ �� ��.��� ��	� 
���� ��	 ��#�
���	�

� �	�� �
����	� �� �	��	$ 6� �
�������	�� �� �����	 �	 ������
� ���!
�� "
����������� � �� 
�����	� �� �������	���� σ �
� 	� ������ �����
 ���� 0 ��
deg(A)� �� �� �N�� ����� &	� �� ���� �� A.

@	 ����� �
�� �	 �
� ���������� �� 
 �	� ������
�� ���!
��� "
����������� � 8(	O�� 	� M�#���: 8E: �� σ �
� �������	���� �� Mn(K) �������� � ��
���� ��������� 
�����&	� B� ���
 �� 
�����	� �� sign(σ) = | sign(B)|$
����������� ! 84:89: �� σ �
� �������	���� ��Mn(K� �������� � �� ���� .��P������
H � ���
 �� 
�����	� �� sign(σ) = | sign(H)|$
�	�����	 * (
 ����	 ������
��	 ��������	 ��	��$ �	�����	��	� ����
�� ��.��	
���� �� ��
�
��	 ����� �
 ��#�
���	 �	 B ��	��$ �	 H� ��	�� �
� �� ��!
��
�� �	 σ.
�� �	 �	�� �	 �
��	� �	 �
 !
�	�� 
�����	 ��� 
��
�
)� �
�� �	� �	�� ������������
������	��	�$

��� ���	������� (��	 ��'������� 	 ��	����	 	���
	

�� ������	 �����
!
�� ��	 �	 �	#�� �	 A 	�� �
��� n = 2m$ @
�� �	��	 �
���	�
�� ������	 �	 ���� ��	 σ 	�� ��	 ��!������� �	 ��	����	 	����	$

(
 ������ �	 ���	����
�� ����	 ��!������� �	 ��	����	 	����	 �	����	 � �	�
��
!
�� �	 M��� 	� D
������ 7 ���� ���	��	��� ]���� '
���
�
 	� 0����
�
� 	� ���
������� ��	 ��.������ 	�����_�	 8J:$ (�����	 �	� ����	� ��
�	� �	��	� �	 ����	� ��	
���!	��	 ��.������ �	 �	� ��!
��
�� 8>:89: "
��������� � (	 ���������� �� �������	���� σ 	�� d(σ) = 2m det (T+

σ ) ∈ k	/k	2$
@
�� �	 �
� ���������� �� 
 �	 ������
� ���!
�� "

����������� 2 �� A �
� �����B�� �������
�� A = Mn(K)� �� 
� σ �
� �������	����
�������� � �� ���� ��������� B� �� ���������� �� σ �
� + 
� B �
� ����%
�����&	��
�� det(B) 
� B �
� 
�����&	�$
�	�����	 * ; ���!	
�� �
 ����	 B ��	�� ��.��	 ���� ���������
���� �
� �� ��
�
��	
���� 7 �	�	��
��� �	 �	#�� �	 A ��
�� �
��� ��� ���	����
�� det(B) ∈ k	/k	2 	�� ��	�
�� ��!
��
�� �	 σ.
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��!  ����	 ��	�������	 (��	 ��'������� 	 	�)���	 	���
	
\�
�� ����!������� σ 	�� �	 ��	����	 	����	� �� �	�� �����	�� �
� �	� ������	�

�	 ��������#�	 #
�����	��	� ��	 �	� ��!
��
��� �	 1
��	 �	� ����	� ��
�	� �	 ���
�	��	�� ��	 �� �	#�� �	 ��
�#���	� �	 �
 ��
��	 �
�� �	 #����	 �	 H�
�	�� 	� ��
���	����
�� �	 ����!�������$ K�� �	 �	��	��	�� ���� �
� �	 ��.��� �� ���!	� ��!
�
��
�� �	 ��
�#���	 � ��!�������$ @
�� �	 �
� �	� ��!�������� �	 �	�����	 	����	� 	�
�	!
���	� ��	�� ����!
��
�� �	 1
��	� 	� ��� �	 ���	����
��� ��� �	��	� �	 ��.��� ��
��!
��
�� �������!�
� �	 ��
�#���	 � ��!�������$ '�������	��� �� ����	 �
 ��.������
���!
��	 8>: 89: "
��������� ! (
 ���

� ����������� ���	�� J �	 (A, σ) 	��

D(A, σ) = m(m−1)
2

(−1,−1) + m(α, 2) + w2 (T
+
σ )� ��

√
α ����#�	 ����	 ������

�	��	�� �� #����
�	�� �	 ��	��	����� ��
��
����	 K/k$
(	 �
�� ��	 ��	�� �� ��!
��
�� �������!�
� ������	 �	 �
 ����������� ���!
��	 "

����������� , �� A = Mn(K)� �� 
� σ �
� �������	���� �������� � �� ���� .�%
�������� H � ���
 �� ���

� ����������� ���	�� " �� (A, σ) 	�� D (Mn(K), σ) =
(α, det(H))$

(�����	 �	� ����	� ��
�	� �	��	� ���� ��
�����	� � (A, σ) ��B��	��� ��!
��
���$
+	� ��!
��
��� �	�!	�� ���	 ����	�� �
� 	�	���	� ���� �����	� �
 ��������
������ �	
(A, σ)$ @	 �	�� ������
�� ���� ������� �
�� 8>: 	� 89:$

"�����������	

8*: 6�3� 0���� �� /� 6���
� ; ���!	 �� M�
�	 2���� �� ;�#	��
�� -���	� 2�	����
[����$ 0��	��$ '���$ � 0��#
���	� *A=4$

8J: ��%9� =�	
� /� 6������� /� ���.���� �� ��	 ���������
�� �� 
� ��!��������
H���$ 0��$ C
��$ H	�#���	� ����	 ; 4E �*AA*� =A�A=$

8E: 5� ��:�
� ,�%6� 4������ �� ��	 ��#�
���	 �� 
� ��!�������� ;���$ C
��$ 9? �*AAE�
*J=�*E>$

84: 9� @	��	���� 0�#�
���	 �	� ��!�������� �	 �	�����	 	����	� ;���$ C
��$ 9>
�*AA>� 4?=�4*J$

8>: 9� @	��	���� +�������#��
� ��!
��
��� �� 
�#	��
� O��� ��!��������� D$ ;�#	�
��
� 1 *A4 �*AA5� JAA�EE? $

89: 9� @	��	���� K�!
��
��� ��
�#���	� � ��!�������� M���	 �	 ������
� �*AA9�$

85: ?� ��.���	� \�
��
��� 
�� �	�����
� ������ N�����	��	� C
��$ [���$ J5?�
0����#	��,	��
#� H	���� �*A=>�$

9��� @	��	���
(
���
����	 ;�
��	� N�������	 	� ;�����
������ /CF 5>EA �� +-F0

K������� N
����	� /��!	����� '
��� *E� AE4E? ,���	�
�	��	
��	#���	^�
��$���!��
���*E$��
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 �������� (	)���	�
	 	 ��������� ���� �(�������� � �	���	 �����	�

������� 4����

-��� ���� �����	����� � �����
���� �� �	����	 �����	 	� �����$ +	 �����	 �������

u′′(t) + a2 sin u(t) = f(t) ��� [0, T ], u(T )− u(0) = u′(T )− u′(0) = 0 �*�

�� a 	�� ��	 �����
��	� T 	�� �
 ������	 �	 ��������
���� 	� f 	�� �
 ����	 
�������	 ���
�	 �	����	$ -��� �	�!���� � 8E: ���� ���� �	 ���
��� ��� �
 ������������ �� �����	$
-��� �������� �	� ���������� ��<�
��	� ��	����	��	 �	 ��������� ���������	� ���
���!�
�	� ���� �	 �����	 �*�$ D$ C
O��� 	� C$ [���	� 84� >:� ��� ������ �	 �������	
���� f �	 ��	��	 ����	$ -��� 
��	��	���� ��	��	 �	 �
 �������� f ��� [0, T ]� �	
�����	 "

M(f) =
1

T

∫ T

0

f(s)ds.

(	� ��������� 
� �����	 �*� ����	�����	�� 
�� ������ �������	� �	 �
 ���������	��	

Jf(u)) :=
1

2

∫ T

0

|u′(t)|2dt− a2
∫ T

0

(1− cosu(t))dt+

∫ T

0

f(t)u(t)dt.

��.��	 ��� H1
T � ��	��
�	 �	 1���	�� �	� ��������� T ����������	� �	 H1$ K�� �����	��

��	 Jf 
 �� ������� ���
� ������ u1$ K�� �������	�� 
���� ��	 Jf �
����
�� �	� ������
����� �� M������	 �� ��� 8*:$ K� 	����	 
���� ��	 �	�����	 !
�	�� �������	 c2 ��B��	��	
�	 Jf(u1) $
-����� ��	 �� f 	�� ��� ��	�����	�	�� ����	 	� �	 ��	��	 ����	 
���� �	� �	��
��������� 
���� ���	��	�� �	 ���� �
� �����
��	�$

(�����	 f ��	�� �
� �	 ��	��	 ����	� �
 ���������	��	 Jf �	 !���.	 �
� �
 ������
���� �	 '
�
���0�
�	 ��
�����	 " �� �
�� 	� ����!	� ��	 !	����� 
�
���	 � �
 ����
����$
-��� ����������� �����
���� �*�� �� f 	�� ��	 �������� �����
��	$ �� ���	

u′′(t) + a2 sin u(t) = λ ��� [0, T ], u(T )− u(0) = u′(T )− u′(0) = 0 �J�


!	� λ ∈ R.

�� 7�	���	� 
�������� ��
	�����	� (	)���	�
	 	 ��������� ��� 
�������	�

6� ����#�
�� �
 ��	����	 ���
���� �� �����	 �J� ��� [0, T ]� �� �����
�	 ��	 ��

λ ∈ {−a2, a2} 
���� �	� �	��	� ��������� �� �����	 �J� ���� u ≡ π

2
��� π$ +	 �
�

�	 ���� �����	��	 �
�$ @	 ���� 
� u 	�� �������� �	 �J� ,−u 	�� �������� �	{
u′′(t) + a2 sin u(t) = −λ ��� [0, T ],
u(T )− u(0) = u′(T )− u′(0) = 0.

5>



6� �� ���� ��<� �������	� �	 �����	 �J� 
!	� 0 ≤ λ < a2 �� 
��	��	 H1
T � ��	��
�	

�	 1���	�� �	 ��������� T ����������	� �	 H1

�	��	 �� s �
� 	�� ���
����� &	�����&	� �� a �
� 	�� ���
����� ����� &	�

0 < a2 ≤ 4π2

T 2
,

���&	����� "

u′′(t) + a2
{
sin(u(t) + s)− 1

T

∫ T

0

sin(u(θ) + s)dθ

}
= 0 ��� [0, T ],

u(T )− u(0) = u′(T )− u′(0) = 0. (∗)
��� ��
 �� 
��	���� ��A����� �� �� 
��	���� �	��� ���
 ���
���� H̃1

T � ��
 ��������
 ��
������� �	��� �� H1

T .
K� ��<� �	 !��� ��	 �
 ���������	��	 
������	 � �c� 	�� ������	�	�� ���!	�	 	�


��	��� ��� ������� 	� u = 0 �
�� H̃1
T .

�������	 � �� 0 < a2 ≤ 4π2

T 2
�� |λ| < a2� ���
 ���&	�����  "$ ��� �	�	�� 
��	����

��� ������� ���
 H1
T $ 5����
������ " (����
���� �J� 	�� ����!
�	��	 
� �����	

���!
��
ũ := u−M(u)

ũ′′ + a2
{
sin[ũ+M(u)]− 1

T

∫ T

0

sin[ũ(θ) +M(u)]dθ

}
= 0 ��� [0, T ],

a2

T

∫ T

0

sin[ũ(θ) +M(u)]dθ = λ,

ũ(0)− ũ(T ) = ũ′(0)− ũ′(T ) = 0 �E�

@�
���� �	 (	��	� ���� ��
��	 s .��� �����
����⎧⎨⎩ ũ′′(t) + a2
{
sin(ũ(t) + s)− 1

T

∫ T

0

sin(ũ(t) + s)dt

}
= 0 ��� [0, T ]

ũ(0)− ũ(T ) = ũ′(0)− ũ′(T ) = 0


 ���� �����	 �������� ũ = 0$ @
�� �����
���� �E�� �� 


s =M(u).

@	 ����� �	� �	��	� ��������� �	 �J� ���� �	� �����
��	� s �	��	� ��	 a2 sin s = λ.

�� 9�����	 ��� �	 ���� 	� ����	� 	� �����	 	 '���������	��	
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'
� ��	 ������	 �� ��
� �	� ��
�	�� �� ��	���	�
 �	� ���������� ��<�
��	� � ��	����
�	��	 ����	 �������� ��� �����
��	� �	 �����
���� �J�$ �� !���.	�
 	�����	 �	� ������
����� ��<�
��	� �
� ��	 ������	 !
��
�����	��	$ (�������� �	 �	��	 �	�����	 ���
����	 �����	 �
�� �	 �
�� ���	��	 �	�� ��
������	� 
� �
� �� �	����	 �����	 �!���
�������	�$
�������	 � �� �� �

|λ| < a2,
4π2

T 2
<

√
a4 − λ2 �4�

���
 ���&	�����  "$ ����� 	�� 
��	���� ������&	� ��� ���
�����$
5����
������ �	 4.��B�� " �� 
 !� ���� �
��� ��	 ���� ���!
�� 	����	 �����	

λ �	 �
 �
3�� ���!
��	
λ := a2 sinω


!	� ω ∈ [0, π
2
[$ (
 ��������� �4� �	!�	��

4π2

T 2
< a2 cosω.

'
� ��	 ������	 �	 ��
� �	� ��
�	�� �� �������	 ��	 �� v 	�� �������� ��� �����
��	
�	 �J� � 
���� �� 	����	 ��	 �	�����	 �������� u �	 �J� ���	��
�� �	 v �	��	� ��	

u0 := u(0) ∈]ω, π − ω[, 	� u′(0) = 0 �>�

6�����	� �� !
 �������	� ��	 �� u 	�� ��	 �������� ��� �����
��	 �	 �J� 
!	� �	�
���������� �>� 
���� �� 	����	 ��	 �������� �������	 H :: ω, π − ω[→ R �	��	� ��	

H(u0) =
|a|T√

2
, lim
u0→π−ω

H(u0) = +∞� 	� lim
u0→ω

H(u0) =
π\7′2√
cosω

.

� �� 	� ������ ��	 ]
π
√
2√

cosω
, +∞

[
⊂ H(]ω, π − ω[) .

'
� �������	��� ��
4π2

T 2
< a2 cosω 
���� �� 	����	 u0 ∈: ω, π − ω[ �	� ��	

T√
2
= H(u0)

	� �
 �������� �	 �J� 
!	� u(0) = u0, u
′(0) = 0 	�� ���������	 �	 ������	 T.

6������� �	 �������	 �
� �
 ������	 !
��
�����	��	$ 0��� Jω " H1
T → R� �
 �����

�����	��	 
������	 
� �����	 �J� ��.��	 �
�

Jω(u) =
1

2

∫ T

0

|u′(t)|2 dt− a2
∫ T

0

(1− cosu(t))dt+ a2TM(u) sinω.
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;���	�	�� ���� �	� ��������� �	 �J� ����	�����	�� 
�� ������ �������	� �	 Jω$ �� ����
�	��	 �
� �������	� ��	 ω 	� π − ωmod2π ���� �	� ������ �������	� ��� �����
���
�	 Jω$ 6�����	 �� �������	 ��	 Jω !���.	 ��	 !	����� ����.�	 �	 �
 ��������� �	
'
D
���0�
�	 ��
�����	� 8*:� 	� Jω �
����
�� �	� �������	� �� �������	 �� ��� 8*:$ '
�
�������	��� �� 	����	 ��	 !
�	�� �������	 c∗ := Jω(u∗) ��.��	 �
�

c∗ := inf
A∈B

max
u∈A

Jω(u)

��
B =

{
γ ∈ C

(
[0, 1];H1

T

)
; γ(0) = π − ω 	� γ(1) = −π − ω

}
• 0�������� ��	 u∗ 	�� �� ����� �������	 �����
�� ��� ������ 
���� �� 	����	 ��


���	 ����� �������	 ��� �����
��$

• 0�������� ��	 u∗ 	�� �� ����� �������	 �����$ �� �������	 ��	 u∗ 	�� �	 ��	
mp� 8J:� 	� ��	 π−ωmod2π ��	�� �
� �	 ��	 mp$ '
� �������	��� u∗ 	�� ��B��	�� �	
π−ωmod2π$ 6�����	� ���� ��������� �� ������
� ��� �	� �����	� �	 C���	 �	� ������
�������	�� �	 1��	� 8J:� ���� �������	� ��	 u∗ 
 �� �����	 �	 C���	 ������	�	��

���	��	�� � �	��$ �� ��
4π2

T 2
< a2 cosω� �������	 �	 C���	 �	 ω 	�� ������	�� �� �#
�	

� �����$ '
� ����	��	��� u∗ 	�� ��B��	�� �	 ωmod 2π$

2��
�	�	��� �� 4π2T−2 < a2 cosω 
���� �� 	����	 ��	 �������� ��� �����
��	 � �����
�
���� �J� ���� λ := a2 sinω

5=



"�����������	

8*: 9� 9���
����� 6� /�����:��<� @�
� !
��
����
� �	����� �� ������
� ����� ��	��

�� 
�����
�����$ D$ 2�������
� ;�
����� �*4� "E4A�E=*� *A5E$

8J: 7� 7���� M�	 ������#��
� �	#�		 ����� �� �����
����
�� ��	$ '���		���#� ��
0�����
 �� '��	 C
��	�
���
� 4>� '
�� * ">?*�>?A� *A=9$

8E: ��5� �����	� 3� �� ���
.��<� C	��
����$ '	�#
��� '�	��� ;�������O	��	 ���
�������# ����
� 	������� *A9?$ ,����	 * �� +����	 �� ��	��	���
� ������$

84: ,� ��:.��� M�	 ����	� �	������ " ; �
�
��#� ��� ������	
� 
�
���� 
�� ��
�
���
� ���	��$6���������	� C
��	�
���
	� �9� "J5*�J=5� *A==$ +���	����� �
�
����
����	� 
�������	� ���� �
 �
�����	$

8>: ,� ��:.�� ��� �� ?������ C������	 ��������� �� ��	 �	������ �����
� !
�
��	 �����	� ��� ���	 ����	� �	���������	 	��
�����$ D����
� �� ��B	�	���
�
	��
������ �>J� "J94�J=5� *A=4

������� 4����
4*� F�	 �� @� F��� � >4>?? ,
���	�!�	�����-
��

0
�����	$M
#��^����
$��

5A





;����	� 	 ;����	��	
& ����
��� 8 	� ����5�����	���
(�� �����	 ���

5��	.� >����
+	 ��
!
�� �	 ����	 �
�� �	 �
��	 �	 �
 �	��������� �	 �
 ��������	 #
�����	��	

�	� �� 	�� 
����������	� 
������� � ��	 	��	����� #
�����	��	 K/k �	 #����	 �	
N
���� Γ ����
���
�� �	��	 �	 �����	��	������ Ki/ki 
!	� k ⊂ ki ⊂ Ki ⊂ K ��	�
������	�$ '��� 
!
��	� �
�� �	��	 ���	����� �� ��������� �����	��� ������� �	 #����	
�	 N����	���	�L 
������ � �	� ����������	��� �	 Γ.

0��	�� Γ �� #����	 .��� F ��	 �
����	 �	 ����������	���$ �� ��.��� ��	 F �
�
��#���	 ���	��
�� 	��	���	��	�	�� �	� ����������	���$ +	��	 �
��#���	 ���� �	��	�
�����������	 E ��	� �	 ����	� 	�
��	�$ ;���� �� ����	�� E ���!	
�� ��	� �	 #����	�
�	 N����	���	�L ����� ���	 �
� "

Gf (A[Γ],F) " �� F ���	�� �� ���.������1 ������$

G0 (A[Γ],F) " �� F ���	�� �� ���.������1 �����$

G⊕ (A[Γ],F) " �� F ���	�� �� ���.������1$

(
 ��	����� �������
�	 ��� ���� ��������	 	�� �
 ��������
���� �	 �
 ��� 	����	
���!
��	 "

 ��<	
���	 * '��� ����	 �
����	 F �� 	����	 �	� �
����	� Ff ,F0 	� F⊕ �	��	� ��	 �	�

�����
����� ���!
��	� "

Tf : Gf (C[Γ],F) −→ Hom
(
R⊥⊥

Ff
(Γ),Z

)
[V ]f �−→ Tf ([V ]f) : χ �−→ < χV , χ >

T0 : G0 (C[Γ],F) −→ Hom
(
R⊥⊥

F0
(Γ),Z

)
[V ]0 �−→ Tf ([V ]0) : χ �−→ < χV , χ >

T⊕ : G⊕ (C[Γ],F) −→ Hom
(
R⊥⊥

Foplus
(Γ),Z

)
[V ]⊕ �−→ T⊕ ([V ]⊕) : χ �−→ < χV , χ >

���� �	� �����������	�$

��������� � 0��� Γ �� #����	 .��$ /� 
�	
%&	������ �	 Γ 	�� �� �����	 (Δ,Σ) �	
�����#����	� �	 Γ� �	� ��	 Σ ���� ������#�� �
�� Δ.

@
�� ���� �	 ��� !
 ���!�	 SQ(Γ) ����#�	 ��	��	���	 �	 ���� �	� ����������	���
�	 Γ 	� F ⊂ SQ(Γ) $

��������� � 0��� F ��	 �
����	 �	 ����������	���$ (	 #����	� RF(Γ) � �	� �����B�

�

����
 �	� 
�	
%&	������
 	�� �	 �����#����	 �	 R(Γ� 	�#	���� �
� �
 �
����	 "{
InfΓ

Δ InfΔ
Σ ϕ / (Δ, Σ) ∈ F , ϕ ∈ R(Δ/Σ)

}
.

=*



F5
�������	
�	������� ! 0��	�� Γ �� #����	 .��� F ⊂ SQ(Γ) � A �� 
��	
�� 	� ���	��
V �� V ′ �	�� A[Γ]������	�$ �� 
��	��	 F �������������	 �	 V �
�� V ′ �� A�
������������	 f ��.�� ��� , � !
�	��� �
�� V ′ 	� !���.
�� ���� ���� ����������	��
(Δ, Σ) �
�� F � �
 �	��������� f/Σ �	 f � V Σ 	�� �� A[Δ/Σ]�������������	 �	 V Σ

�
�� V ′Σ.
��������� 2 �� ��.��� �
 �
��#���	 C(A[Γ],F) ����	 ��
�� �
 �
��#���	 ���� �	�
�� 	�� ���� �	� A[Γ]������	� �	 ��	 .�� 	� �	� ��������	� ���� �	� F ���������
�����	�$ 6��	 �	�
 
��	��	 F ��
��#���	$
3���	� 	)�
�	�
��������� , 0��	�� V, V ′ 	� V ′′ �	� A[Γ]������	� �	�� ��	 ���� ���� ����������	��
δ = (Δ,Σ) �
�� F � �� 	����	 fδ� gδ �	� A[Δ/Σ] �������������	� ���� �	���	�� "

0 −→ V ′Σ fδ−→ V Σ gδ−→ V ′′Σ −→ 0

	�� ��	 ����	 	�
��	 	� �
�� ��	 A[Δ /Σ]− �����	�$ /�	 �	��	 ����	 	�� 
��	��	

F �
	��� ���������� ������ 	� 	�� ����	 �
� 0 −→ V ′ (fδ)δ∈F−→ V
(gδ)δ∈F−→ V ′′ −→ 0$

�	������� + 0��	�� ,� V ′ 	� V ′′ �	� A[Γ]������	�$ 0��	�� f 	� g �	�� ;���������

�����	� 	� 0 −→ V ′ f−→ V
g−→ V ′′ −→ 0 ��	 ����	 	�
��	 	� �
�� ��	 A������	�$

0� ���� ���� δ = (Δ, Σ) �
�� F �	� ����	� ?−→ V ′Σ f/Σ−→ V Σ
g/Σ−→ V ′′Σ −→ 0 �� f/Σ

�� g/Σ ����#�	�� �	��	���!	�	�� �	� �	���������� �	 f 	� g� ���� 	�
��	� 	� �
�� ��	

A[Δ/Σ]������	�� �� ���
 ��	 �
 ����	 0 −→ V ′ f−→ V
g−→ V ′′ −→ 0 	�� ��	 F �
	���

������$
�	������� 1 0��� 0 −→ V ′ f−→ V

g−→ V ′′ −→ 0 ��	 F �����	 	�
��	$ 0� g 
��	�
��	 �	����� s ��� 	�� �� F �������������	� �� ���
 ��	 �	��	 ����	 	�� ��	 F �
	���
������ 
������$
F5�����	� 	 ;����	��	
&
'��� ��
��	 ��	 �	 ����	 	�
��	 ������	��	� �� ��.��� �	��	���!	�	�� �� #����	
�	 N����	���	�L �!��� 8W�:�$
���	 � F 5�����	 	 ;����	��	
& $����	 Gf(K[Γ],F)
�	��	 ������ Γ 	� ��	�� ���� F ⊂ SQ(Γ) � K 	� ���
 �� �������
��&	� <���
V �� V ′ ��	� K[Γ] ������	�$ (	� ���������� ���!
��	� ���� ����!
�	��	� "

• �� [V ]f = [V ′]f �
�� Gf (K[Γ],F) $

• ��� �� 	����	 U ′ �� K[Γ]������	 �	� ��	 �	� �	�� K[Γ]������	� V ⊕U ′ 	� V ′⊕U ′

���� F ��
���	�	�� ��������	�$

• ���� V Σ � V ′Σ 	� �
�� ��	 K[Δ/Σ]����	�� ���� ���� (Δ,Σ) �
�� F .
• �!� (	� �	�� K[Γ]− �����	� V 	� V ′ ���� F ��
���	�	�� ��������	�$

=J



�������	 � ������ Γ 	� ��	�� ��� ����� n,K 	� ���
 �� �������
��&	� <��
��������� ��
 �����
 nièmes �� ��	����� ������������� "

Tf : Gf (K[Γ],F) −→ Hom
(
RF (Γ)⊥⊥,Z

)
[V ]f �−→ Tf ([V ]f) : χ �−→ < χγ, χ >

�
� 	� �
����.�
��$
���	 � F5�����	 	 ;����	��	
& �
��� G⊕ (K[Γ],F)
:�����	 
������	 	� 
������� (��	 $�����	
�	������� - 0��	�� (Δ, Σ) 	� (Δ′, Σ′) �	�� ����������	���$ �� ���
 ������ !���.	��
�
 ��������	 ℘� �� 	� �	��	�	�� ��� �	 �����#����	 Δ 	�� ������ �
�� �	 ����
���
�	��
�	 Σ′ �
�� Γ 	� �	 �����#����	 Δ′ 	�� ������ �
�� �	 ����
���
�	�� �	 Σ �
�� Γ �$	$

(Δ, Σ) �� (Δ′, Σ′) !���.	�� �
 ��������� ℘⇔
⎧⎨⎩

Δ ⊂ NΓ(Σ
′)

��
Δ′ ⊂ NΓ(Σ)

0��� F ��	 �
����	 �	 ����������	���$ �� ���
 ��	 ��	�� ��	 �
����	 !���.
�� �

��������� ℘ �� 	� �	��	�	�� �� ���� �	� ����	��� !���.	��� �	�� � �	��� �
 ���������
℘
��������� / /�	 �
����	F !���.
�� �
 �������	�� ℘ 	�� ���	 �������	� �� 	� �	��	�	��
��� ���� ���� ����������	��� (Δ,Σ) 	� (Δ′,Σ′) �
�� F �	 ����������	�� (Δ ∪Δ′,Σ ∪ Σ′)
	�� �
�� F .
�	������� �0 0��� F ��	 �
����	 !���.
�� �
 ��������� ℘$ �� 
��	��	�
 ��������
�	 �
 �
����	 F � �
 ���� �	���	 �
����	 �������	 ����	�
�� F 	� �� �
 ���	 Fc.
�������	 � ������ Γ 	� ��	�� ��� ����� n� K 	� ���
 �� �������
��&	� <��
��������� ��
 �����
 nièmes �� ��	���� �� F 	�� ������� ������� �� ������� ℘.
������������� "

T⊕ : G⊕ (K[Γ], F) −→ Hom
(
RFc(Γ)

⊥⊥, Z
)

[V ]⊕ �−→ T⊕ ([V ]⊕) : χ �−→ < χV , χ >

�
� 	� �
����.�
��$
���	 � F5�����	 	 ;����	��	
& 	)�
� G0(K[Γ],F)
�������	 ! ���� F = {(Δ,Σ), (Δ′,Σ′), (1, 1)} 	�� ������� ������� �� ������� ℘
�� ����� &	� Σ′ �⊂ Δ �� Σ �⊂ Δ′$ 9��
 ��
 �������
 
	������
 
��� �&	��������
 "

• �$ [V ]f = [V ′]f .

• ��$ (� ���
�� n ∈ N ��� &	� n[V ]⊕ = n[V ′]⊕.

• ���$ [V ]⊕ = [V ′]⊕.

• ��$ [V ]0 = [V ′]0.

=E



�������	 2 ��	
 ��
 �N��
 .����.B
�
 &	� �� �.��B�� I�I� �������������

T0 : G0(K[Γ],F) −→ Hom
(
RF(Γ)⊥⊥, Z

)
[V ]0 �−→ T0([V ]0) : χ �−→ < χV , χ >

�
� 	� �
����.�
��$
�������	 , ������ Γ 	� ��	�� ���� V, V ′ ��	� K[Γ]����	��
 �� 
���

F = {(Δ,Σ), (Δ′,Σ′), (1, 1)}
	�� ������� ������� �� ������� ℘ �� ��	�� ��
 ����	
���
 Σ′ ⊂ Δ� �	 ����� Σ ⊂ Δ′.
9��
 
� �� ��
�

F0 =
{
(Δ,Σ), (Δ′,Σ′), (Δ ∪Δ′,Σ ∪ Σ′), (1, 1)

}
.

��
 �������
 
	������
 
��� �&	��������
 "

• �$ [V ]0 = [V ′]0 ���
 G0(K[Γ],F) $

• ��$ [V ]0 = [V ′]0 ���
 G0(K[Γ],F0) $

• ���$ [V ]f = [V ′]f ���
 Gf (K[Γ],F0) $

�������	 + ��	
 ��
 �N��
 .����.B
�
 &	� �� �.��B�� I�K �� 
� �� 
	���
� ��
��	
 &	� �� ���
 K �������� ��
 �����
 nièmes �� ��	������ ���
 �� ����������� "

T0 : G0 (K[Γ],F) −→ Hom
(
RF0(Γ)

⊥⊥, Z
)

[V ]0 �−→ T0 ([V ]0) : χ �−→ < χV , χ >

�
� 	� �
����.�
��$
 �� 
�
����	

0��� Γ = Cn �	 #����	 ������	 ������	 n$ '��� ���� k ��!��
�� n� �� ����#�	 �
�
Ck �	 �����#����	 �	 Cn ������	 k$ '�����

F0 =
{
(Cppcm(m,m′)Cl′) ∀(Cm, Cl), (Cm′ , Cl′) �
�� F , Cl ⊂ Cl′ ⊂ Cm

}
.

�������	 1 ���� K 	� ���
 ��������� ��
 �����
 nièmes �� ��	����� ������������� "

T0 : G0 (K[Cn],F) −→ Hom(RF0(Cn),Z)

[V ]0 �−→ T0 ([V ]0) : χ �−→ < χV , χ >

�
� 	� �
����.�
��$

=4
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8*: D� ?� 9���
��� =� /� D	���� F��#� 
�� �
�	#���	� �� �����	�� N�
��
�	 �	��
�� �
��	�
���� *E� 0����#	� ,	��
#� J�� 	���$ *AAJ$

8J: 0� ?� 0	��
 �� (� /����� F	��	�	��
����� ��	�� �� .���	 #����� 
�� 
�����
�
��!	 
�#	��
�� 	���	� � " F$ +���
��� ($ H	��� D$D$ 0��L	��� *A9J$

8E: 0� ?� 0	��
� (� /����� C	����� �� �	��	�	��
���� ��	�� O��� 
�����
����� ��
.���	 #����� 
�� ���	��� ,�� *� [��	 ��
����� ����
�� *AA?$

84: 6�5������� (	� �����
��	� �	� ���
����� ���������	��	� �	� ��������� (� C����
�
��������� �� ��	 !
��
��	 KK� (	����	 -��	� �� C
��$ E4A �*A5J� �$>?*�>A5$

8>: 9� ?� �� 5�

� +����������� �� ��	 ��	�� �� �����	� �	��	�	��
������ ;�#	�
��
�� ]���	�� KK� (	����	 -��	� �� C
��$ E4J� �*A5E�� �$*=E � J4?

89: 9� 7����� /����� N����	���	�L #����� �� ���	�� �� �	��������	 
�#	��
� �
M�
��$ ;�	�$ 0��$ **J� !�� J� �*A94�� �$E44�E>>$

85: ,%6 ���� F	����	��
����� ����
��	� �	� #����	� .���� 1	��
��� '
���� *A5*$

8=: 8W�: 5�� >���� N����	� �	 N����	���	�L 
������� � �	� ����������	��� ����
#����	 .��� ����	� �*AA9�$

@ ���	� W�����
/$2$F C
����
����	� 	� K�����
����	

/��!	����� H���	
�� K
E>*� ����� �	 �
 (����
����

EE4?> M
�	��	 +	�	�� 2F;-+6
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������� ��� �(	���<�	 7���� 	� =	��	� ���������
�	��	�> �;;.�

'
��� �
 ��	��
��	 �	  	��	� �
����
����	��	� ����	��	� 
� ������ *= ��� ���
����� 
� ��	������
��	 ��������� ��� ��
�	 $

+� ��
 ����
�
 &	����������
 �	 &	�
���������
@
�� �	� *= �����	� �	 �	��	���	 ���� ���� �
���	 �	�  	��	� �
����
����	��	��

�� �	�� �����
�����	� ��	 �����
��
��	 �	 ������
��	� 	� ��	 �	��
��	 �	 ������
���
�����	�� 7 �
��� �	��� �
����� �	 ����	� �	 ����!	 �� ��	�� �	 �	��	�$

/�	 ����	 ������ ��	���	 	��	� ��� �� 
 �
������� � �	� ���#��� 	�  ��� �����
��
��	 ���������� �	 �	��	� ������	��	 � J?e 7 ��	�G	  	��	� �
����
����	��	� �	
�	��	�� �������
��	� �
�� �
 ������
��� �
����
����	 	� �	�� �	��	�� ��	 �	��

 �	� 	B	�� ��#
���� �
�� �	�� ��!	����	�	�� �	 �
����
����	��	� ��	 �	��	 
�
�����
��	 ��	 �	� 	B	�� ���� ��������$

"� ��
 ����
�
 &	���������
 �	 &	�
���������
6��	� ��� 
������� �
 ����	 ���	�� 	� �
 #	�����	��	 #����
�	� ��
���
��	 �����	�

���� ���
�����	 	� ��
�	��	��	 	� �
 ����	 ��#
���
���� �� �����$
6��	� ��� 
��� ��� �	��	�	�� �	 �	����!	� 	���	  	��	� 	� ���!��� ���	� �	�

����
��� �
�� 	����	 !��� �	� �
����
����	��	� 

�� ������ 	� �
��	� ��
� �	��	�	��
��� �	 ��
� ���	�	�� %����	������	�&� 
!	� �	� �
����
����	��	� �	 ���� V#	� 	� �	
�	�����
����� ��!	��	�$

6��	� ��� 
������� �
 !
����� �	� �� 	�� 	������� �
����
����	� 	� ������	��� �

��������������
���� �
�� �	� �
����
����	�� �
 ��
���� 	� ��������� �	� 	������$

6�.� 	��	� ��� ��� 	�������
���	� �
� �	� 	������ ��� �	� �	�!�	� �	� �
����
�
����	��	� ��������	�$

,���� ��
���	 �
�� ��	���	� �������	� ����� ���� 	��
	���� �	 �	��� �����	 	�
*AA=� " �	� 	������ �	�  	��	� �
����
����	��	� ��
�	�� ���� ������� ���� ��
�#��
	� ���!	�� ��<���	� � �����	���	 7 ��  
!
�� ���� ��	������ 	� �
�
����	 $ (	 �	���
����
��� 
� ���
� �	� �
�������	� 
�� ��
�������	� �
�� �	 �	���� �	#�� 	� � �����!	��
����� ��
�� ���� �����$

6�.�� 	��	� 
��
�	�� 
��� �	� �
��	� ���� �������	��	�� �� �� 	��	� 	� ������
���� �!��	� �
 ����	����� ��� �	 ��	��	�  ���� ����� �	 �	������ 	� �
�
����	 	� ����
�	 �	��� ���� ��
��	 	����� 7 	��	� ��##��	�� ��	 ���� ��#
���	 �	� 	������ ����
#����
�� 	� �	������ �
�
����	�� ��	 ���� �	�
��	 ��	 ����	��
���� ���� 
���	 ��
���
��	 �	 �	��	���	 	� �	 ��������� �	 ������	 �
��	 
.� ��
!��� ��	 ���	 ���� ������	
�	� ���
��	� �	 ��
!
�� �	�  	��	� �
����
����	��	�$
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