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Editorial

Ce supplément au numéro 3 de la revue femmmes & math est consacré entiérement
au compte-rendu du second forum des jeunes mathématiciennes organisé a Paris a
I’'HP le 31 janvier 1997. Le forum 1997 était couplé avec I'anniversaire des 10 ans
de I’Association femmes & mathématiques, qui a été marqué notamment par la jour-
née Des femmes dans les mathématiques contemporaines consacrée aux travaux de
quatre pionniéres, Yvonne Choquet-Bruhat, Jacqueline Ferrand, Paulette Libermann
et Marie-Héléne Schwartz. Nous publierons le compte-rendu de cette journée ultérieu-
rement.

L’organisation du Forum des jeunes mathématiciennes est motivée par une double
conviction : il y a dans notre pays de nombreuses jeunes mathématiciennes talen-
tueuses et enthousiastes, et, paradoxalement, les difficultés rencontrées par les jeunes
mathématiciennes a s’insérer dans le milien mathématique sont toujours la. Les sta-
tistiques sont inquiétantes : alors que la proportion actuelle de maitres de conférences
femmes en mathématiques est autour de 25 %, leur taux de recrutement ces derniéres
années est tombé & environ 17 %, a I'Université comme au CNRS. On risque donc de
s’acheminer vers une baisse de la proportion des femmes présentes dans I’enseignement
supérieur et la recherche en mathématiques.

Face a ce danger, notre réponse est la suivante : rendre plus visibles et mieux
faire connaitre les contributions des femmes aux mathématiques, encourager les jeunes
mathématiciennes a avoir confiance en elles-mémes et & se sentir chez elles dans la
communauté mathématique.

Ce deuxiéme forum des jeunes mathématiciennes a répondu a notre attente : une
quarantaine de participantes, une vingtaine d’exposés, de nombreux débats, discus-
sions et prises de contact. Jeunesse, fraicheur, décontraction, amour des mathéma-
tiques, plaisir de les comprendre et de les communiquer furent les traits marquants
de cette rencontre. Un point faible souligné lors du premier forum a été rectifié : les
mathématiciennes plus expérimentées ont été plus nombreuses.

Nous souhaitons remercier les formations doctorales qui ont dans de nombreux cas
pris en charge le déplacement des jeunes mathématiciennes pour leur participation au
forum.

Merci surtout aux participantes, a celles qui ont exposé puis rédigé et a celles qui
les ont écoutées.

Colette Guillopé, Marie-Frangoise Roy






Branches continues de solutions
pour un systéme élliptique et algébrique

Cristelle Barillon

Nous nous intéressons au systéme couplé d’équations elliptique et algébrique sui-

vant :
Fu) — a(u; —uy) =0, (1)

Aus — aug —uy) =0, (2)

modélisant un probléme d’explosion thermique dans un milieu hétérogéne (voir par
exemple 2], [3]). Dans ces équations, uy et ug sont les températures de deux phases (us
phase gazeuse, et u; phase particulaire dans laquelle a lieu une réaction exothermique
par exemple), la non-linéarité F' caractérise le taux de production de chaleur, et le
paramétre positif « le taux d’échange de chaleur entre les deux phases. On considére
ce probléme dans un domaine €2 borné assez régulier (de classe CH+9) par exemple, ol
0 < é < 1) de R™. La condition sur la frontiére est la condition de Dirichlet pour us :

uy oo =0 (3)

La non-linéarité F(u) est supposée réguliére (C9)) et positive lorsque u est non-
négatif. Le domaine () est de plus supposé étoilé, c’est-a-dire qu’il existe un point xg
a Tintérieur de Q tel qu’a partir de zg, on peut atteindre chacun des points de Q par
un seul segment entiérement inclus dans 2. On peut alors introduire une famille de
domaines €7, obtenus par dilatation d’'un domaine fixe €2, de telle sorte que si L1 < Lo
alors Q0 C Qp,.L représente la taille du domaine considéré.

La question essentielle de la théorie de 1’explosion thermique est de trouver des
conditions critiques d’existence et de stabilité des solutions qui dépendent des para-
meétres du probléme, et en particulier, de la taille du domaine.

dans [2], [3] ce probléme a été étudié pour une dimension d’espace et pour une forme
particuliére de la non-linéarité F'(u) = exp(u) . Par ailleurs, on pourra trouver certains
résultats sur les systémes couplés d’équations différentielles et algébriques dans [4] et
les références de cet article.

Dans cet exposé, je parlerai des résultats obtenus en collaboration avec Vitaly
Volpert, mon directeur de theése, a I’Université Claude Bernard, Lyon 1. La partie
physique a été discutée avec G.M. Makhviladze, University of Central Lancashire. Le
premier outil dont nous avons besoin, concerne les bornes des solutions classiques. En
effet, si on exprime uy en fonction de u; et qu’on le substitue dans (2), on obtient un
probléme qui peut étre dégénéré. D’autre part, si 'on exprime u; en fonction de us,
on obtient une non-linéarité qui peut étre multi-variée. Le théoréme suivant concerne
les bornes et la régularité pour les solutions classiques de (1)-(3).



Theoréme 1 Supposons que :
F(u]) =ou, Flu) <au, v§ <u<uj, F'(u) <o, uf <up <uj

et F'(uf) = ov. Supposons aussi que F"(u}) # 0 et que la fonction inverse de uy—=F(uy)
est de Holder dans Uintervalle [ul, u*].

Siu = (uy,usg) est une solution du probléme (1)-(3) telle que uy soit borné presque
partout et uy appartienne ¢ L*(Q) , alors on a en fait les bornes suivantes pour u; dans
Q:

uy < @) <o

et les résultats de régularité suivants :
uy(z) € CH(Q), uy () € CO(Q)

pour un certain 0 > 0. De plus, [’ensemble des points de ) ot uy(x) = uf est de mesure
de Hausdorff nulle.

En plus d’une régularité assez forte pour les solutions, la derniére assertion du
théoréme précise que le probléme sera dégénéré au plus sur un ensemble de mesure
nulle.

Le second outil dont nous allons avoir besoin est le théoréme de comparaison pour
les systémes semi-linéaires paraboliques dégénérés :

Théoréme 2 On considére le probléeme suivant :

2—1: = aAu + ®(u) dans 2, (4)
ot u = (uy,...,Uy) et a est une matrice diagonale constante avec a; = 0,i = 1.k, k <
m et a; > 0,1 = k+ 1.m. La condition aux limites est celle de Dirichlet pour les
(m — k — 1) derniéres composantes de u. On se donne aussi une condition initiale
u(z,0) = f(z) , v € Q. On fait les hypotheses suivantes de régularité sur la non-
linéarité : @ est de classe C' sur R, ®'(u) est irréductible pour tout u, et ses élements
non-diagonaur sont positifs.

On note u(z,t, f) la solution de ce probléme associée & la condition initiale f. Si
fi(z) > fa(x) dans Q, alors u(x,t, f1) > u(x,t, f2) dans Q et pour tous temps positifs.

Attachons-nous a présent, a la stabilité des solutions. Pour énoncer le théoréme
principal sur ce sujet, nous avons d’abord besoin de certaines notations. Considérer le
probléme (1)-(3) dans un domaine 2, est équivalent au probléme renormalisé dans un
domaine fixe € :

F(u1) — a(ug —ug) = 0 dans Q (5)

Aug + L?F (uy) = 0 dans Q (6)



Ualgn = 0. (7)

On notera alors pour L fixé, w,,(L) le maximum dans 2 de la premiére composante
wy,1 d’'une solution wy, = (w1, wr2) au probléme (5)-(7) (nous n’excluons pas ici la
possibilité qu’il puisse y avoir plusieurs solutions). Peut-on alors définir la fonction
L(wy,)? C’est Pobjet du théoréme suivant concernant la premiére branche continue et
croissante de solutions :

Théoréme 3 La fonction L(wy,) est bien définie (i.e. uni-valuée) et croissante sur un
intervalle [u?, ] (U, < u}) ot Uy est un argument de maximum pour L(w,,).

De plus, les solutions du probleme sur cette branche sont stables.

L’idée de la preuve repose sur la théorie du degré topologique (voir par exemple
[1]). Si I'on désigne par Ay I'operateur agissant de C®)(Q) x CSQM) (Q) a valeurs dans
CP(Q) x C¥(Q) qui correspond au premier membre des équations (5)-(7), alors on
montre que 'on peut définir le degré topologique pour cet opérateur. Pour L = 0 ce
degré est égal a 1; en effet, il existe une unique solution wy = (u?,0) correspondant
a L = 0 dans un certain borné G de C®(Q) x C’éQ+5) (Q) contenant wy. D’une part,
grace & l'invariance par homotopie, ce degré reste constant dans G pour tout L fini
tel qu’il n’y ait pas de solution au probléme sur la frontiére de cet ensemble. D’autre
part, on peut démontrer qu’il existe une section du plan (w,,, L) contenant le point
(u?,0), telle que le spectre de 'opérateur Ay linéarisé autour d’une solution dont la
premiére composante n’excéde pas un certain u;, est entiérement inclus dans le demi-
plan gauche. On obtient donc que 'index de chaque solution (i.e. le degré topologique
calculé sur un trés petit voisinage) correspondant a cette section est égal a 1. Le degré
étant la somme des index, on a le premier résultat : I'unicité des solutions qui donne
que la courbe L(w,,) est bien définie dans une section du plan (w,,, L). Au passage,
on obtient aussi la stabilité de ces solutions. Ensuite, pour montrer que cette branche
est croissante, on va se servir du théoréme de comparaison.

Supposons alors que nous ne sommes pas sur une branche croissante. Dans ce cas,
il existe wy,,, et wy, solutions correspondant respectivement aux domaines €2y, et Q,,
avec Ly < Ly et wy,(L1) > wy,(Ls2). On décroit continuement la taille du domaine de
Ly 4 0. 11 existe alors Lx tel que wy 1+ (9) = wy 1, (¥9) en un point zy du domaine et
wy () < wy ,(x) partout ailleurs. On considére le probléme parabolique dans Qp,
associé au probléme (1)-(3). On choisit comme condition initiale la fonction f(z) =
(fi(z), fo(2)) avec fi(z) = uf et fo(z) = 0 dans Q, /Qp~, fi(z) = wi - (2) et fo(z) =
wy () dans Qp«. La solution du probléme parabolique avec cette condition initiale
est strictement croissante en temps et converge vers une solution stationnaire qui
est nécessairement wy, par 'unicité. On a donc une contradiction avec le théoréme de
comparaison. Pour finir, on montre que tous les points de la courbe L (w,,) appartenant
a la branche croissante issue de (u!, 0) correspondent & des solutions asymptotiquement
stables. Ceci prouve que ’on atteint bien un maximum local en un certain u; et achéve
la démonstration.
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Contractions d’algébre de Lie
et torsion de Nijenhuis

Naima Bedjaoui

Les contractions d’algébres de Lie définies par Inona et Wigner [2| ont été géné-
ralisées par Saletan [7]. Nous rappelons les définitions, étudions quelques exemples
et montrons que, sous la condition “torsion de Nijenhuis nulle”, crochet contracté et
crochet déformé sont identiques. Enfin, nous nous intéressons a la compatibilité des
crochets contracté et initial.

Des contractions de type plus général ont été envisagées par d’autres auteurs ré-
cemment, entre autres Rainer [6] en 1995, sous le nom de transition.

Definition 1 Soit S un espace vectoriel et GO = (S,[, ]) une algébre de Lie
d’espace sous-jacent S. Pour A € [0, 1], on designe par Uy : S — S une famille
continue d’endomorphismes, inversibles si et seulement si A # 0. Si A €] 0, 1], on peut
définir une algébre de Lie (S, |, |x) isomorphe & GO, par.

vx7y € Sv [Ji,y])\ = U)Tl ([U)\(Q?),U)\(y)]) (1)

Si la limite de [z, y]) quand X tend vers 0 existe, on la note [z,y]"M. Muni de [, |V, S
est alors une algébre de Lie notée GV, en général non isomorphe & GO et appelée
contraction ou contractée de G,

Soit G = s(2,C) muni de la base B = {ey, ey, e3} telle que

(01 (00 /10
“a=\opo )2 {10/)3 Lo 21

alors [61, 62] = €3, [61, 63] = —261, [62, 63] = 262.
Exemple 1 On considére la famille d’endomorphismes, pour A € [0, 1],

1+X 0 O
Uy = 0 X o0 |,
0 0 A
[61, 62})\ = (1 + )\)63, [61,63]>\ = —2)\61, [62,63]/\ = 2)\62,

dott [er, es]™ = e, [e1, e3]M =0, [eg, €3] = 0, et G = (S, [, ) est donc 'algébre
de Heisenberg.
Exemple 2 Prenons pour famille d’endomorphismes, pour A € [0, 1],

1+X 0 0
Vi = 0 X0
0 0 A
alors
[61, 62])\ = )\(1 + )\)63, [61, 63])\ = —2)\61, [62, 63])\ = 2)\62
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[61762](1) = [61, 63](1) = [62763](1) =0

L’algébre contractée G est commutative.
Exemple 3 Prenons enfin la famine, pour A € [0, 1],

I+X 0 O
Wy = 0 X 0
0 0 X

1+ A
A

et limy_, [e1, €2], n’existe pas. Dans ce cas, la contraction de GO nexiste pas.

Remarquons que dans les trois cas, la limite de la famille d’endomorphismes quand
A tend vers 0 est la méme, ce qui montre que I'existence de la contraction ainsi que
'algébre contractée (si elle existe) dépendent de la famille Uy d’endomorphismes choisie
et pas seulement de limy_.o U,.

[6’1, 62},\ = €3

Definition 2 Nous appellerons contractions de Saletan |7], les contractions corres-
pondant aux endomorphismes U, qui s’écrivent Uy = Al +u ol u est un endomorphisme
de S singulier. Si le crochet contracté [, |V existe, on dit alors que u contracte G(®
et que [, ] est le crochet contracté de [, | par w.

Proposition Pour tout endomorphisme u de S, il existe un entier naturel non nul
q, appelé indice de Riesz ou indice de longueur de chaine, tel que :

SoOImu>dImu’>...D Imu! = Imu?tt = ...
0C KeruC Keru? c ... c Keru? = Keru?™' = ...

Remarque Le cas étudié par Inonii et Wigner dans [2| est celui on Uy = A + u,
et u est d’indice de Riesz ¢ =1 .

On pose alors Imu? = Sg, Ker u? = Sy et 'on a la décomposition de Fitting [1]
[5] S = Sk @ Sy. Pour tout x € S, on désigne par xg la projection de x sur Sg et par
xn la projection de x sur Sy. Nous nous proposons de montrer, par une méthode qui
évite les calculs assez complexes de |7], le théoréme suivant.

Théoréme 1 Une condition nécessaire et suffisante pour que le crochet contracté
[, ] existe est

Va,y € S, u’[x,yly — ulux, y|n — ulz, uyly + [uz, uy|y =0 (2)
Sous cette condition, Uexpression de [ ]{1) est donnée par
Va,y € S, [z, 9" = u M uz, uylr — ulz, yly + [uz, yln + [7, uyly (3)



Démonstration. Nous introduisons la torsion de Nijenhuis de w,T'(u) : S x S — S
definie sur (Sa [ ’ ]) par : T(U)(Q?, y) = [’UJZ, 'Lb’y] o U{Ul’,y] o U[.T, uy] + u2[:z:, y}
Remarquons tout d’abord que, VA € R, Vz,y € S,

T(u)(z,y) = (M +u)x, M +w)y] = (M +w)(Az, y] + [uz, y] + [z, uy] — ufz,y]) (4)

ce qui implique, lorsque A\l 4 wu est inversible,

(M +u) "M +w)z, (M +u)y] = Ao, yl+[uz, y)+[z, uy] —ulz, y]+ M +u) (T (u)(2,y)).
(5)

La démonstration utilise le lemme suivant.
Lemme. Pour tout x € S, ta projection de l'image par uw de x sur Sy (resp. Sg)

est égale a l'image par u de la projection de x sur Sy (resp, Sg), ¢’est-a-dire

Vo € S,u(ry) = (u(@))n et u(rgr) = (u())r

Pour la famille Uy = A\ + u, la contraction existe si et seulement si :

limy oA+ u) 7 [(M + u)z, (A + u)y] existe. D’aprés (5), cette limite existe si et
seulement si : limy_,o(A + u) (T (u)(z,y)) existe.

D’aprés le lemme, cette condition est équivalente a la relation (2). D’autre part,
d’aprés la définition et la relation (5),

Va,y €8, [z, 9" = [uz, y] + [, uy] — ulz, y] + (T (w)(z,y)r (6)

car T'(u)(x,y) € Sg. D’aprés la relation (4),

[z, y]Y = [uz, y] + [z, uy] — ulz,y] + v ([uz, uy]gr — uluz, y|r — ulz, uy|r + vz, y]R)
= [ux,y] + [z, uy] — ulz, y] + v uz, uylr — [uz, y|r — v, uylr + ulz, y|r
- [U{L‘,y]]\[ + [xvuy]N - U[[E,y]N + uil[uzmuy]R

ce qui démontre la relation (3).

Definition 3 (S, , |) étant une algébre de Lie et u un endomorphisme de S, on
note |, |* le crochet défini par Vx,y € S, [z, y|" = [uzx,y| + [z, uy] — ul[z,y] appelé, par
abus de langage, crochet déformé de [, | par u [5].

[’équation (3) montre que crochet contracté et crochet déformé ont méme projec-
tion sur Sy. En effet,
o,y € S, [2,9)N = [uz, yly + [z, uyly — ulz, yln
= ([uz,y] + [z, uy] — ulz, y])n = ([z,y]")



De plus, I’équation (6), expression du crochet contracté en fonction de la torsion de
Nijenhuis, montre de fagon triviale que sous la condition T'(u) = 0, condition suffisante
pour l'existence des crochets déformé et contracté, on a Va,y € S, [z, y]V) = [z, y]“
Le crochet initial [, ] et le crochet contracté [, ](V) sont-ils compatibles, c’est-a-dire
leur somme est-elle aussi un crochet de Lie?
Pour tous x,y éléments de S, et tout ¢ élément de R, on pose : [z, y|u) = [z, y] +
tla,y]

[x ](t)+ 2 [z, yle } [% [Z7I](t)](t)
=t([z,u 1T( )( ,2)] + [z um T (u )( )| + [y, u ' T(u)(2,2)]
+u N (T (u)(, [y, 2]) +u (T (u)(z, [z, ]))+U*1(T(u)(y, 2,2])))

Cette égalité montre que sous la condition T(u) = 0, I'identité de Jacobi est vérifiée
pour [ , ], donc [, ] et [, ]@ sont compatibles. On retrouve le résultat énoncé
dans [3], selon lequel crochet initial et crochet déformé sont compatibles car sous la
condition T'(u) = 0, crochet contracté et crochet déformé sont égaux.

D’une maniére plus générale, nous montrons le

Théoréme 2 Sous la condition nécessaire et suffisante de contractibilité, crochet

contracté et crochet déformé sont compatibles si et seulement siu™'T(u) est un cocycle
de lalgébre de Lie (S,[, |).
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Polyn6mes de Bernstein génériques et relatifs
associés a une application analytique

Héténe Biosca

Cet exposé aborde essentiellement les deux thémes suivants :

- les Singularités (et plus précisément la théorie de 'équisingularité, via la constance
d’invariants topologiques associés a une déformation);

- les D-modules (notamment par la connaissance de variétés caractéristiques).

Nous nous proposons de relier ces deux sujets, a I'aide de la notion de polynome
de Bernstein associé a une déformation. Ce concept a été introduit en 1972 par I.N.
Bernstein afin de prolonger certaines distributions. Rappelons-en sa définition.

On appelle polynéome de Bernstein associé a la fonction analytique F': C* — C
le polynéme unitaire minimal non nul b(s) € Cls] réalisant une équation fonction-
nelle du type b(s)F* € D[s]F**!, o D est 'anneau des opérateurs différentiels a
coefficients analytiques et ot F*® désigne la puissance (formelle) s-iéme de F.

L’existence d’un tel polynome a été établie par Bernstein et Kashiwara, puis
Malgrange ([10]) et Kashiwara ([5]) lui ont donné ses “lettres de noblesse” dans la
théorie des singularités , établissant un lien trés étroit entre les racines de b(s) et
les valeurs propres de la monodromie agissant sur les groupes de cohomologie de la
fibre de Milnor.

Par la suite, l'existence des polyndémes de Bernstein a été géneralisée au cadre
d’une application analytique (Fi,...,F,) : C* — CP, i.e. il existe B(sy,...,s,) €
Cls1y-- -5 sp)\{0} tel que

B(s)F} - Fyr € DIs|Fy - Eth, (s = (s1,....5,)

Dans [9], C. Sabbah décrit de plus le lieu des zéros d’un tel polynome et en donne
une interprétation geométrique.

La-encore, ce concept se révéle intéressant, tant dans la théorie des distributions
(cf. le comportement asymptotique de certaines intégrales oscillantes, [1]), que dans
la théorie des singularités (cf. les cycles évanescents iterés, |9]).

Il est naturel de considérer une version relative de ces polynomes. Introduisons
tout d’abord quelques notations. Soient X (resp. Y) un voisinage de 0 dans C"
(resp. C*¥) et 7 : X x Y — Y la projection canonique. On notera z = (x1,...,2,)

d d d

et y = (y1,...,¥x) les coordonnées sur X et Y, puis - = (55,...,55) et d% =
(g i

FPRRRER dyk) les dérivations correspondantes. On considére (Fi, ..., F),) une appli-

cation analytique sur X XY, deformation a k paramétres de I'application (fi,..., f,)
définie sur X, au sens “Fj;(z,0) = f;(z)”.
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Définition. Un polynome de Bernstein relatif(a 7) associé a la déformation (Fi, ..., F))
est un élément B, (s) € C[s]\{0} tel que

s Sp s1+1 sp+1
B’r‘el( )F b F € Drel[ ]F ! Fp

oll D, est le sous-anneau de D constitué des opérateurs différentiels indépendants
des dérivations par rapport aux parameétres y, i.e. Dy = C{z,y} < - >.

Un polyndome de Bernstein générique associé a (F,. .., F,) est un element Byen(s) €
C[s]\{0} pour lequel il existe h € C{y}\{0} tel que

h<y)Bg<’n( )FSl ' ng € Drel[ ]FSH_l F;p+1.

Si 'existence des polynomes de Bernstein (absolus) est, comme on I’a rappelé,
toujours assurée, la situation est tout autre pour les polynémes de Bernstein rela-
tifs et génériques, ce qui nécessite d’introduire des hypothéses sur la déformation
(F1,...,F,). Pour p = 1, un certain nombre de résultats dans cette direction ont
été établis dans 6] et |[7] : notamment l'existence du polynéme de Bernstein relatif
de F' a été caractérisée a 'aide d’une condition géométrique (dite de “non- caracte-
risticité”) portant sur Wp, le conormal relatif de F, ou en termes de constance du
nombre de Milnor p si F' est une déformation d’hypersurfaces a singularité isolée.
Notre but est d’étudier cette version relative des polyndémes de Bernstein dans le
cadre général p > 1 (cf. [3], [4]).

Les méthodes employées relévent a la fois de la théorie des D-modules et de celle
de I'équisingularité : concernant les D-modules, la pierre angulaire est la connais-
sance de la variété caractéristique du D[s]-module D[s|F}* - - - F},?, laquelle coincide
([5]) avec le sous-espace analytique de T*(X x Y') x C? égal a

Wiy = (= y,Z)\ldﬂ,)\lFl,...,Aprt), (A, -+, \p) € CP}
1=1
Concernant I’équisingularité, on utilise la caractérisation par les relations de dépen-
dance intégrale de la constance du nombre de Milnor i ou de celle, plus forte, de la
suite p* formée des nombres de Milnor de toutes les sections planes génériques (cf.
[12], [13]). Nous montrons alors :

Théoréme 1 Soit (fi,....fp) : (C*o) = (Cy) un germe analytique définissant
une intersection complete a singularité isolée et soit une déformation analytique
(Fl, - ,Fp) : ((Cn+170) — (C70>.

Sl existe un ouvert de Zariski dense de l'espace des (n — p)-uplets de formes
linéaires définies sur m=(0) tel que V(l1,...,l,—,) dans cet ouvert, Uapplication
(Fi,....F,, bi,... 1) admet un polynome de Bernstein relatif, alors la défor-
mation (Fi,...,F,) est & p*-constant le long de la courbe lisse {0} x C C C* x C.
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Pour p = 1, nous obtenons une entiére caractérisation de la constance de p*
en termes d’existence de polynémes de Bernstein relatifs, mais aussi en termes de
“non-caractéristicité” :

Proposition 1 Soit F': (C"* o) — (Cp) une déformation analytique d’un germe
d’hypersurface & singularité isolée. Il y a équivalence entre :
(1) L’hypersurface 7=(0) est non caractéristique pour l’espace Wi

(Fyx1,eyTn—1)’ pour

n — 1 formes linéaires génériques (x1,...,x,_1) définies sur m1(0) .
(2) L’application (F,xy,...,x,-1) admet un polynéme de Bernstein relatif, pour

n — 1 formes linéaires génériques (x1,...,x,_1) définies sur m—1(0) .

(8) La déformation F est a u*-constant le long de {0} x C.
La condition (1) stipule, par définition, que
W(ii,ml,...,zn,l) N ( 10 (X X Y) x {OC"}> C Tl uyy (X xY) x {0cn },
ce qui revient a “écarter une direction” dans Wf;zl )"

Dans le cas particulier de deux variables, mais sans hypothése de singularité
isolée, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 2 Les propriétés suivantes sont équivalentes (n =2 et k=1) :

(1) L’hypersurface 7=*(0) est non caractéristique pour W(ih_”Fp).

(2) L’application (Fi, ..., F,) admet un polynome de Bernstein relatif.

(S) L’application (F,..., F,) est une déformation équisinguliere de (f1,..., f,)
le long d’une section de la projection .

La condition (3) signifie, par définition, que la fonction réduite sous-jacente a F} - - - F,
est une déformation équisinguliére de la fonction réduite sous-jacente & fi - - - f,, oi
la derniére notion d’équisingularité est “canonique” (car n = 2) : ¢’est “au choix” la
constance du nombre de Milnor, la constance de p*, ou I'existence d’une résolution
simultanée forte des singularités de la déformation ([13]).

Enfin, voici un théoréme d’existence concernant les polynémes de Bernstein gé-
nériques ([2]) :

Théoréme 2 Soit (F,. .., F,) une déformation analytique a k paramétres de (fi,. .., fp)
. Elle admet un polynéme de Bernstein générique dans les trois situations suivantes :
(1) Un paramétre i.e. k = 1.
(2) Singularité isolée : on suppose que toutes les sous-familtes d applications de
(fi,-.., fp) définissent des intersections complétes o singularité isolée.
(2) Cadre (semi)-polynomial ; on suppose que F; € C{y}[z] pourl=1...p.

La propriété (1), resp. (2), généralise un résultat de |2], resp. |6], qui concerne le
cas p = 1.
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Calcul fonctionnel harmonique dans une x-a.l.m.c compléte
et dans une x-a.b.m.c compléte

Lamida Bourass

Introduction

Considérons une algébre de Banach A munie d’une involution continue. On
cherche & donner un sens a f(z) ou = est un élément de A et f une fonction harmo-
nique sur un ouvert {2 de C contenant le spectre Spaz a valeurs dans A. Dans [1],
A. El Kinani a défini un calcul fonctionnel harmonique en proposant la définition
suivante :
Définition 1 Soient A une algébre de Banach unitaire involutive, € un ouvert
de C,zg € Q tels que D(z9, R) C Q,(R > 0) . Soit x un élement de A avec
Spax C D(zo, R) . Pour tout f dans h(), A), ’élément f(x) est donné par la formule
wntégrale de Poisson :

1 17 ldz|
f(z) = 5 /|z—20:R f()Re [(z + 2z — 22) (z — 2) '] B
(h(Q2, A) designe lespace des fonctions harmoniques sur 2 & valeurs dans A).
Cette définition s’étend a des classes d’algébres plus générales, notamment les
limites inductives d’algeébres de Banach involutives (algébres bornologiques locale-
ment multiplicativement convexes complétes involutives au sens de [5], en abrégé
*-a.b.m.c. complétes) et les limites projectives d’algébres de Banach involutives (al-
gébres localement multiplicativement convexes complétes involutives au sens de [6],
en abrégé x-a.l.m.c. complétes). Nous obtenons les résultats suivants :

Calcul fonctionnel harmonique dans une x-a.b.m.c. compléte

Soit A une x-a.b.m.c. compléte, on écrit A = lim_, (A;, [j;,I) ot (A;),.; est
systeme inductif filtrant croissant d’algébres de Banach involutives unitaires et I;;
est l'injection canonique involutive définie de A; dans A; quand 7 > j. Soit fji
I'injection canonique de (2, A;) dans h(€2, A;) . Le systéme (h(Q,Ai) ,Iﬂ,l> est
inductif ;on définit alors I'espace des fonctions harmoniques sur €2 a valeurs dans A,
noté h(Q2,.A) , la limite inductive algeébrique et bornologique des espaces h(£2, A;).
Théoréme 1 Soient A une x-a.b.m.c. unitaire et compléte et @ un ouvert de C. Il
existe une unique application x — O, et une seule qui associe a toul elément x de
A, dont le spectre est contenu dans S, un morphisme unitaire borné ®, de h(£2, .A)

dans A défini par :

Q. h(QA) — A
1 |dz|

fr— flz) = o /_ |:Rf(z)%e [(z +x—22) (2 — m)’l] =
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Le “spectral mapping theorem”
Definition 2 Soit A une algébre munie d’une involution x. On dit que A est her-
mitienne si Spah CR, Vhe H(A) (HA)={he A:h*=h} ).

Pour les éléments normaux (un élément x est dit normal si x2* = z*x) d’une
algébre bornologique stellaire non commutative, le “spectral mapping theorem” est
vrai pour les fonctions harmoniques car ces derniéres sont continues [5]. Il est aussi
vrai pour les élements normaux d’une x-a.b.m.c. compléte et hermitienne et on a la
proposition suivante :

Proposition 1 Soient A une x-a.b.m.c. unitaire compléte et hermitienne, zy € €

tel que D(zo, R) C Q, x un élément normal dont le spectre est contenu dans D(zy, R)
et f € h(Q) . Alors Spa f(z) = f(Spa z) .
Extensions des résultats de Ky Fan [3]

Dans la suite, | . | désigne la fonction de Ptak définie par : |z = pa(z2*)z, Vo € A
ou py () est le rayon spectral de z. On s’intéressera aux classes des fonctions
suivantes :

B(D) = {f € HD),[f(2)| <1,Vz € D}

P(D)={g€ HD), Reg(z)>0,Vzec D}
ou D={zeC : |z| <1}

Proposition 2(Analogue du théoréme de Ky Fan) Soient A une x-a.b.m.c. unitaire
compléte et hermitienne, v € A tel que |x| < 1. Alors on a les deuz assertions
suivantes :

1.VfeBD), |f(x)] <1
2.Vg € P(D) , Reg(x) > 0.

Proposition 3 (Analogue du théoréme de Von Neumann) Soient A une *-a.b.m.c.
unitaire compléte et hermitienne, x un élément de A tel que |z| < 1, f une fonction
holomorphe au voisinage du disque unité fermé D. Si |f(2)] < 1 pour tout z € D
alors |f(z)| < 1.

Proposition 4 (Analogue du lemme de Schwarz) Soient A une *-a.b.m.c. unitaire

compléte et hermitienne, x un élément de A tel que |x| < 1. Soient f,g et h dans
H(D) tels que f = g.h avec |h(z)| < 1,Vz € D. Alors

9(@)"g(x) = f(2)" f(x) (1)

l9(x)| = | f ()] (2)

Dans (1) linégalité est stricte, si et seutement si, g(x)*g(xz) > 0 et h n’est pas une
constante. L’inégalité (2) devient une égalité, si et seulement si, soit g(x) € Rad(.A)
, soit g(x) est une constante.

On remarque que la premiére assertion de ’extension du théoréme de Ky Fan
est un cas particulier du lemme de Schwarz, c’est-a-dire, le cas ou g est égal a 1.
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Calcul fonctionnel harmonique dans une *-a.l.m.c. compléte

Soit A une %-a.l.m.c. unitaire compléte, en utilisant les notations et la décompo-
sition de A. E. Michael dans [6], on écrit A = lim, (Ai,ﬁij, I) ol Hij et [, sont
respectivement les morphismes de transitions de A dans A; et de A; dans A; quand
j > 1. Soient €2 un ouvert de C et f une fonction de deux variables réelles x et y. On
dit que f est harmonique si elle est deux fois continiiment différentiable et satisfait
a la condition suivante : o o
On designe par h(§2, A) Pensemble des fonctions harmoniques sur €2 & valeurs dans
A. 11 est clair que _h(Q,.,i) muni des opérations habituelles est un espace vectoriel
complexe. Soient []; et Hij respectivement les morphismes canoniques de h(£2,.A)
dans h(2, A;) et de h(£2, A;) dans (2, A;) quand j > i. Le systéme (h(€2, Ai),ﬁij, I)
est un systéme projectif ayant pour limite A(Q,.A) . On munit 'espace h(Q, A) de
la topologie limite projective.
Définition 2 Soient A une x-a.l.m.c. unitaire complete, zo € Q et R > 0 tels que
D(z9, R) soit contenue dans ). Soit x dans A dont le spectre Spax est contenu dans

D(z0, R) . Nous noterons, si f € h(2, A), f(x) Uélément de A donné par :

f(z) = % /IzZOR f()Re [(z + 2 — 22) (z — 2) '] |d—]§|

Proposition 5 Soient A une x-a.l.m.c unitaire compléte et hermitienne, x un élé-
ment normal de A dont le spectre est contenu dans D(zo, R) et f dans h(Q2). Alors
f(Spax)=Spa f(z).

En utilisant le calcul fonctionnel harmonique défini précédemment, on montre
que les Q-algébres localement multiplicativement convexes unitaires involutives (en
abrégé Q-x-a.l.m.c) hermitiennes et complétes constituent un cadre général pour les
résultats de Ky Fan énoncés dans [3].

Proposition 6 (Analogue du théoréme de Ky Fan) Soient A une Q-x-a.l.m.c uni-
taire compléte et hermitienne; x un elément de A tel que |x| < 1. Alors on a les
deux assertions sutvantes :

1.VfeBD), |f(x) <1
2.Vg € P(D), Reg(x) > 0.

Proposition 7(Analogue du théoréme de Von Neumann) Soient A une (Q-x-a.l.
m.c unitaire compléte et hermitienne, x un élément de A tel que |x| < 1 et f une
fonction holomorphe au voisinage du disque unité fermé D. Si |f(2)| < 1 pour tout
z €D alors |f(z)| < 1.

Proposition 8(Analogue du lemme de Schwarz)

Soient A une Q-x-a.l.m.c unitaire compléte et hermitienne, z un élément de A
tel que |z| < 1. Soient f, g et h dans H(ID) tels que f = g.h avec |h(2)] < 1,Vz € D.
Alors :
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9(x)*g(x) = f(x)" f(z) (1)

9(x)| = | f ()] (2)

Dans (1), I'inégalité est stricte si et seulement si g(x)*g(x) > 0 et h n’est pas une
constante. L’inégalité (2) devient une égalité si et seulement si g(z) € Rad(A) ou g
est une constante.
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Sur un probléme mathématique en mécanique des fluides

Renata Bunoiu

Ce travail porte sur les méthodes mathématiques en mécanique des fluides, en
particulier sur I’écoulement dans des domaines de faible épaisseur.

On étudie ici ’écoulement d’un fluide & viscosité non linéaire dans un domaine
de faible épaisseur, de I’ordre d’un petit paramétre strictement positif €. Létude des
fluides pour lesquels la viscosité est une fonction non linéaire de la vitesse du fluide
est importante. Effectivement, dans la nature il y a plusieurs fluides de ce type,
comme par exemple ’encre, les peintures, les graisses, les polymeéres. On travaille
avec une loi générale pour la viscosité, comme dans |3]. Les conditions imposées sur
la viscosité sont satisfaites en particulier par les lois de Cross, Williamson, Carreau.

L’étude mathématique a été faite sur deux modéles. Dans les deux cas on consi-
dére une équation du type Navier-Stokes dans un domaine de dimension trois. Dans
le premier cas (exposé plus loin) on considére des conditions de Dirichlet non-
homogénes au bord du domaine, les forces extérieures étant supposées nulles. Dans
le deuxiéme cas, on considére des conditions de Dirichlet homogénes au bord du
domaine, mais dans ce cas les forces extérieures sont non nulles.

La solution d’un probléme analogue pour un fluide & viscosité linéaire est due a
Assemien, Bayada, Chambat [1|. Le cas avec la viscosité linéaire donnée par la loi
de la puissance (cas r > 2) a été traité par Bourgeat, Mikeli¢, Tapiéro [2] avec des
conditions de Dirichlet non homogénes sur la frontiére latérale du domaine.

Dans le premier cas traité, on démontre d’abord un résultat d’existence d’une
solution pour le cas ¢ fixé. Ensuite on s’intéresse au passage a la limite (¢ — 0) qu’on
ne traite que dans un cas moins général. On fait des hypoth‘eses supplémentaires
sur la géométrie du domaine et sur les valeurs de la vitesse sur le bord du domaine,
comme dans [1]. On donne des estimations a priori et des résultats de convergence
pour les nouvelles fonctions et ensuite le probléme qui lie les limites de la vitesse et
de la pression.

Dans le deuxiéme cas, on connait grace a [3| I'existence d’au moins une solu-
tion pour le cas € fixé. On s’intéresse pour ce probléme aux passages & la limite
uniquement.

Dans certains cas particuliers de viscosité on retrouve, a la limite, le probléme
de Reynolds classique, comme dans [1]. Le systéme limite trouvé peut étre découplé
si on impose des hypothéses supplémentaires sur la viscosité du fluide.
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Presentation du probléme

On travaille dans le domaine tridimensionnel 2. défini par :

Qe = {(x1, x2,23) tek que (r1.22) € w et 0 < x3 < ch(xq, 22
oll w est un rectangle du plan et la fonction continue h : w — Ry vérifie a <
h(z1, x3) < 1, dans w, avec > 0. On considére comme dans [1] un écoulement régi
par I’équation de Navier-Stokes, mais ici on suppose que la viscosité est non linéaire.
Soit u une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

w est contintiment différentiable de R, dans R, (H1)
limy o0 p1(t) = fioo > 0(H?2)
0<mg= iIlft€R+ ,Lt(t) (H?))

JE C R+ tel que p/(t) > 0,Vt € E et t|p/'(t)| < p(t),Vt € R+ \E.(H4) .
On définit la viscosité non-linéaire du fluide comme dans [3] en fonction de la
vitesse u par :
ps(u)) s Ry = Ry,

avec s(u) = \/2Dr(u), Dir(u) = %D(u)D(u)t, D(u) = %(Vu + V') .

Soient I'e , 1", T'7 les faces supérieure, inférieure et latérale du domaine et I'* =
I UI'*UI'. L’application g° étant donnée, le probléme est de trouver la vitesse u®
et la pression p° qui vérifient :

—div(2u(s(u®))D(uf)) + uVus + Vp* = 0 dans Q. (1)
div u® = 0 dans Q., u® = ¢° sur ['* (2)

De plus, on cherche une pression p° telle que :

/Qe pidr =0. (3)

On multiplie I'équation (1) par v € V¢ = {¢ € Hy (%) |divg = 0 dans €.} et on
trouve :

/ 2 (s (u®)) D (u®) D(v)dx + / u*Vutvde = 0,Yv € VE.  (4)
Qe Qe

On ajoute la condition de compatibilité suivante (v étant la normale extérieure) :

/ g°vdo =0. (5)
1—‘5
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Pour le cas ¢ fixé on démontre les résultats suivants :
Lemme Soit g € Hz(0.) vérifiant (5). Alors il existe G° € L*(Q.) qui satisfait :

divG® = 0dans Q., G° = g"surl® |G|y, < clolicor

Théoréme 1 Si ¢° € Hz(9.) vérifie la relation (5) et si G= vérifie la relation :

mo

|G€|L4(QE) < %,

ot c5 est la norme de Uinjection de H'(Q.) dans L*(€.) et ot ¢ est la constante de
Poincaré, alors le probléeme (2)-(5) a au moins une solution u¢ € H'(Q.) . Il existe
c® constante telle que :

VuF| o, <.

Etude du cas limite € — 0 pour la lubrification

Pour passer a la limite on fait le changement de variables (y1, yo, 2) = (21, 2, x3/€)
. Le nouveau domaine et sa frontiére sont notés par : 2, ', ', ;" I';, et les nouvelles
inconnues sont : W°(y1,y2,2) = uc(x1,x2,x3) et p°(y1,Yy2,2) = p°(21, 22, 23) . On
donne des conditions particuliéres pour la fonction ¢° comme suit :

g° =0sur 'Y, g° = (g1, 92,€93) sur I UTY,

ol les fonctions g1, g2, g3 sont indépendantes de € et g3 = 0 sur I'>. De plus, on

suppose :
/ gvdo =0
Iy

Théoréme 2 Quitte a extraire une sous-suite, on a les résultats suivants :
~E *
¢ — u* dans L2*(Q) faible et dans L*(Q) faible

. ou
0z 0z
uy =0, foh(y) us(y, z)dz — foh(y) ul(y, 2)dz dans L?(w),i = 1,2

divy foh(y) u*(y,2)dz =0 dans w, u*(y,0) = (g1,92,0) dans w

e?p® — p* dans LE(Q) faible et =0

0z

Par abus de notation posons u* = (uf,u},0) . Pour une application p qui vérifie
de plus :
(H5), p = p(5°s(u)) , ot 5° est une constante dépendant de €

21



on a :
Théoréme 3 Le couple (u*,p*) défini par le théoréme 2 vérifie pour i=1,2 :

0 ouf op*
(u*(u*) u1)+ P =0dans Q, w =g;sur'y UT_

0z 0z ox; !
(
i R
() = 14(0) si % —0
\ oo St % — 400
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Linéarisation de certaines structures de Poisson
Véronique Chloup-Arnould

La notion de structures de Poisson apparait naturellement en mécanique dans
I'étude des systéemes Hamiltoniens et généralise la notion de structure symplectique.
Sile rang de A (tenseur de Poisson sur la variété M) est constant et égal a la dimension
de M alors A est inversible et son inverse definit une structure symplectique sur M.
Le théoréme de Darboux affirme que deux variétés symplectiques de méme dimension
sont localement isomorphes. On peut se demander si un résultat similaire est vrai pour
les structures de Poisson générales, i.e. si deux structures de Poisson de méme rang
en un point donné sont localement isomorphes. La réponse a cette question est non
et c’est précisément cela qui rend intéressante I’étude du comportement local de ces
structures.

L’étude locale des structures de Poisson se fait de la facon suivante : on utilise
d’abord le théoréme de décomposition de Weinstein [9] pour décomposer localement
une variété de Poisson (M, A) en un produit d’une variété symplectique et d’une variété
avec une structure de Poisson nulle en un point. Un tel produit est un produit de
Poisson. En utilisant cette décomposition on se raméne a I’étude des structures de
Poisson nulles en un point.

Une structure de Poisson sur une variété M est la donnée d’un crochet de Lie sur
C>®(M), noté { , } : C*(M) x C®(M) — S(M) et vérifiant la régle de Leibniz :

Vf,g, h€ C*(M) {f,gh} ={f g}h + g{f, h}.

Dans des coordonnées locales quelconques (z!,...,2") , on obtient :
,0f 9
- N £ 99
{f.9} Z ot Bt
1<i,j<n

ot A est un champ de tenseurs deux fois contravariant antisymétrique vérifiant

[A, A] =0 (| , | deésigne le crochet de Schouten).
Si A s’annule en e, dans des coordonnées locales quelconques (x!, ..., ™) centrées en
e, on peut écrire

Ai(z)= Y Cla*+ R(x)
1<k<n

ot les RY représentent les termes non linéaires dans le développement en série de
Taylor de AY et ou les C’,ij sont les constantes de structure d’une algébre de Lie ‘H
appelée la linéarité de la structure (Weinstein [9]).

La structure de Poisson A sera dite linéarisable si on peut trouver des nouvelles

coordonnées locales (y',...,y") dans lesquelles A s’écrive
Aij(y) — Z C;Jyk
1<k<n
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V. Arnold a montré, le premier, que toute structure de Poisson dont la linéarisée est
I’algébre de Lie non triviale de dimension deux est linéarisable.

La question de la linéarisation de structures de Poisson telles que H soit semi-
simple a été soulevée dans Weinstein [9]; si la linéarisée d’une structure de Poisson est
une algébre de Lie semi-simple, alors A est formellement linéarisable. De plus, J. Conn
|4] a démontré que si A est analytique, la linéarisation est anaJytique. Dufour [6] a
démontré que la semi-simplicité n’est pas nécessaire en exhibant une algébre résoluble
de dimension 3 vérifiant la méme propriété. J. Conn [5] a démontré que dans le cas
d’une structure de Poisson C'*°, si la linéarisée H est semi-simple de type compact
alors la linéarisation est C'*°. Weinstein [10] a exhibé des exemples de structures de
Poisson C'*° ayant pour linéarisée une algébre de Lie semi-simple, de type non compact
et de rang réel au moins deux, qui ne sont pas linéarisables par un changement de
coordonnées C>.

Le probléme de la linéarisation formelle se traduit en un probléme de cohomologie.
Notons A”(x) = 37, o4, COF 2% + Al () + A,y (2) + ... le développement de A% en
série formelle ou Al&) (7) est le terme homogeéne de degré k en les zt, ... 2" (k > 2) .

L’idée de la linéarisation formelle est de repousser les termes de degré k en des
termes de degré supérieur par un changement de coordonnées locales de degré k.
Posons donc ' = z° + fi(z) ou les f* sont des polynémes homogeénes de degré k. On
peut alors considérer Ay : HAH — S*(H) définie par Ay, (z' Aad) — AZ;). La relation
[A, A] =0 se traduit a I'ordre k par 92Apy = 0 oil 0 est 'opérateur de cohomologie
de Chevaley de H associé a la représentation adjointe de H sur S(H) : (O2(f)) (x Ay A
z)= S (ad(x)f(y AN z) + f(x,[y,2])) . Donc A est un 2-cocycle. Considérons fu :

xT,Y,z
H — SE(H)at — f(ik). Alors ({/,97} — 32, C/y*) est d’ordre strictement supérieur &
k si et seulement si (A + 01 f)) (2", 27) = 0.

Ainsi, sile 2-cocycle Ay est un cobord, on repousse les termes de degré &k en des
termes de degré k + 1.

En itérant le processus on obtient une suite {z’} qui détermine un systéme de
coordonnées formelles limite ', = 2’ + ¢°_(x) dams lequel A est linéaire. On parlera
de linéarisation formelle.

En particulier, A est formellement linéarisable si H*(H, S(H)) = 0. C’est le cas si
H est semi-simple ou si par exemple H = G; & R ot G; est semi-simple (dans ce cas,
la linéarisation est méme analytique, cf. Molinier [7]).

Nous nous intéressons au probléme de la linéarisation des tenseurs de Lie-Poisson.
Tous ces résultats se trouvent dans Chloup-Arnould [1].

Soit G un groupe de Lie et P un tenseur de Poisson sur G. (G, P) est un groupe
de Lie-Poisson si P est multiplicatif, i.e. s'il vérifie : P(xy) = L. P(y) + R, P(z) . En
particulier P(e) = 0.
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La linéarisation des structures de Lie-Poisson est un cas particulier de la linéarisa-
tion locale d’une structure de Poisson. Le cadre Lie-Poisson dans cette étude se justifie
d’une part par le fait que la structure de Lie-Poisson est automatiquement analytique
réelle. D’autre part, sur le groupe R", toute structure de Lie-Poisson est linéarisable
alors que certaines structures de Poisson générales ne le sont pas. De plus une struc-
ture de Lie-Poisson est entiérement déterminée par sa partie linéaire sans étre toujours
linéarisable (voir M. Cahen, S. Gutt et J. Rawnsley [3]).

Soit G une algebre de Lie. (G,G*) (aussi notée (G,p)) est une bigebre de Lie s'il
existe une structure d’algebre de Lie sur Gx telle que son application duale, notée p,
soit un cocycle sur G, i.e. p: G — G A G vérifie : p([X,Y]) = [p(X),Y] — [p(Y), X].

Soit (G, P) est un groupe de Lie-Poisson, alors P,.(z) = R, ' P(x) est un cocycle
pour la representation Ad, i.e. P.(xy) = P.(x)+ AdzP.(y) . Alors p = P,,. définit une
structure de bigébre de Lie sur G I'algébre de Lie de groupe de Lie G. Réciproquement
si (G, p) est une bigebre de Lie, alors (G, P) est un groupe de Lie-Poisson, ou G est le
groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algébre de Lie G et ou P est donné
dans un voisinage de e par : P(exp X) = Rexpx, %p(X) . Ainsi la structure est
déterminée par sa partie linéaire et la linéarisée coincide avec G*.

Nous généralisons le résultat obtenu par J. Conn [4] en prenant comme point de
départ I'algébre de Lie H = G*. Nous nous intéressons au cas oll g est réductive :

Théoréme 1 Soit G un groupe de Lie conneze et simplement connexe d’algébre de Lie
G. Soit P un tenseur de Lie-Poisson sur G tel que G*, le dual de G, s’écrive Gx = G1OR
en produit direct ot R est un idéal abélien et ot Gy est une algébre de Lie semi-simple.
Alors P est analytiquement linéarisable.

Ce théoréme n’est pas vérifié pour certains tenseurs de Poisson généraux (non Lie-
Poisson) ayant la méme linéarisée H = G; @ R. Soit P un tenseur de Poisson sur R**"
(ot n = dimG et r = dimR,r > 2), s’annulant en 0 et tel que :

Pi(z)= > CJa"+BY

1<k<n

ou les C’,ij sont les constantes de structure de H = G;®R dans la base > eq,..., €, <
oue; € G,Vi<nete; €R,Vj>netou BY sont les termes non linéaires de PV, et
nous supposons que BY = 0 pour i ou j < n.

Alors si B n’est pas nul, la dimension maximale des feuilles symplectiques pour la
structure linéaire est différente de la dimension maximale des feuilles symplectiques
pour P, donc P n’est pas linéarisable.

Théréme 2 Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algébre de
Lie G. Soit P un tenseur de Lie-Poisson sur G tel que G*, le dual de G, s’écrive
G" = Gy ® R en produit direct ou R est un idéal de dimension r et ou Gy est une
algebre de Lie semi-simple de dimension n. Alors P = L & T ou L est le tenseur de
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Lie-Poisson linéaire donné par les constantes de structure de Gy et T(zt, ..., ") =
> ti<ijenge T (@ a7 25 A 525 Ce théoréme n'est pas vérifié pour certains
tenseurs de Poisson généraux (non Lie-Poisson) ayant la méme linearisée H = G &R ;
on a le résultat suivant (également obtenu par Wade [§]) :
Proposition Soit A une structure de Poisson sur une variété M, s’annulant en un
point z et telle que la linéarisée en z soit H = Gy X R le produit semi-direct d’une
sous-algébre de Lie semi-simple de dimension n et d’un idéal de dimension r.

Alors il existe des coordonnées formelles (z',..., 2™ y' ... y") au voisinage de z

telles que dans ces coordonnées, on ail :

{xi,x‘j} = Z C’,ijxk

1<k<n
)= 3 oy
1<y<r
{0} = > Cy + R (z,y)
1<v<r

ou les C,ij sont les constantes de structure de H et ot les R*Y sont des séries en v et
y d ordre supérieur a deur.

D’autre part, nous regardons le probléme de linéarisation des structures de Lie-
Poisson en suivant une autre approche : le point de départ est alors G (voir Chloup-
Arnould [2]| ou [1] pour les calculs détaillés).
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Milieux poreux fissurés avec double périodicité
loana-Andreea Ene

Introduction

L’écoulement des fluides a travers des milieux poreux représente un probléme d’une
grande importance, avec de nombreuses applications dans ’exploitation des gisements
pétroliers, la pollution, la géophysique, etc. Dans la pratique des exploitations pétro-
liéres on rencontre le plus souvent des milieux poreux fissurés. Dans ce cas un probléme
sur lequel on a beaucoup discuté est la modélisation de ces mouvements. Dans la mo-
délisation mathématique des écoulements des fluides dans les milieux poreux fissurés,
le milieu poreux est composé de blocs poreux, qui sont séparés par des fissures qui ont
des dimensions plus grandes que celles des pores. Dans ces conditions méme s’il existe
une seule phase fluide en mouvement, elle va se comporter de maniére différente dans
les blocs poreux et dans les fissures. Ceci laisse supposer qu’au niveau microscopique
on peut avoir deux pressions différentes qui correspond aux deux cas décrits.

En effet on connait les équations proposées par Barenblatt et Zheltov 4] qui in-
troduisent deux pressions différentes dans les blocs poreux et dans les fissures. On
décrit, dans ce cas, I’écoulement moyen, ou macroscopique, avec deux équations qui
contiennent un terme de transfert entre les blocs poreux et les fissures; ce terme est
représenté par la différence des deux pressions.

En utilisant la méthode de I’homogénéisation on a obtenu une modélisation ma-
thématique de ce type de probléme avec deux hypothéses. La premiére suppose l'exis-
tence d’une double périodicité, ce qui correspond aux blocs poreux et aux fissures. La
deuxiéme suppose ’existence d’une double porosité.

En utilisant la méthode de ’homogénéisation, Th. Levy [11] et P. Donato et J.
Saint Jean Paulin |6] ont proposé un modéle qui contient une double périodicité. Plus
précisément dans les fissures 1’écoulement est périodique en € et dans les blocs poreux
en 2. Le résultat qu’on obtient en passant a la limite est une loi de Darcy avec un
tenseur de perméabilité différent du tenseur classique de la loi de Darcy (E. Sanchez-
Palencia [14]).

Un autre modéle d’écoulement dans les milieux poreux fissurés, proposé par T.
Arbogast, U. Hornung et J. Douglas [3| et U. Hornung [10], connu comme le modéle
de double porosité, consiste dans l'introduction de deux perméabilités trés différentes
dans les blocs poreux et dans les fissures. Plus précisément si on suppose que la per-
meéabilité des fissures est de 'ordre de I'unité, alors dans les blocs poreux on prend
une perméabilité de I'ordre de 2. Le résultat du processus d’homogénéisation qu’on
obtient est un modéle avec deux pressions et donc avec un terme de transfert lié a la
différence des deux pressions.

Les deux modéles semblaient donner des solutions différentes. En partant de cette
remarque je me suis située dans mon étude dans le cas d’une double périodicité, mais en
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étudiant le probléme de Neumann, ce qui correspond plus ou moins au cas de la double
porosité. Le résultat que j’ai obtenu montre que, du moins dans le cas d’un écoulement
stationnaire, le modéle & double porosité et celui & double périodicité coincident. Au
niveau macroscopique j’ai obtenu une loi de Darcy.

D’un point de vue mécanique, on sait que I’écoulement d’un fluide a travers un
milieu poreux est décrit par
e la loi de Darcy :

v=—k(Vp—f)

ol v est le vecteur vitesse, p la pression, k le tenseur de perméabihté (qui est symétrique
et défini positif, cf. E. San& ez-Palencia), et f les forces extérieures.
e ['équation de continuité :

div v=0

e la condition sur les frontiéres imperméables :
v.n =0

On voit donc ue d’'un point de vue mathématique, on est conduit & résoudre un
’ ’
probléme de Neumann :

—div (AVu) = f
AVun =0

Si I’on considére maintenant que le milieu poreux est formé par des fissures d’ordre
e et des blocs poreux qui contiennent des inclusions (ou des trous d’ordre €?), le pro-
bléme de Neumann qu’on a a résoudre est tel qu’on cherche des solutions doublement
périodiques en ¢ et 2.
Quelques résultats de convergence 3-échelle
Definition Soit u, une suite bornée dans L*(QY) . On dit que u. converge 3-échelle

vers une limite ug(z,y,z) € L* (U XY x Z) si et seulement si pour toute fonction
Y(z,y,2) € D(Q,C(Y x Z)) on a :

. xr T
ll—{% Qua(ﬂf)¢ <x7g7?> d-r_/S;/Y/Zu0($7y7z)¢(way>z)dxdydz

Théoréme (i) Soit u. une suite bornée dans H*(Y), qui converge faiblement vers
sa limite u(x) , dans H*(Q2) . Alors u. converge 3-échelle vers u(x) et il existe deux
fonctions ui(x,y) € L*(Q, Hy(Y)/R),us(x,y,2) € L*(Q x Y, H)(Z)/R) telles que,
quitte o extraire une sous-suite, Vu. converge 3-échelle vers Vu(z) + V,ui(x,y) +
V.ous(z,y, 2) .
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(ii) Soient u. et e2u. deuz suites bornées dans L?(S2), respectivement (L*(Q))Y

Alors il existe une fonction ug(z,y,z) € L*(Q x Y, H)(Z)/R) tel que, quitte a
extraire une sous-suite, u. et Vu. converge 3-échelle vers ug(x,y,z) respectivement
V.up(x,y,z) .

Probléme de Neumann dans un milieu poreux fissuré
On veut étudier avec la méthode de ’homogénéisation le systéme suivant :

—Au. = f dans Q. (8)
u: =0 surdq 9)
887;5 =0 surd S (10)

ot f e L*Q) .

La structure de Q. présente une double périodicité (e et €2). Les zones dans les-
quelles les inclusions sont concentrées sont e— périodiques et de dimension €. Les
inclusions dans chaque zone sont e2-périodiques et de dimension &2.

Pour résoudre un tel probléme on doit utiliser un opérateur de prolongement P. €
L(V-, H}(Q)) (D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin [5]) . Avec cette construction on
peut alors donner :

Théoréme de convergence
(1) Quitte a extraire une sous-suite, les convergences suivantes ont lieu :

Pou. — u(x) dans HY(Q) faible
P.u. converge 3-échelle u(x)
(i) Il existe deux fonctions ui(x,y) € L*(Q, HY)(Y)/R) , us(z,y,2) € L*(Q x
Y, H;(Z)/R) telles que, quitte a extraire une sous-suite on a :
V (P.u.) converge 3-échelle V,yu(x) + Vyui(z,y) + Voua(x, y, 2)

La limite 3-échelle du systéme est alors :

/Q o (xrW) + xrrW)xzis(2) (Vou(z) + Vyu (z,y) + Vaous(z, y, 2))

(V.0(x) + V1 (2,9) + Va9, 2)) = (% " %%) [ s

Pour voir de maniére plus claire le systéme macroscopique on introduit les notations
suivantes :

Ay, 2) = xr(y) + xrnr(y)xz\s(2)

31



Ai(y) = /Z\S Aly, z) (Id — V,w) dz
Ah = / Ai(y) (Id — Vyo(y)) dy.

Probléme homogénéisée “classique” :

—div, (A"V,u(z)) = (% + %%) f(z) dans (11)
u(z) =0 sur 0 Q2 (12)

Remarque Un probléme qui trouve toute sa place dans le cadre des milieux poreux
fissurés est celui de ’étude de ’équation de diffusion :

op°
ot

(x,t) =V (d°Vp°(z,t)) + f(x,t) dans Q° x (0,7)

p° = 0surdf2 x (0,7) 14

(13)
(14)
[p°] = 0sur9Sg, x (0,7) (15)
(16)
(17)

16
17

d°Vp®.n = Osur (85’6\ <3F5 m 89?)) x (0,T)
d*Vp°.in = ¢ suroF° x (0,7)

Les mémes techniques d’homogénéisation et de convergence 3-échelle nous permet
d’obtenir a la limite un systéme avec deux pressions, et donc de lier ce type de modéle
avec celui de Warren et Root et de Brenblatt et Zheltov [4].
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Décomposition spectrale de 1-formes différentielles
sur une surface de Riemann et series d’Eisenstein.

Thérese Falliero

On considére une surface de Riemann hyperbolique M et A l'opérateur de
Laplace, A = dd + 0d,§ = — * dx, on * est I'opérateur de Hodge. A agit sur
I'espace L*(M) des 1-formes différentielles w de carré intégrable pour le produit
scalaire

<w1,w2> = 1/2/ w1 /\*@2

M
Lorsque la surface de Riemann est compacte, il existe une base hilbertienne or-
thonormée formée de 1-formes propres :

w=> (w)x

A

ou (...) désigne la projection orthogonale sur le sous-espace associé a la valeur
propre A du spectre discret de A.

Lorsque M n’est plus compacte (par exemple M = M—{a}, avec M compacte), le
laplacien posséde un spectre continu, lié a des séries d’Eisenstein Fs, /5 associées
a la pointe de M et on a la formule de décomposition spectrale

w(z) = Z(w)A(z) + ﬁ/_ N (w, E(1/2+1it,)s) E(1/2 + it, 2)2dt
+$ +Oo <U),E(1/2+Zt,)_2> E(1/2+Zt,2)_2dt

On se propose ici d’établir cette formule et d’expliciter les séries d’Eisenstein qui
entrent en jeu et d’en donner quelques proprietés. On pose ainsi les outils qui
nous seront nécessaires pour étudier une dégénérescence des séries d’Eisenstein
hyperboliques de Kudla et Millson ([1]).

On utilisera quelques notations :Im(z) est la partie imaginaire de z = z+iy, H
est le demi-plan de Poincaré, G = SLy(R) , M = '\ H, T est un groupe fuschien de
co-volume fini, sans points elliptiques. L’existence de pointes de M correspond a
la présence d’éléments paraboliques dans I'. Quitte & faire une conjugaison sur I,
on peut supposer que oo est la pointe de M et que son stabilisateur est engendré
par Yoo 1 2 = 2+ 1, T = (Yoo) -

La décomposition des O-formes a été faite a l'origine par Selberg. On donne pour
référence a la décomposition des 1-formes les livres de : T.Kubota ([2]), G.G.P.S.
(|3]), H.Iwaniec ([4]), D.A.Hejhal (|5], [6]).

On interpréte ici la décomposition des 1-formes en termes de fibré en sphéres de
M.
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1.Le fibré en sphéres de M

Le fibré en sphéres S(H) est paramétrisable par les coordonnées locales (z, ()
ouze€ Het(eC,|(1l=y([7]). Le groupe I' agit sur S(H) de la fagon suivante,
pour tout v € I': v : (2, {) — (72,7(2)¢) . On vérifie que S(M) s’obtient en
factorisant S(H) par I'. En notant 6 'argument du vecteur tangent ¢ , on a une
métrique invariante sous ’action de I :

dz? + dy? dz\ 2
dsz:u+(d9+_x)

2

Y Y
de dxd
La mesure associée est alors du = dV — ou dV = Qy. On a
)
Proposition 1 S(M) est une variété riemannienne de dimension S, isométrique

a I\G.
On considére I'espace de Hilbert L?(S(M)) muni du produit scalaire (|7]) :

do

F.G) = / FGdvV —
< ) S(M) 27

Pour tout m € Z , on définit les sous-espaces fermés H,, C L*(S(M)) de la facon
suivante

H,, = {G(2,¢) € L*(S(M))|G(2,¢) = g(2)¢™}

alors on a la décomposition orthogonale : L?(S(M)) = ®mezHyn. De plus
Proposition 2 Le laplacien associé a la métrique de S(M) est

2 2 2 2
0 0 0 23

A=y Gat ) " Waeas T 2ap

Il admet une unique extension auto-adjointe a L*(S(M)) encore notée A.
2.Décomposition spectrale de H;
On appelle séries d’Eisenstein incomplétes les fonctions

E((z Qlp) = Y ¢(o(0)

o€l \I

avec ¥((z, €)) = ¥(y)(,v € C2(RT) . On note E(S(M)) I'espace engendré par
les E((z, ¢)|t) . On obtient la décomposition orthogonale
Proposition 3 ) 3

H, =C(S(M)) ® E(S(M))

ou le tilde désigne 'adhérence dans l'espace de Hilbert L*(S(M)) et C(S(M))
Pespace des fonctions F de Hy,C™, bornées, telles que si F(z,() = f(z)(,
fol f(z)dz = 0. On a le théoréme suivant

Théoréme 1 Le spectre de A opérant sur C(S(M)) est discret.

36



Pour effectuer la résolution spectrale de £(S(M)) , on note dans la suite
y(0(2,¢),8)1 = y(2)* 1 = y(2)*e et on donne la :
Définition 1 On appelle série d’Eisenstein généralisée, la série définie par

FElle est définie sur le fibré S(M).

On a convergence absolue en tout (z,() € S(M) de cette série si et seulement
si Re(s) > 1
On utilise alors un théoréme de prolongement des séries d’Eisenstein généralisées
Théoréme 3 Les séries d’Fisenstein généralisées admettent un prolongement mé-
romorphe a tout le plan des s, sont holomorphes pour Res > 1/2 sauf en des poles
simples, indépendants de z sur]1/2,1].
On obtient
Proposition 4

mmwwzzqwmmo+iéﬂﬁwmmmm3

271
1/2<s,<1

ot yj(z, Q) est le résidu de E((z, ¢),s)1 en s =s; et U(s = [ ¥(y)y*dy. D’ou
la formule de décomposition pour tout F' € H; :

F(z,0) =2, <F ) (2, Q)+ 204 ey, 1 1 (2, €) (Fung) [lungl| 7+
(F E(.,8)1) E((2,(),s)1ds

47r2 fRes 1/2

3.Formule de decomposition spectrale d’une 1-forme
Soit w une 1-forme différentiele sur M,w € L?*(S(M)) . Comme corollaire de
tout ce qui précéde, on a la décomposition spectrale suivante :

w(z) = Z (w,v;dz) v;(2)dz + Z (w,T;dz) v;(2)dz

J J
+ Y (wuyde) oyl P o(z)dz + Y <w,v—1jdzuvljy| v (2)dz
1/2<s;<1 1/2<s;<1

1

d d 1 d d
+— <w,E(.,s) Z>E(z s)l—zds+— <w,E(.,s)_1—Z>E(z7s)_1—st
4mi Res=1/2 Y 4 Res=1/2 Y Yy

De plus on a la formule valable pour Res > 1/2 :

d d
AMH<Ewwn§)=su—@Ewwn§
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Un théoréme de Paley-Wiener pour les groupes de Lie
complétement résolubles

Gayatri Garimella

Pour une fonction mesurable ¢ sur R", la transformée de Fourier ¢ est définie
par

~

oy) = | d(z)e dx
Rr

Soit p une représentation de groupe du Lie G ; on définit la transformée de Fourier
a valeur dans les opérateurs par

by = /G o(9)plg)dg

oll dg est la mesure de Haar sur G.

Le résultat principal de ce travail est le suivant.

Théoréme : Soient G un groupe de Lie compléetement resoluble connexe et sim-
plement connexe de dual unitaire G et ¢ une fonction bornée, mesurable a support
compact (¢ € LX(G)) . Supposons qu’il existe un sous-ensemble £ C G de mesure
de Plancherel positive tel que ¢, = 05 pour tout p € E. Alors ¢ = 0 presque partout
sur G.

Dans le cas de R", la transformée de Fourier ordinaire qg se prolonge comme
une fonction holomorphe sur C". Donc dés que é s’annule sur un ensemble dont la
mesure de Plancherel est positive, g5 est nulle identiquement et donc ¢ = 0. Mais
dans un groupe de Lie, on travaille avec la transformée de Fourier & valeurs dans
les opérateurs, qui ne prolonge pas comme une fonction holomorphe. Il faut dont
utiliser des méthodes beaucoup plus sophistiquées. Ce théoréme de Paley-Wiener
a néanmoins été démontré pour les groupes de Lie nilpotents en traitant deux cas
classiques. Il a été démontré par récurrence sur la dimension de G en utilisant la
mesure de Plancherel explicite et la formule de Plancherel explicite |3].

La méme question a été posée pour les groupes de Lie complétement résolubles.
Les ingrédients utilisés dans la démonstration : description des orbites co-adjointes
dans G* dual de l'algébre de Lie G de GG, mesure de Plancherel explicite et formule
de Plancherel explicite se trouvent dans les travaux de B.N.Currey [2|. Les résultats
de B.N.Currey sont des généralisations de ceux de L.Pukanszky [5|. Ce théoréme a
été démontré par récurrence sur la dimension de G.

Ici, on donne la démonstration de ce théoréme pour le groupe az + b. Pour plus
de détails et pour la démonstration dans le cas général voir [4].
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Exemple : Groupe ax + b
Considérons le groupe

G:{(g l{)ya>o,beJR}
w-(3)

La multiplication des matrices donne

On note

(a1,b1) (ag, by) = (arag, a1by + bl)
et l'inverse
(a,b)"t = (a’l, —ba’l)

Soit H = (1, b) le groupe dérivé de G qui s’identifie & R. Pour y € R, soit x, le
caractére de H défini par y,((1, b)) = e™.
Remarquons que (a,b) = (1, b)(a, 0) . Soit p, = Ind%x, la représentation de
G induite de x,. Cette représentation se réalise dans espace L*(R) . On sait que
pour tout y > Op, est équivalente a p; et on notera py la classe de p;; de méme si
y < 0, py est équivalente & p_; et on notera p_ la classe de cette représentation.
L’algébre de Lie de G est 'ensemble des matrices

gz{(g ‘g),(a:,y)GJRQ}.
(30 er-(00)

on a [X,Y] =Y. Avec cette méme base X et Y on a
1 0
Ad(a,b) = ( b a )
De méme dans la base {X*, Y*}
. 1 ba!
Ad*(a,b) = ( 0 4! )

Pour ¢ = aX™ + gY* € G*, les orbites de G dans G* sont le demi-plan 5 > 0, le
demi-plan § < 0 et les points (a,0) .

Dans la base
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Soient B = {X,Y} la base de G définie plus haut, et B* = {X*, Y*} la base
duale de G*. Tl existe un ensemble J = {j1, jo} de {1, 2} et M = {jo} sous-ensemble
de J, alors V C R%V =| 0,00[xR. On a Wp = (0) et Wi, est engendré par le
vecteur { X7 [j2 € M}.

Les ouverts U, et U_ sont les demi-plans définis ci-dessus de G* et U = U, UU_.
Donca=1eteec {1, —1}.

Puisque il n’y a que deux orbites ouvertes, ’ensemble

W = {f eWyn U||qj2(€)1 =1,75 € M}

la réunion de deux points de G*. On a W, =W NU, et W_ = W NU_. Soit
e € {1, —1}. Dans ce cas |’ ouvert de Zariski Aoy = Ay ou Ay = A_ de Wp qui se
réduisent a un point.

Dans ce cas particulier on peut démontrer le théoréme de Paley-Wiener par un

calcul direct.
Sment qb e CX(G), fe L*(Ry) et t e R,

cbpg /¢ a,b))pe((a, b)) f(t)a *dadb
¢((a,0))f ((a,0)7'(£,0)) a~*dadb
- / [ ol@b)f (ot ~ba)) a2 dadd

_ /R + /R o((,0)f ((a™,0) (1, —bt~") a~2dadb
( AB)2((a, b))y, (1 =b1) db) 7 ((a4,0)) a~%da
-/

| Bt (fa00)) 0o
.

on ¢*(b) = A(b )Wd)((a b)) et A(b) = [ det(Ad(b))]. )
Remarquons que ¢* € C®°(R) . Par hypothése on a ¢,, = 0 pour tout { € E;

gb“(b)e_%”bytldb) f ((a_lt, O)) a%da
R

d’apreés ces calculs ceci entraine que pour presque tout @ > 0 on a gb;yt_l = 0 pour
presque tout ¢t > 0 et y fixé.

Alors comme ¢* € C*(R) , Agw_l se prolonge en une fonction holomorphe sur

S, aiyt_l est nulle sur un ensemble dont la mesure de Plancherel du, est positive
donc d’aprés le théoréme de Paley-Wiener classique on a ¢* = 0, donc ¢ =
presque partout sur GG. Remarquons que d’aprés la théorie génerale, la mesure de
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Plancherel sur W s’écrit

1
dp = W’3|(d5++d5_)

1
= W\ﬁ |do
otl dd est la mesure ponctuelle.

Donc si E/ est un ensemble non négligeable pour la mesure de Plancherel du,
c’est ’ensemble constitué de par p, ou p_ ou {py,p_

Donc (@ = 0 pour tout t et a dans R, ce qui signifie que gb/;‘((e\t) s’annule
sur un ensemble de dual de R contenant une demi-droite. Cette ensemble est non-
négligeable pour la mesure de Plancherel de R. D’otl une autre démonstration de ce
résultat.
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Formes d’enlacement et invariants des 3-variétés.
Catherine Gille

1. Presentation de chirurgie des 3-variétés et matrices d’enlacement
Definition : Un entrelacs orienté a n composantes dans la 3-sphére S est une
sous-variété diffeomorphe a n copies du cercle S'. On le note L = Ly U ... U L,.
Un entrelacs parallélisé est un entrelacs orienté tel que chaque composante L; est
munie d’un “framing” f;, c’est-a-dire une classe d’isotopie d’une section de la projection
ON(L;) — L;(N(L;) est un voisinage tubulaire de L;) dans S®. On appelle matrice
d’enlacement de 'entrelacs parallélisé L & n composantes la matrice entiére symétrique

By, = (bij)i,jzl,.“,n avec bij = lk(Li; Lj) sii 7’éj et by = lk(Li7 fz) .

Dans la suite, tous les entrelacs sont parallélisés, méme si ce n’est pas précisé. A
partir d’'un entrelacs parallélisé L dans S®, on peut construire par chirurgie une variété
de dimension 3 orientée fermée connexe, notée S3(L) . Explicitons la chirurgie : soit

?

N(L) = U N(L;) un voisinage tubulaire de P'entrelacs L dans S®. On oriente le
i=1
tore-ON (L;) avec la convention “vecteur normal sortant = premier vecteur”. On a

alors :
S3(L) = <SS\ N (L)) U (H (D? x Sl)i)

g =1

n n
ou I’homéomorphisme de recollement ¢ : ]_[a (D? x Sl)i e U@N (L;) renverse
i=1 i=1
'orientation et envoie, pour tout i = 1,...,n, le méridien m; de 9(D? x S'); sur la
longitude f;. De plus, on dispose des deux résultats fondamentaux suivants :
Theoréme |Lickorish [4]] Pour toute 3-variété orientée fermée connexe M, il existe
un entrelacs parallélisé L tel que M est homéomorphe a S3(L) .
Théoréme [Kirby[3]|| Les variétes S3(L) et S3(L') sont homéomorphes si et seulement
st les entrelacs L et L' sont reliés, a orientation prés, par une suite finie de mouvements
élémentaires de type :
oK I (stabilisation) : L <— LU L,11 o L est un entrelacs & n composantes, Ly 1
est une composante non nouée telle que lk(Lyy1, far1) = £1 et Lyyq et L sont inclus
dans deux boules disjointes,
oK I1 (glissement d’anse) : LiU...UL,, «— LiU.. . ULy UL, ULk 1U...UL, ou’ L},
est la somme connexe de Ly, et fi et Ik (L), f1) = Ik (L, fi) + 1k (L, fi) +2nlk (Lg, Ly)
avec N = +1 si les orientations de Ly et L; sont compatibles, n = —1 sinon.
Par conséquent, si on a un invariant des entrelacs orientés qui est compatible avec
les mouvements KI et KII et le changement d’orientation d'une composante, on obtient
un invariant des 3-variétés.
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Regardons ce qui se passe pour la matrice d’enlacement.

Soit L un entrelacs et L’ I'entrelacs obtenu en changeant 'orientation de la com-
posante L. Alors les éléments de la matrice d’enlacement By, s’expriment en fonction
de ceux de B, de la maniére suivante : bj; = —bj; sii =k ou j =k et (i,7) # (k, k)
et bfL-j = b;; sinon. On a donc By, ='SBLS ot S = (8i5)ij=1,..n st telle que S; =1 si
i # k,spe = —1 et s;; = 0 dans les autres cas.

Soit maintenant L un entrelacs et L’ 'entrelacs obtenu par glissement de la compo-
sante Ly, sur la composante L;. Alors on a : b, = by, +nby si i # k, b, = brr+2nby + by
et b;] = bij sl 7é k et j 7é k. Autrement dit BL/ = BL +UBLElk +77EMBL + bllEkk7 ol
E;; désigne la matrice carrée dont tous les éléments sont nuls excepté celui placé a la
™ ligne et j*™¢ colonne qui vaut 1. On a donc By, = "I+ nEg)BL(I+nEy) .

Soit enfin L un entrelacs et L’ 'entrelacs obtenu par stabilisation de L. Alors il est

clair que : By, = ( %L 191 )

Ces considérations associées au théoréme de Kirby conduisent & la définition et la
proposition suivantes :

Définition : Soient B et B’ deux matrices symétriques entiéres. On dit que B et B’
sont stablement équivalentes si elles sont reliées par un nombre fini d’opérations du

type :

Q1 : B+ 'SBS ou S est une matrice carrée entiére et det S = +£1,

B 0

Proposition Soient L et L' deux entrelacs parallélises tels que S3(L) ~ S3(L') . Alors
les matrices By, et Br, sont stablement équivalentes.

Autrement dit, la “classe d’équivalence stable de la matrice d’enlacement” est un
invariant topologique des 3-variétés.

2. Formes d’enlacement

Définition : Une forme d’enlacement est un couple (G, \) ou G est un groupe abélien
fini et A une forme bilinéaire symétrique non-singuliére sur G' & valeurs dans Q/Z.

Les formes d’enlacement sont entiérement classifiées a isomorphisme prés (Wall [10]
et Kawauchi-Kojima|2|).

Soit B une matrice entiére symétrique de taille n. On considére la suite exacte
0 — KerB —» 7" 25 7» %5 Coker B — 0. On définit (Tors (CokerB), \)
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forme d’enlacement associée a B de la maniére suivante : soient u et u' éléments
de Tors(CokerB). On suppose que N'u’ = 0. Soient z et 2’ éléments de Z" tels que
u=0(z) , ul = §(2') . Alors le systéme linéaire N'2' = By’ a une solution ¢y € Z"
et on pose A(u,u’) = ﬁt’z € Q/Z. Remarquons que si B est inversible (dans Q)
A(u,u') = t2’B71z.

Théoréme |[Kneser-Puppe [4], Durfee[l|, Kyle[5|] Pour que deux matrices entiéres
symétriques B et B’ soient stablement équivalentes il faut et it suffit que CokerB ~
CokerB’ et que leurs formes d’enlacement associées soient isomorphes.

Toute 3-variété M posséde une forme d’enlacement (Tors Hy(M,Z), A\ps) définie
comme suit. La suite courte exacte 0 - Z — Q — Q/Z — 0 induit une suite longue
en homologie :
cor— Hy(M,Q) — Hy(M,Q/Z) 2 H\(M,Z) — Hy(M,Q) — - --

Remarquons que Im 5 = Tors Hy(M,Z) . Pour deux éléments u et v’ de Tors Hy (M, Z)
on pose \y(u, u') =u-2' € Q/Z ou 2’ € Hy(M,Q/7Z) est tel que u' = B(x2') et ou la
notation - désigne la forme d’intersection.

Proposition Pour tout entrelacs parallélisé L, la forme d’enlacement de S®(L) est la
forme d’enlacement associée a la matrice d’enlacement By.

3. Invariants de Murakami-Ohtsuki-Okada
Pour tout entrelacs parallélisé L, on pose pour tout N € N* :

—ao(Br)
ZN<L>:(GN—@) e D

|GN(Q)| ye(Z/NZ)n

oil n est le nombre de composantes de L, o(By) la signature de la matrice By, (nombre
de valeurs propres positives moins nombre de valeurs propres négatives), ¢ = eN (res-
pectivement ¢ = e~) si N est impair (respectivement pair) et G (q) = D heZ/N7 ¢~
(somme de Gauss).

Proposition Zy(L) ne dépend que de la classe d équivalence stable de la matrice
d’enlacement By,.

On obtient ainsi (en se rappelant la proposition 1) un invariant des 3-variétés
connexes fermées orientées, noté Zy(M) , en posant Zy(S3(L)) = Zy(L) . Une autre
conséquence importante de la proposition 3, associée a la proposition 2 et au théoréme
3, est le résultat suivant :

Proposition Zy (M) est déterminé par le premier nombre de Betti de M et la classe
d’isomorphisme de la forme d’enlacement (TorsHy(M,Z), \) .

Mon premier travail a été démontrer une réciproque de ce résultat, qui n’est que

partielle, et dont I'énoncé est :

Théoréme Deur 3-variétés connexes fermées orientées M et M' ont méme premier
nombre de Betti et des formes d’enlacement isomorphes si et seulement si Zn(M) =
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Zn(M') pour tout N € N* et Torsy Hy(M,Z) ~ Torsy Hy (M',Z) .
Notation : Si G est un groupe abélien fini, p un nombre premier, G, désigne la com-
posante p-primaire de G.

Les outils de démonstration sont essentiellement la classification des formes d’en-
lacement et une formule d’inversion des sommes de Gauss démontrée dans [7]. Dans
la perspective de me “débarrasser” de la condition sur la composante 2-primaire de
I’homologie, j’étudie actuellement des raffinements (cohomologiques et spinoriels) des
invariants de Murakami-Ohtsuki-Okada.
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Propriétés spectrales de certains systémes dynamiques
en théorie ergodique. Produits croisés.

Mcélanie Guenais

Présentation générale.

On s’intéresse aux systémes dynamiques mesurables (X, B, u,T) , ou (X, B, u)
est un espace de probabilité standard (c’est a dire qu’il est isomorphe a ([0, 1], B([0, 1
muni d’une mesure borélienne normalisée), et ot 7" est une transformation de X dans
lui-méme telle que T est bijective, bimesurable sur un ensemble de mesure pleine,
et T' préserve la mesure p : on a Ty = p.

On regarde alors comment se comportent les itérées 7™ de T sur X quand n
varie, et on s’intéresse aux propriétés invariantes par isomorphisme de systémes
dynamiques (i.e. qui “transportent” les espaces en méme temps que les mesures et
les transformations). Parmi celles-ci les principales sont :

L’ergodicité. Le systéme est ergodique lorsque pour tout élément A € B, TA =
A p-presque partout entraine p(A) = 0 ou 1. C’est une sorte d’irréductibilité du
systéme. Cette propriété est aussi équivalente au théoréme de Von Neumann : si A
et B soot des éléments de B alors £ >0 11 (T*A N B) converge vers pu(A)u(B) .

Le mélange. C’est une propriété de bonne répartition dans 1’espace, plus forte
que la précédente : le systéme est mélangeant si pour tous les ensembles A et B dans
B, la quantité p (7™ A N B) converge vers u(A)u(B) .

Ces propriétes dépendent en fait seulement du type spectral du systéme, que
nous définissons maintenant.

Etude spectrale des systémes dynamiques mesurables.

Considérons Un systéme (X, B, u,T) , on peut lui associer un opérateur Ur
défini sur L?(X) par Upf = foT. La théorie spectrale en théorie ergodique consiste
alors a décrire les caractéristiques spectrales des opérateurs provenant des systémes
dynamiques.

Soit (X, B, u, T) un systéme dynamique mesurable, et Ur Popérateur de L*(X)
associé. L2(X) est un espace de Hilbert muni du produit < f,g >= fX fadp.

La mesure spectrale associée a une fonction f dans L?(X) est 'unique mesure o
sur ([0, 1], B([0,1])) définie par sa transformée de Fourier par 6¢(n) =< ULf, f >
pour n € Z. On établit alors un isomorphisme spectral entre ’espace cyclique fermé
[Ur, f] engendré par f sous Ur, muni de Popérateur Uz, et L?(o;) muni de I'opéra-
teur de multiplication Vi) (z) = e*™ 1 (z).

On définit maintenant le type spectral mazrimal de Ur comme la mesure o de
([0,1], B([0,1])) , qui vérifie : il existe une fonction f € L?*(X) telle que o soit la
mesure spectrale associée a f, et telle que pour toute fonction g dans L*(X) , on
ait o, << 0. Le type spectral maximal est défini de fagon unique, a une équivalence
prés. Nous n’utiliserons par la suite que le type spectral (maximal réduit) de Ur qui
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représente la plus grande des mesures spectrales associées aux fonctions de L?*(X)
d’intégrale nulle, que nous noterons encore o.

Remarque. Les propriétés d’ergodicité et de mélange sont en fait des propriétés du
type spectral du systéme. L’ergodicité signifie que le type spectral du systéme n’a
pas de masse en 0, le mélange est équivalent a lim,, ., o(n) = 0.

Enfin, on peut établir une décomposition spectrale de L?(X) sous la forme
LZ(X) = @n>0[Ur, fn] ol les mesures spectrales associées aux f,, o, vérifient o, <<
On-1, €t 01 est le type spectral maximal de Up. Soit B,, € B tel que o, ~ 1p, 01,
alors la fonction de multiplicité du systéme est définie oj-presque partout sur [0, 1]
parm=> { lg,.

L’opérateur Ur est alors déterminé par o et m. Nous dirons que Ur admet un
spectre simple si m = 1.

Les produits croisés.

Definition. Soit 7" une rotation ergodique sur un groupe compact (X, B, ;1) muni de
sa mesure de Haar normalisée, et (G,G, m) un groupe abélien compact muni aussi
de sa mesure de Haar. On considére une application mesurable ¢ de X a valeurs
dans G (qu’on appelle cocycle) ; alors la transformation associée a ¢ au dessus de T,
appelée produit croisé, est la transformation Ty sur X x G définie par

Ty(w,9) = (Tw, g+ ¢(x)).
(X xG,B®G,n®@m,T,) définit alors un nouveau systéme dynamique mesurable.
On étudie maintenant 'opérateur de L*(X x G) , Ur,, associé¢ a Ty. Comme G est

compact, son groupe dual G est discret, et on peut décomposer L?(X x G) sous la
forme L*(X x G) = @, gLy, avec L, = {f(z)x(y) , f € L*(X)}. Chaque L, est
invariant par Ur,, et la restriction de celui-ci & L, est nnitairement équivalente a
lopérateur sur L?(X) , V,, défini par V, f = y o ¢.f o T. L’étude spectrale de Ur,
se raméne alors & I'étude de la famille (V) a-

Plusieurs résultats concernant ces transformations ont été établis. En particulier
H. Helson a montré dans [6] que le type spectral de V, est soit discret, soit continu
et purement singulier (i.e. étranger a la mesure de Lebesgue), soit équivalent a la
mesure de Lebesgue, et que la fonction de multiplicité est constante. Ceci simplifie
significativement I’étude de ces systémes.

Etude de la multiplicité spectrale dans le cas G =R/Z =T.

Un autre résultat([11]) prouve la simplicité spectrale générique de ces produits
croisés. Au contraire dans le cas ot T' est une rotation irrationnelle sur X = T, [7]
démontre que le type spectral est égal & la mesure de Lebesgue dés que ¢ est une
fonction suffisamment réguliére, et dont 'intégrale de la dérivée est non nulle. Ceci
entraine la multiplicité infinie de Ur,. En fait, pratiquement aucun résultat sur la
multiplicité des opérateurs V,, n’est connu, sauf dans les cas simples (si ¢(z) = z, la
multiplicité vaut n avec x(x) = ™).
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Un premier travail (|5]) a porté sur I'étude de cette multiplicité spectrale en
fonction de la régularité du cocycle : j’ai pu établir les théorémes suivants
Théoréme 1 Soit o un nombre irrationnel de [0, 1], et ¢ une fonction & variation
bornée de [0,1] dans R, alors la multiplicité spectrale de l'opérateur V' défini sur
L*(T) par V f(x) = e*™@ f(x + ) est finie, majorée par max(2, 2?WV(LT(Q&)) :
Théoréme 2 Soit o un nombre irrationnel de [0,1],¢ une fonction absolument
continue de [0,1] dans R et § = fol @' (t)dt. La multiplicité spectrale de 'opérateur
V' est finie, strictement inférieure a |B|+ 1 si B est non nul. Si 5 =0, le spectre est
simple.

Nous pouvons remarquer que la seconde majoration est optimale dans les cas
connus.

La preuve repose sur un corollaire du lemme de Chacon, qui permet de majorer la
multiplicité spectrale en fonction de I'"“espace” occupé par une suite de sous-espaces
cycliques H,, = [V, f,] dans L*(X).

Corollaire (/2]) S’il existe une suite de sous-espaces fermés cycliques (Hy,)nen €t
0 < ¢ < 1 tels que pour toute fonction f € L*(X) normeée, nEde2 (f,H,) <1-—c¢,

1
alors V est de multiplicité finie m < —.

Nous savons construire pour la roqcation Tr =+ «a pour x € T, des suites de
sous-espaces cycliques qui satisfont le corollaire précédent : soit (g,) la suite des
dénominateurs de la fraction continue de «a, et a,, = min {|g,a — p|,p € N}. Alors
(79 [0, an[)o<j<qn,, est un ensemble d’intervalles deux a deux disjoints (c’est une
tour), dont la mesure totale converge vers A > 1/2 (quitte a prendre une sous-suite).
Comme «, tend vers 0, toute fonction normée f € L? vérifie ||f1uTj 0,an] — 7rnf||2 —
0, ou 7, est le projecteur orthogonal sur I'espace engendré par les 17, pour 0 < j
< Gni1- Soit f, = Ljg.an[/+/an; on a donc Uinégalité d2 (f, [Ur, fu]) > | 13— I7af]l3-
Comme |7, f|ly ~ || fluziB, ||, il suffit de montrer la convergence de || f1rip, ||, vers
A fll2 : c’est un résultat sur I'indépendance asymptotique des tours de la rotation.
La suite d’espaces cycliques [Ur, f,,] satisfait alors la condition du corollaire avec
c = A\, et le corollaire suffit & montrer la simplicité spectrale pour 7.

L’idée suivante consiste a considérer les espaces cycliques |V, f,|, pour vérifier la
validité du corollaire. Comme pour la rotation on se restreint, a n fixé, au sous-espace
H,, engendré par les fonctions f,, pour 0 < j < @,41, et on cherche & minorer la norme
de la projection sur H,, d’une fonction normée. Les expressions obtenues permettent
de calculer explicitement cette borne dans le cas d'un cocycle affine ¢(x) = fz. Le
cas absolument continu se fait en deux parties : on montre d’abord, en utilisant le
théoréme ergodique ponctuel, la simplicité spectrale de V' quand fol ¢'dp =0 (¢ est
de degré 0). Dans le cas d'un cocycle de degré non nul, on décompose celui-ci en
une somme d’un cocycle affine et d’un cocycle de degré 0, ce qui permet d’obtenir la
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méme majoration que pour le cas affine. Enfin pour un cocycle a variation bornée,
le calcul se fait directement, moins finement que dans les cas précédents.
Etude du type spectral dans le cas G = {0, 1}.

Ce cas est particuliérement intéressant si on étudie des systémes a multiplicité 1 :
en effet I'étude spectrale de Ur, est réduite a celle de I'opérateur Ur dont le spectre
est simple et discret, et de I'opérateur V de L?(X) défini par V f = e™f o T. Dés
que V' admet un spectre simple et continu, Uz, a pour multiplicité 1, et son type
spectral est la somme des types spectraux de Ur et V. Dans le cadre d’un probléme
classique sur I'existence de transformations a spectre de Lebesgue simple, nous nous
intéressons a une sous-question portant sur l'existence de systémes de multiplicité
1, avec un type spectral a composante de Lebesgue. Nous allons utiliser ici une
méthode permettant d’exprimer la mesure spectrale de V' associée a 1, a partir d’une
construction de 7" de fagon récurrente : comme nous savons que le type spectral
est soit purement singulier, soit égal & la mesure de Lebesgue, une seule mesure
spectrale permet de donner la nature du type spectral. Etant donnée une suite
d’entiers (pn)n>0, €t hpi1 = Prhn(ho = 1), nous considérons 7' comme la rotation
de 1 sur le groupe compact des entiers hy,-adiques, X = {z = > . zph,, 0 <z, <
Pn}, muni de sa mesure de Haar 2 (le systéme est appelé odométre). Notons By = X
et B, ={r € X, 9 = .. = x,_1 = 0}, nous obtenons ainsi une suite de partitions
(TB,, 0 < j < h,) qui convergent vers la partition ponctuelle, et qui représente
l'action de T sur X (c’est une suite de tours pour T'). Nous construisons sur ces tours,
des cocycles que nous appelons cocycles de Morse, a valeurs dans {0, 1}, et qui sont
constants sur chacun des TV B,,, pour 0 < j < h,, — 1. Les produits gauches obtenus
(qu’on appelle extensions de Morse) correspondent aux transformations provenant
des suites de Morses généralisées de [8]. J'ai alors établi le résultat suivant ([4])
Théoréme 3 [l existe un cocycle de Morse avec un spectre de Lebesgue simple, et
donc une extension de Morse admettant un spectre simple avec une composante de
Lebesqgue, si et seulement si il existe une suite de polynémes trigonométriques

pn—1

P,(z) = Z en(§)e*™*  sur T

J=0

ot pp, > 2 et £,(j) = £1 pour 0 < j < p, et telle que || Py, /\/Dn converge vers 1.
Corollaire Si (p,) contient une sous-suite bornée, alors les extensions de Morse
associées admettent un type spectral purement singulier.

La preuve repose sur une expression explicite de la mesure spectrale, obtenue
par une méthode utilisée dans [3| pour les transformations de rang 1.

Remarquons d’abord que B, = ug”*ITjhanH; comme ¢ est constant sur les
T’B, pour 0 < j < h, — 1, en notant f,, = 1g,/+/p (B,), nous obtenons la relation
de récurrence f, = \/Lp_n Zg"_l en(7)V I (fui1) , ot les £,(5) sont des coefficients
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a valeurs 1, définis par les valeurs de ¢ sur la tour d’indice n. En posant P,(z) =
\/% S Pt e, (j)e ¥ nous obtenons Végalité of, = |P,|* oy, ,,. Par suite nous
établissons que la mesure spectrale associée a fo = 1 est égale a la limite vague
des mesures Hév |P,|> A quand N tend vers l'infini (qu’on appelle produit de Riesz
genéralisé). La condition du théoréme vient d’une condition de singularité pour ces
produits de Riesz généralisés donnée par J. Bourgain dans [1], énoncée de fagon plus

précise dans [9] : une telle mesure est purement singuliére si et seulement si nous
= 0.

1

En utilisant la bonne répartition des fréquences des polynomes P,,, nous simpli-

fions le critére précédent en le remplacant par une condition sur la limite des || P, ||,
ce qui conduit au théoréme.

. N
avons limy_, s HHO P,
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Difféeomorphismes hyperboliques des surfaces compactes
et combinatoire des partitions de Markov

Emmanuelle Jeandenans

Ce travail contribue a I’étude des systémes dynamiques hyperboliques des sur-
faces compactes. Plus précisément, on s’intéresse aux difféomorphismes de surfaces
compactes qui préservent l'orientation et vérifient ['aziome A et la condition de
transversalité forte. L'axiome A dit que l’ensemble des points non-errants Q(f) est
hyperbolique et égal a I’adhérence de I'ensemble des points périodiques, et pour tout
couple (z,y) d’éléments de €(f) , la tranversalité forte interdit toute tangence entre
la variété stable de x et la variété instable de y (cf. par exemple |5] et [7]).

Un theoréme classique de systémes dynamiques (Anosov, Moser, Palis et Smale,
Robbin, Robinson pour le sens direct ; Mafie pour la réciproque) justifie qu’on s’in-
téresse a cette classe d’applications : il établit I’équivalence entre les deux propriétés
d’axiome A et de transversalité forte et la stabilité C'-structurelle d’'un difféomor-
phisme f de la surface S qui les vérifie. Sur la surface S, I'union de toutes les variétés
stables et instables issues des points non-errants dessinent une sorte de “toile” ir-
réguliére (au sens ou certains “fils” sont isolés d’un coté), dont Poincaré, en 1899,
avait eu I'intuition (mais la complexité de la figure 'avait rapidement effrayé) [6]. Le
bord des “trous” de cette “toile” (ou, si I'on préfére, le contour du dessin), i.e. I'union
des variétés invariantes transversalement isolées (d'un coté au moins) de 'ensemble
non-errant Q(f) , joue un role important dans 1'organisation du tracé. D’aprés un
théoréme de Newhouse et Palis [4], cette union est I'union d’'un nombre fini de va-
rietés invariantes toutes issues de points périodiques. Nous les appellerons variétés
invariantes bords et points périodiques bords.

Le premier résultat présenté ici est motivé par un théoréme de Thurston [2],
qui dit qu’un difftomorphisme d’une surface fermée de genre au moins 2 posséde,
dans sa classe d’isotopie (homotopie parmi les difféomorphismes), un représentant
particulier. Cet élément canonique, s’il n’est pas périodique et s’il ne préserve pas
un systéme fini de courbes simples fermées deux a deux disjointes dans la surface,
est pseudo-Anosov : il laisse invariants deux feuilletages transverses ayant méme
ensemble fini de singularités (qui sont des selles & au moins trois branches) et ad-
mettant chacun une mesure transverse invariante par holonomie, I'une contractée
et l'autre dilaté par la dynamique. On genéralise la definition d’homéomorphisme
pseudo-Anosov en notion d’homéomorphisme pseudo-Anosov avec points marqués
si I’on autorise des singularités a une branche, appelées épines.

On remarque naivement qu’en dehors des singularités, les feuilletages invariants
mesurés transverses d’un homéomorphisme pseudo-Anosov ressemblent fortement a
une structure hyperbolique. Pour suivre cette idée, considérons un difféomorphisme
fCl-structurellement stable en restriction a un “bon” voisinage d'une de ses piéces
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basiques : c’est un ouvert invariant et de topologie finie, appelé domaine, dont Bo-
natti et Langevin ont montré l'existence dans [1]. On montre alors que si le dessin
de ses variétés invariantes (bords) ne présente pas de “bigone” (formé d’un segment
stable et d’un segment instable) dont seules les extrémités sont des points de Q(f)
(nous appellerons ces bigones des impasses), f est le dérivé d’'un homéomorphisme
pseudo-Anosov : on retrouve f en “ouvrant” certaines des séparatrices issues des
singularités de ’homéomorphisme pseudo-Anosov de la classe d’isotopie de f [1]]3].
Théoréme 1 Soit f un difféomorphisme C'-structurellement stable, préservant
Uorientation, d’une surface compacte orientée S. Soient K une piéce basique et A(K)
son domaine. Supposons qu’il n’existe aucune impasse associée a K. Il existe alors
une surface compacte M, un homéomorphisme pseudo-Anosov avec points marqués
 de M et une application continue surjective m de A(K) dans M tels que

To flag) =¢om.

De plus, la semi-conjugaison 7 est injective sur les orbites périodiques sauf sur celles
de type bord (qui sont en nombre fini).

Le programme de recherche ot s’intégre ce travail avait pour but initial de com-
prendre d’un point de vue topologique les difféomorphismes C'-structurellement
stables des surfaces compactes afin, entre autre, de les classifier & conjugaison to-
pologique prés. Bonatti et Langevin ont construit un outil approprié a cette clas-
sification. Ce sont les partitions de Markov géométrisées : & la definition classique
de partition de Markov, on adjoint une donnée géométrique qui est le sens dans
lequel I'image d’un rectangle traverse un rectangle de la partition (de bas en haut
ou réciproquement). Bonatti et Langevin ont montré comment associer des parti-
tions de Markov géometrisées (dont les cotés des rectangles sont des segments de
variétés stables ou instables) a un diffeomorphisme C'-structurellement stable, et
prouvé que si deux tels diffeomorphismes admettaient une méme partition de Mar-
kov géomeétrisée, ils étaient topologiquement conjugués [1]. Mais a priori, autant
de difféomorphismes, autant de partitions! Il faut encore, pour conclure ce travail
de classification, définir une famille finie de partitions de Markov géométrisées mo-
déles et donner un algorithme fini permettant de passer d’une partition quelconque
décrivant un difféomorphisme donné a une partition de la famille de modéles.

Le probléme de la synthése étudié ici est le suivant : si 'on se donne une par-
tition de Markov géométrisée, a quelle(s) condition(s) correspond-elle a un difféo-
morphisme C'-structurellement stable d’une surface compacte (on dira dans ce cas
qu’elle est réalisable) 7 Une surface compacte est nécessairement de genre fini donc
le genre minimal d’une surface contenant une partition réalisable et tous ses itérés
doit étre fini. Précisons cette condition nécessaire a la réalisabilité. Etant donnée une
partition de Markov géométrisée T' & n rectangles et d’application ¢, on construit
une suite de surfaces compactes a bord en collant, par la dynamique, un nombre
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croissant de copies de 'union des rectangles de la partition sur les n rectangles ini-
tlaux : R = UR; C Ry C --- C Ry, --- est égale a [[", R x {i} quotienté par
(x,i) = (¢~ 1(x),7 + 1). Soit g,, le genre de la surface R,,. Si la partition de Markov
géométrisée T' est réalisable, la suite (g,,)ne doit pas tendre vers 400 mais se stabi-
liser au bout d’un nombre fini de collages (a préciser en fonction de n). On appellera
la limite (finie ou non) de (g,,) le genre de la partition de Markov géométrisée T

® ®

@ S,  point périodique

S 7 51,5

S

point périodique

Figure 1: Les trois obstructions.

Une premiére étape pour répondre a la question donne une caractérisation des
partitions de Markov géométrisées de genre fini, grace a trois dessins topologiques
(les obstructions, cf. la figure 1) qui ne doivent pas exister dans la surface R, [1]
[3].

Théoréme 2 Soit T une partition de Markov géométrisée a n rectangles. On a
équivalence entre

1. T est de genre fini, égal au genre de Ry, ;
2. Ren ne présente aucune des trois obstructions.

Une étude plus particuliére des partitions a un rectangle donne que leur genre,
s’il est fini, est nul, et on peut généraliser cette estimation en majorant strictement
le genre d’une partition a n rectangles, s’il est fini, par n(2n — 1).

En résumé, nous avons vu qu’une partition de Markov géométrisée a n rectangles,
si elle est réalisable, est de genre fini, ce qui équivaut a dire que la surface compacte a
bord Rg,, ne présente aucune des trois obstructions. Le résultat suivant apporte un
élément de réponse au sens qui manque pour conclure (de genre fini = réalisable)
[1] [3]

Proposition Il n’y a pas d’obstruction topologique a ce qu’une partition de Markowv
de genre fini soit réalisable.
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Pour montrer ceci, on construit une surface compacte sans bord M contenant
la partition et tous ses itérés par la dynamique, i.e. toutes les surfaces R,,Vm € Z,
et un homéomorphisme de M qui prolonge la dynamique de la partition de Markov
et qui posséde seulement un nombre fini de points périodiques, tous attracteurs ou
répulseurs hyperboliques, en dehors des rectangles initiaux de la partition. L’étude
serait compléte si cet homéomorphisme était un difféomorphisme ; on peut conjectu-
rer que le résultat persiste dans ce cas, le trou actuel dans la démonstration étant le
controle de ’hyperbolicité aux points périodiques situés sur le bord des rectangles.
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Problémes de descente galoisienne
Sylvie Monier-Derviaus

Un probléme naturel de théorie de Galois classique est le suivant.
Probléme de l’extension incompléte : Soit £/K une extension galoisienne.
Si L/K est une sous-extension galoisienne de F /K, existe t-il une sous-extension
galoisienne M/K de E/K telle que LNM =K et E=LM?

On montre aisément que cette question n’est qu'un cas particulier du plus général
probléme de la descente galoisienne : Soit E/K une extension galoisienne. Etant
donnée une extension algébrique K/.J, existe-t-il un sous-corps D C E, galoisien sur
Jytelque DNK =Jet E=DK?

Dans ce cas, on dira que l'extension D/J est “descendue” de E/K (en abrégé
(D/J) =desc;(E/K)) ou que E/K est “descendable sur J” ((E/K)descy).

On résout positivement le probléme de 'extension incompléte pour une sous-
extension cyclique de degré p™ d’une p-extension homocyclique d’exposant p™ (c.f.
Prop.1). Pour une généralisation, on se heurte au manque de critére d’existence
d’un complément facteur direct a un sous-groupe donné. Lorsque I'on impose des
conditions arithmétiques sur les degrés des extensions considérées, on dispose d’un
théoréme de Zassenhaus qui induit 'argument de théorie des groupes de l'objet
principal de ce travail (autre cas particulier du probléme de la descente galoisienne) :

Probléme de la descente cyclotomique : Soit p un nombre premier impair.
Soient K un corps de caractéristique différente de p contenant le groupe g, des
racines p-iémes de l'unité, et J C K un sous-corps de K ne contenant pas fi, :
J N, = {1}. Sil’on se donne une p-extension galoisienne £/ K, est-elle descendable
sur J : (E/K)descy?

Dans [1], G. Brattstrom répond affirmativement pour tout p premier impair,
K = J(ppy) et E/K une p-extension galoisienne non abélienne de degré p*. On
généralise ici ce résultat au cas d’une p-extension galoisienne quelconque E/K de la
faA§on suivante. On réduit d’abord la difficulté, en termes d’existence de descendues,
en quotientant le groupe de Galois de F/K par son sous-groupe de Frattini, ce qui
permet de se ramener au cas d'une p-extension homocyclique d’exposant p. On
ajoute ensuite une classe de cohomologie au probléeme de descente, et 1’on résout un
probléme de plongement non kummérien au moyen de la descente dune solution du
probléme translaté fournie par les théorémes de Massy |6, 7.

Enfin, pour une extension de base E/J galoisienne finie de degré quelconque, on
montre, modulo une hypothése de descente, que I'obstruction a ce qu’'un corps N, de
degré p sur E, soit galoisien sur J, se concentre uniquement sur une p-sous-extension
de E/J. On reformule ainsi un résultat récent de [4].
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Nous nous limitons dans ce texte & des extensions finies.
Enoncé des résultats

Un critére général d’existence de descendues est le suivant.
Lemme 1 Soient E/K et K/J deux extensions galoisiennes.
Les conditions suivantes sont alors équivalentes :
(1) L’extension E/K est descendable sur J
(2) L’extension E/J est galoisienne, et le groupe I := Gal(E/K) admet un complé-
ment facteur direct dans Gal(E/K).
1. Probléme de ’extension incompléte
Lemme 2 Le probleme de [’extension incompléte est équivalent a la question de
Vezistence d’un complément facteur direct de Gal(E/L) dans Gal(E/K). Il est
aussi équivalent a la question de savoir si E/L est descendable sur K.

Sans les conditions arithmétiques du théoréme de Zassenhaus, on connait peu de

critéres d’existence de complément facteur direct. Soit G un p-groupe homocyclique
d’exposant p”, c’est a dire produit direct de groupes cycliques du méme ordre p”.
Tout sous-groupe H de G tel que le quotient G/ H soit cyclique d’ordre p™ est facteur
direct dans G.
Proposition 1 Soit E/K une p-extension galoisienne de groupe de Galois homocy-
clique d’exposant p™. Pour toute sous-extension cyclique, de degré p", L/ K de F/K,
il existe une sous-extension galoisienne K de E/K telle que LOM = K et E = LM.
2. Probléme de la descente cyclotomique

Ici, les degrés [E : K| et [K : J] sont premiers entre eux, et l'on dispose, pour
les groupes, d’'un résultat profond d’existence de complément par le théoréeme de
Zassenhaus (c.f. [4]; p.126(127),18.1(18.2)). Il fournit directement une condition
nécessaire et suffisante d’existence de descendues dans le cas abélien.

Proposition 2 Soient K/J et E/K deuz extensions abéliennes de degrés premiers
entre eux. L’extension E/K admet une descendue parallélement a K/J si et seule-
ment si ['extension E/J est abélienne.

Dans le cas non nécessairement abélien, on réduit la difficulté en quotientant le
groupe donné par son sous-groupe de Frattini ®(). On en déduit le critére suivant.
Théoréme 1 [8] Soient p un nombre premier impair et K/J une extension galoi-
sienne finie telle que p ne divise pas le degré [K : J]. Soit E/K une p-extension
galoisienne de groupe I' := Gal(E/K).

(1) Pour que E/K admette une descendue D/ J, il faut et il suffit que les deux
conditions suivantes soient vérifiées :

(1.1) L’extension E/J est galoisienne

(1.2) L’extension E*® /K admet une descendue F/J, ou E*T) désigne le corps
des 1nvariants dans E du sous-groupe de Frattini de I'.

(2) Lorsqu’ elle existe, la descendue est unique. Précisément, supposons que E /K
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admette une descendue D/J. Le sous-groupe F' de Gal(E/J) admet un unique com-
plément V. Ce complément V est facteur direct, et l'on a D = EV.

Le probléme de I'obtention de formules pour la construction des p-extensions
galoisiennes fut initié par Witt [10] en 1936. Répondant a une question de Serre |9,
R. Massy [6, 7] a traité en général du probléme de plongement a noyau d’ordre p des
p-extensions kummériennes. On veut maintenant résoudre le méme probléme pour
une p-extension L/J, encore abélienne, mais dont le corps de base ne contient plus
cette fois les racines p-iémes de 'unité : J Ny, = {1}. Une méthode consiste a déci-
der si le probléme translaté pour (L () /J (14,)) admet ou non des solutions, puis a
descendre 'une d’entre elles lorsqu’elle existe. Le théoréme 1 s’appliquant a I'exten-
sion cyclotomique (K = J (p,)) /J, on se raméne au cas ou le groupe Gal(L/J) est
d’exposant p. Le théoréme suivant construit alors explicitement une solution d’un
probléme de plongement non kummeérien en termes d’une solution du probléme
translaté.

Théoréme 2 Soit E/ (K = J (p,)) une p-extension homocyclique d’exposant p de
groupe I' := Gal(E/K). Supposons Uestension E/J abélienne et soit (L/J) =
desc;(E/K) (c.f. Prop.2). Notons :

- I, le corps a p éléments,

- (p une racine primitive p-ieéme de l'unité : pu, =< ¢, >,

-d:=[K: J],

- Nor(K, E) := {:(: € EX /¥y e T2 ¢ EXP},

-V = Gal(E/L) l'unique complément de F' dans Gal(E/J) (c.f.Th.1(2)),

- i(v) Uentier de F? tel que v ((y) = G e V),

- gp/1 Uendomorphisme de Nor(K, E) défini par gg/1(.) = [Tep v (1)@,

- Nor(J,K,E, L) := {z € Nor(K, E)/gg/(z) = 2 mod E*?}.

(1) Un corps D, de degré p sur L, est galoisien sur J si et seulement s’il existe un
élément x dans Nor(J, K, E,L) — E*? tel que D C N := FE (:L’l/p).

(2) Supposons qu’il existe un corps D vérifiant les conditions du (1). Alors pour tout
x € Nor(J,K,E,L) — E*? tel que D C N := E (2'/7),0n a

(D/L) =desc(N/E),(D/J) = desc;(N/K).

De plus, pour l'unique complément V' de Gal(N/K) dans Gal(N/J), la trace d’une
racine p-iéme quelconque, mais fizée, '/ de x fournit un élément primitif de D sur

L:
D=L (Z v’ (21/P) )

v'ev’
(3) ge/L(Nor(K,E)) € Nor(J, K, E, L).
(4) Un probleme de plongement (L/J,€) (¢ € H? (I, F,)) est résoluble si et seulement
si le probleme translaté (E/K,e) est résoluble (cf.[2], [3]).
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(5) Tout probléme résoluble (E/K, E) admet une solution N/K telle que ’extension
N/J soit galoisienne. Précisément, toute solution E (z'/?) /K de (E/K,€) induit la
solution N := E(X)/K, X? = gg/t(x)?", pour laquelle N/.J est galoisienne.

(6) Supposons le probleme (L/J, €) résoluble. Dans les notations du (5), soit (D/J) :=
desc;(N/K) (c.f.(2)). Identifions Gal(D/L) a4 Gal(N/E) par la restriction a D, et
Gal(N/E) a F, par le choiz d’un élément X. Alors la descendue D/J de N/K est
une solution du probléme de plongement (L/J,¢).

Scholie. Grace aux éléments © € Nor(K, E) des formules de [7], on obtient, par
le (2) précédent, un élément primitif sur L, explicite, des solutions des problémes
non kummériens (L/J, ¢).

On peut maintenant aborder le probléme de théorie de Galois suivant : comment
étendre par une extension de degré premier une extension galoisienne finie de degré
quelconque, disons £/J 7 On montre, modulo une hypothése de descente, que tous les
corps N, de degré p sur E galoisiens sur .J, admettent un élément primitif s’exprimant
en termes d'un endomorphisme de EX, que nous appelons “opérateur galoisien”.
Théoréme 3 La situation est celle du théoréme 1. Supposons que l’extension E /K
soit descendable sur J, de descendue desc;(E/K) = (L/J), et que le corps E
contienne le groupe p,. Notons V := Gal(E/L) lunique complément de I' dans
Gal(E/J) (c.f.Th.1(2)). Alors, un corps N de degré p sur E est galoisien sur J

si et seulement s’il existe un homomorphisme f € Hom (V, IF;) et un élément

x € Nor(K, E) tels que
1/p
N=F ((gé/L@)) ) ;

ot gé/L est l'opérateur galdisien défini par

g]’;/L B — EX
x—> g};/L(x) = H v ()@,
veV

De plus, f est déterminé de maniére unique par la condition
v(z) = /) mod E*P(v € V).

Ce résultat montre que l'obstruction a ce qu’un corps N soit galoisien sur J
réside uniquement dans la p-sous-extension E/K de E/J. En effet, une fois obtenu
un x dans Nor(K, E), un générateur de N comme extension galoisienne de J est
fourni mécaniquement par 'opérateur galoisien g]J; L
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Singularités normales d’équations z* — f(z,y) =0
Anne Pichon

Soit f : C",0 — C,0 un germe de fonction analytique a singularité isolée en
l'origine de C™. Dans 6], J. Milnor démontre que pour € > 0 suffisamment petit, le
germe d’hypersurface f~!(0) intersecte la 2n — l-sphére S?"~! en une sous-variété
différentiable close de dimension 2n — 3. Cette sous-vaxiété de S?" !, notée K
s’appelle I'entrelacs algébrique associé a f. On appelle type topologique de f la classe
d’isotopie de P'entrelacs K; dans S?*~1. D’autre part. on appelle bord du germe f la
classe de diffecomorphisme de la variété abstraite f~1(0) N S2"~1.

Si la topologie des germes analytiques de courbes planes (i.e. f: C?,0 — C,0)
a déja dévoilé ses secrets, en revanche, nombre de questions concernant la topologie
des germes analytiques de surfaces complexes (i,e. f : C30 — C, 0) restent
ouvertes. Parmi elles, nous nous intéressons a I’étude topologique des singularités
normales de surfaces complexes d’équations z¥ — f(z,y) = 0, ou f : C2,0 — C,0
désigne un germe réduit et k£ un entier > 2. Plus précisément, nous allons comparer
la topologie du bord du germe analytique z* — f(z, %) et le type topologique de f.

Le point de départ de nos recherches est article [4], dans lequel H. Laufer étudie
les singularités 22 — f(x,y) . Il démontre notamment un théoréme de finitude dont
nous donnons ici un énoncé topologique :
Théoréme ([4], 5.10) Soit M une variéte différentiable de dimension trois. Il existe
a type topologique prés un nombre fini (éventuellement nul) de germes analytiques
réduits f : C?,0 — C, 0 tels que le bord du germe analytique 2> — f(x, y) soit homéo-
morphe a M. De plus, il existe un algorithme qui permet d’en dresser explicitement
la liste.

Nous obtenons le résultat suivant :

Ihéoréme 1 Soit M une wvariété différentiable de dimension trois, et soit k un
entier > 3. Il existe a type topologique prés un nombre fini (éventuellement nul) de
germes analytiques réduits f : C2,0 — C, 0 tels que le bord L’} du germe analytique
2% — f(x,y) soit homéomorphe a M. De plus, il existe un algorithme qui permet d’en

dresser la liste.

Ce résultat est ’analogue du théoréme de finitude de H. Laufer pour les germes
2% — f(x,y) , ot k est un entier fixé > 3. Cependant, notre démarche est tout a fait
différente de la sienne. En effet, 'étude de H. Laufer, qui s’appuie sur le procédé
de résolution de Zariski, et son éventuelle généralisation a k& > 3 par le procédé de
résolution d’Hirzebruch-Jung, privilégie des méthodes de géométrie analytique, alors
que le probléme de finitude est de nature essentiellement topologique. C’est pourquoi
nous prenons un point de vue trés différent en mettant en évidence la topologie de
la situation.
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Nous démontrons ce théoréme de finitude a partir des résultats d’une étude
topologique de la 3-variété L’} dont voici les principales articulations :

Nous montrons qu’il existe un revétement cyclique a k feuillets R : L’; — S?
totalement ramifié au dessus de ’entrelacs algébrique K.

Dans [5], les auteurs décrivent la décomposition minimale de Waldhausen de S?
dont K est réunion de fibres de Seifert en fonction de I’arbre de résolution minimale
de f. Soit T sa famille séparatrice de tores.

Cette décomposition de Waldhausen de S? se reléve via R en une décomposition
de Waldhausen de L% de la fagon suivante : la famille séparatrice est 7" = R™'(T)
, et les fibres de Seifert de L’}\T’ sont les images réciproques par R des fibres de
Seifert de S*\T'. Nous décrivons explicitement cette décomposition de Waldhausen
de L’Ji en fonction de k et de I'arbre de résolution minimale de f. De plus, nous
remarquons qu’il s’agit de la décomposition minimale de L} dont K’ = R™'(K}) est
réunion disjointe de fibres de Seifert.

Ce qui achéve I’étude topologique préliminaire.

Il devient alors naturel d’organiser la démonstration du théoréme 1 comme suit :
nous nous donnons une variété de Waldhausen M, et un entier k, et nous déterminons
les éventuels germes f : C2,0 — C,0 tels que L’} =~ M'. L’étape essentielle est de
localiser 'entrelacs R™'(K) dans M’. Apparait alors la difficulté principale : si la
famille de tores 1" est la famille séparatrice minimale de L’}\K’, en revanche il n’en
est pas nécessairement de méme pour la variété L’} (autrement dit, K’ n’est pas
nécessairement réunion de fibres de Seifert de la décomposition minimale de M). En
effet certaines composantes de L’}\T’ pourraient étre des tores pleins ou des tores
épaissis !

Mais nous assistons a un miracle :

Miracle : En dehors d’une petite liste d’exceptions, qui apparaissent pour k = 2, la
variété de Waldhausen L’} est réduite, et T' est sa famille séparatrice minimale.

C’est pourquoi, le théoréme 1 ne concerne que les entiers & > 3 : dans ce cas, K’
est réunion de fibres de Seifert de la décomposition minimale de M’.

La technique développée au cours de I’étude topologique préliminaire a d’autres

applications que le théoréme de finitude. En voici quelques unes :

1) Via la théorie de Plumbing Calculus de W. Neumann (voir |7|), nous donnons
une méthode rapide et explicite pour obtenir le graphe de la résolution minimale
des singularités 2* — f(x,y) = 0 ot f est un germe réduit et k& un entier > 2.

2) Nous donnons une démonstration topologique trés rapide du theoréme d’Abhyan-
kar suivant :
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Théoréme ([1]) Soit f : C*,0 — C,0 un germe réduit de courbe plane. Alors la
singularité de surface d’équation 2* — f(z, y) = 0 est quasi-rationnelle pour tout
entier k > 1 si et seulement si f est le germe lisse ou le germe quadratique ordinaire.

De plus, nous améliorons ce résultat en remplacant la condition “pour tout £ > 17
par “pour tout £ > 1 sauf un nombre fini arbitrairement grand”.

3) Nous montrons que les torsades de la monodromie associée a un germe de fonction
holomorphe en un point p d’une surface complexe normale Z sont toutes de signe
négatif. Dans le cas d’une fibration de Milnor, ce résultat est di a P. Du Bois et
F. Michel (|2]), et indépendamment & D. Eisenbud et W. Neumann (|3]). Mais a
notre connaissance, ce résultat est nouveau pour une fibration de Lé qui n’est pas
de Milnor, c’est-a-dire quand le point p n’est pas un point lisse de Z.
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Résolutions universelles pour des problémes NP-complets.
Natacha Portier

Considérons une structure, c’est-a-dire un ensemble M | un nombre fini de fonc-
tions f; de M™ dans M, ou n; est un entier, et un nombre fini de relations r;,
ou 7; est un sous-ensemble de M™s et m; un entier. On s’intéresse aux ensembles
définissables par cette structure.

Par exemple, la structure standard a pour ensemble celui des booléens, i.e. {0; 1},
pour fonctions la conjonction booléenne A et la negation booléenne —, et pour rela-
tion I’égalité {(0;0); (1; 1)} tous les sous-ensembles de {0; 1}" sont définissables pour
la structure standard. Un autre exemple est la structure des réels : ’ensemble est R,
les fonctions sont ’addition, la soustraction et la multiplication, et les relations sont
la relation d’ordre < et 1’égalité. Les ensembles définissables dans cette structure
sont les ensembles semi-algébriques qu’étudie la géométrie algébrique réelle.

Définition : Un probléme X sur M est un ensemble de mots sur M, ¢’est-a-dire un
ensemble de suites finies d’eléments de M.

On étudie la question suivante :
Question : Etant donnés un mot T et un probléme X, pouvons-nous savoir si
T € X 7 Et si oui, combien de temps faut-il pour obtenir la réponse ?

Prenons un exemple : soit X, ’ensemble des mots (aq, ..., a,) sur R tels que le
polynome ag + a1 X + ... + a, X" admette une racine réelle. Si @ = (aq, ..., a,) , se
demander si @ € X, c’est se demander si le polyndme ag+a; X + ...+ a, X" admet
une racine réelle.

Définition : Un probléeme X sur M est Py, i.e. polynomial pour la structure M, si
la question T € X peut étre décidée en temps polynomial.

Le temps représente le nombre d’opérations (calcul de fonction ou test d’appar-
tenance a une relation) a effectuer pour obtenir la réponse. Il est polynomial s’il est
borné par un polyndéme de la longueur du mot z. A priori, un algorithme polynomial
est plus rapide qu’un algorithme exponentiel. En pratique, ce n’est pas toujours le
cas en raison de la taille des constantes.

Définition : Un probleme X sur M est N Py s’il existe un probléme Y, qui est Py,
et tel que T € X si et seulement s’il existe un mot ¥ pas trop long et yz € Y. Plus
précisément, il existe un polynéme qui borne la taille de 7 en fonction de celle de 7.
Y est appelée résolution associée a X, et ¥ est une solution pour 7.

Si nous reprenons ’exemple précédent, nous pouvons montrer que X, est N Py;.
Soit Yy 'ensemble des ba tels que b soit racine du polynéome ag+ a1 X + ...+ a, X™.
Nous avons : @ € X si et seulement si ap+a; X +...+a, X" a une racine réelle, c’est-
a-dire si et seulement s’il existe b tel que ba € Y. D’autre part, vérifier si ba € Y
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ne nécessite que le calcul de ag + a1b+ ...+ a,b", c’est-a-dire 2n — 1 multiplications
et n additions, donc un temps 3n — 1, qui est bien polynomial en n. Donc Xj est
N Py;. Notons que ce probléme est aussi P, grace au théoréme de Sturm.

Un probléme X qui est Py, est NPy;. En effet, il suffit de prendre par exemple
Y = X, et y est la suite vide. Qu’en est-il de la réciproque : tout probléme N Py,
est-il Py; 7 C’est la question Py; = N Py?, bien connue dans le cas standard. Nous
connaissons des structures pour lesquelles on peut répondre non a la question, mais
nous ne connaissons pas de structure, méme triviale, pour laquelle nous pourrions
répondre oui. C’est pour nous intéresser a cette question que nous allons définir les
problémes N Py/-complets. En effet, il faut et il suffit qu'un seul probléme N P,;-
complet soit, Py pour avoir 'égalité Py = N Pyy.

Définition : Un probleme X sur M est N Py;-complet s’il est N Py, et si pour tout
probléme X’ qui est NPy, et pour tout mot 2’ nous pouvons trouver rapidement
un mot 7 tel que 27 € X' si et seulement si T € X. Rapidement signifie en un
temps borné polynomialement par la taille de . Nous pouvons aussi écrire que X
est N Py-complet si tous les autres problémes N Py, peuvent étre réduits a X. Le
probléme X est alors plus compliqué que tous les autres problémes N P),.

Connaitre un probléme N Py;-complet et savoir le résoudre nous permet de ré-
pondre a la question T € X pour tout probléme X qui est NPy, et pour tout mot
T, mais cela ne nous permet pas de trouver les solutions 7 de . D’autre part, la
méthode généralement utilisée pour montrer qu'un probléme X est N Py-complet
est soit de réduire un probléme X’ déja connu et N Py;-complet & X, soit de réduire
tout probléme X'N Py, & X. Mais cela ne nous éclaire en rien sur la structure de X.
Pour ces deux raisons, la notion d’universalité va nous étre utile.

Définition : Soit X un probléme N P, et soit Y une résolution associée a X. Nous
dirons que Y est universelle si pour tout probléme X’ qui est NPy, il existe une
résolution Y’ associée & X' qui se reduit & Y : pour tout mot 2’/ on peut trouver
rapidement un mot T tel que 2/ € X’ si et seulement si T € X, et tel que les solutions
y’ de 2’ se déduisent des solutions 7 de T par projection.

Bien str, si la résolution Y est universelle, alors X est N Py;-complet. Nous avons
un théoréme structurel qui nous permet de montrer qu’une résolution est universelle,
et donc qu’un probléme est N Py;-complet :

Théoréme : La résolution Y est universelle si et seulement si :

(1.1) Pour chaque élément a de M, existe un mot bloc, dont les solutions donnent,
par projection, {a}.

(1.2) Pour chaque fonction f, il existe un mot blocy dont les solutions donnent, par
projection, {z122 ... xpy tels que y = f(x129...2,)}.

(1.8) Pour chaque relation r, il existe deux mots btoc, et btoc—, dont les solutions
donnent, par projection, respectivermnent :
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{z129 ... 2y tels que 129 ...xp €7 ety € MPUM™.0 et

{z129 ... 2y tels que 129 ... 2y €7 ety e M} UM 1.

(1.4) Il existe un mot bloc dont les solutions donnent, par projection {0,1}3 —
{(0;0;0)}

(2) 1l existe une fonction join calculable en temps polynomial qui & plusieurs mots
T1,Ta, ..., T, associe un mot dont les solutions sont les concaténés des solutions des
(3) il existe une fonction cpl, calculable en temps polynomial qui, & un mot T et &
deux suites d’indices i1, ...,0,, €t j1,...,Jn associe un mot dont les solutions sont
celles de T pour lesquelles les éléments d’indice 1y, et d’indice jJ, sont égaux.

Appliquons immédiatement ce théoréme a un exemple, qui nous permettra de
retrouver le résultat principal de [3], qui a inspiré notre travail. Nous nous plagons
dans la structure des réels R décrite plus haut. X est le probléme 4-FEAS, c’est-
a-dire I’ensemble des polynomes réels, a un nombre quelconque de variables, et de
degré total au plus quatre, qui ont une racine réelle. Nous lui associons la résolution
Y : yP appartient & Y si et seulement si P a n variables et ¥ = y; ...y, est une
racine de P. Montrons que Y est universelle.

(1.1) Pour chaque élement a de M, bloc, est “x — a”
(1.2) Pour l'addition, btocy est “xq + z3 — y”
Pour la soustraction, bloc_ est “x; — x9 — /"
Pour la multiplication, blocy est “xy X x9 —y
(1.3) Pour I'égalité, bloc— est “x1 —x5” et btoc— = est “txy —tzy—17. Dans ce dernier
cas, nous ne gardons que les variables x; et x5, et pas la variable .

Pour la relation d’ordre, bloc< est “xy — 1 — 27 et bloc—< est “t?xy — t?x9 — 17
Dans les deux cas, nous ne gardons que les variables x; et zs.

(1.4) bloc est “[x1(x1 — 1)]* + [z2(ze — D)]* + [z3(23 — V)P + [t — (21 — 1) (22 — 1)12 +
[t(zs — 1)]*".

(2) Pour la fonction join, il faut renommer les variables des polynomes de maniére
a ce qu’elles soient toutes différentes. Puis, nous ajoutons des variables pour n’avoir
plus que des équations de degré deux. Nous sommons alors leurs carrés. Nous obte-
nons bien une équation polynomiale de degré au plus quatre.

(3) Pour la fonction ¢pl, nous mettons le polynome sous la forme d’une somme de
carrés de polynomes de degré au plus deux, puis nous ajoutons a I’équation la somme
des (z;, — zj,)%

7

Il n’y a pas beaucoup de structures M pour lesquelles nous connaissions un
probléeme N Py;-complet. Dans certains cas, nous connaissons des problémes N Py;-
complets qui n’ont pas de résolution universelle.
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Invariants d’algébres a involution
Anne Quéguiner

Etant donnée une algébre A, on peut lui associer une forme quadratique de
fagon naturelle, en considérant lapplication z € A +— Tr(z?) . Cette forme est
un invariant de ’aJgébre, c’est-a-dire que deux algébres isomorphes ont des formes
traces isométriques. En tant que telle, elle a beaucoup été étudiée, en particulier
quand D'algébre A est un corps de nombres, i.e. une extension finie du corps des
nombres rationnels Q (cf. par exemple [1]).

On s’intéresse ici a la situation suivante : K est un corps de caractéristique
différente de 2, A est une algébre centrale simple sur K, et o est une involution
de A. On considére alors la forme quadratique T, : z € A — Trda(o(x)z) . On va
montrer comment son étude permet de définir des invariants de ['algébre a involution
(ct. [6]).

1 Notations et rappels
1.1 Algébres centrales simples

Grace au théoréme de Wedderburn, une algébre centrale simple A sur le corps
K est simplement une algébre de matrices A = M,.(D), a coefficients dans un corps
gauche (i.e. non nécessairement commutatif) D dont le centre est le corps K (cf.
par exemple |7]). Deux algébres centrales simples A et A’ sont dites similaires si
les corps gauches D et D’ qui leurs sont associés par le théoréme précédent sont
isomorphes. L’ensemble Br(K) des classes d’équivalences d’algébres centrales simples
pour cette relation s’appelle le groupe de Brauer de K ; il est muni naturellement
d’une structure de groupe, qui sera notée ici additivement, la loi étant induite par
le produit tensoriel des algébres.

On appelle corps de décomposition de A une extension F du corps K telle qu’il
existe un isomorphisme ¢ de A ®x F dans une algébre de matrices M,(F') . En
particulier, une cloture séparable K, de K est un corps de décomposition pour
toute algébre centrale simple sur K. La dimension de A sur son centre, dimg(A) =
dimp(A ®k F) , est donc touiours le carré d’un entier n qu’on appelle degré de
lalgébre A. Pour tout a € A, on définit la trace réduite et la norme réduite de a
par Trda(a) = Tr(¢(a ® 1)) et Nrda(a) = det(¢p(a ® 1)). Ces deux quantités sont
indépendantes du choix du corps de décomposition F' et de I'isomorphisme ¢.

1.2 Involutions

Une involution o de ’algébre A est par définition un anti-automorphisme d’ordre
2 de 'anneau A. On notera k le sous-corps de K fixé par o. Deux situations sont
possibles : si K = k, I'involution est en fait K-linéaire; on dit alors qu’elle est de
premiére espéce; dans le cas contraire, K est une extension quadratique de k, K =
k(y/«), et involution est dite de deuxiéme espéce.
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1.3 Cas décomposé

L’algébre A est dite décomposée quand elle est isomorphe a une algébre de ma-
trices A ~ M,,(K) . On connait alors les involutions de A. Elles correspondent aux
formes bilinéaires, symétriques ou anti-symétriques, et aux formes hermitiennes de
dimension n sur K.

De maniére plus précise, si o est une involution de premiére espéce de M, (K) ,
il existe une matrice B, symétrique ou anti-symétrique, telle que o est 'involution
adjointe a la forme définie par B, i.e. VM € M,.(K) , o(M) = B"'M'B, ou M!
désigne la transposée de M. Cette matrice B est déterminée par la donnée de o, a
multiplication par un scalaire pres.

Si maintenant ¢ est une involution de deuxiéme espéce de M, (K) , il existe une
matrice hermitienne H, telle que o est I'involution adjointe a la forme définie par H,
ie. VM € M,(K),o(M) = H='M'H, ot ~ désigne I'unique k-automorphisme non-
trivial de K. Cette matrice H est déterminée par la donnée de o, & multiplication
par un scalaire prés.

1.4 Formes traces

On considére 'application

T, : A — k
z — Trdy(o(z)x)

C’est une forme quadratique sur le corps k de dimension n? si I'involution est de
premiére espéce, et 2n? si elle est de deuxiéme espéce. On considére également la
restriction 7.7 de T, au sous-espace AT = {a € A,0(a) = a}. On cherche & étudier
les invariants de ces deux formes quadratiques, en tant qu’invariants de ’algébre a
involution.

1.5 Invariants de formes quadratiques

Soit ¢ une forme quadratique de dimension [ sur le corps k, et considérons une
diagonalisation quelconque < aq,..., a; > de ¢. Les invariants de ¢ que l'on va
utiliser par la suite sont définis comme suit (cf. par exemple [7]).

Si le corps k est formellement réel, i.e. peut étre muni d’une relation d’ordre, la
signature de ¢ est la différence entre le nombre de a; qui sont positifs et le nombre
de a; qui sont négatifs. C’est un entier, compris entre —[ et [, et de méme parité
que [. On peut également définir, de maniére analogue, la signature d’une forme
hermitienne & valeurs dans une extension quadratique du corps k.

Le déterminant de q est det(q) = ay...a; € k*/k*2

Enfin, I'invariant de Hasse de g est 3, _;;(ai, a;) € Bra(k) , ott Bra(k) désigne
la 2-partie du groupe de Brauer de k, et (a;, a;) la classe dans Br(k) de l'algébre de
quaternions (a;, a;) .
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2 Invariants de (A, o)
2.1 Signature d’une involution

L’étude des formes traces permet tout d’abord, quand le corps k est formellement
réel, i.e. peut étre muni d’une relation d’ordre, de définir la notion de signature d’'une
involution. Précisément, on donne la définition suivante [3, 4, 6] :

Definition 1 La signature de o est
{ sign (T,) si o est de premiére espéce;
sign(o) =

1 . . LN \
5sign (T,) si o est de deuxiéme espéce

Dans le cas des involutions de premiére espéce, cette définition est due a Lewis et
Tignol |3], tout comme la proposition qui suit. On définit bien ainsi une signature,
au sens habituel du terme. En particulier, on montre le résultat suivant :
Proposition 1 La signature de l'involution o est un entier, compris entre 0 et
deg(A), et de méme parité que le degré de A.

De plus, dans le cas décomposé, on a les résultats suivants :

Proposition 2 |Lewis et Tignol| 3] Si o est Uinvolution de M, (K) adjointe a la
forme bilinéaire symétrique B, alors la signature de sign(o) = | sign(B)|.
Proposition 3 [4][6] Si o est linvolution de M, (K) adjointe a la forme hermitienne
H, alors la signature de sign(o) = | sign(H)|.

Remarque : La forme bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) n’étant définie
qu’a un scalaire prés, la signature de B (resp. de H) n’est pas un invariant de o.
On ne peut se passer de la valeur absolue qui apparait dans les deux propositions
précédentes.

2.2 Déterminant d’une involution de premiére espéce

On suppose dorénavant que le degré de A est pair, n = 2m. Dans cette partie,
on suppose de plus que o est une involution de premiére espece.

La notion de déterminant d’une involution de premiére espéce remonte a des
travaux de Tits et Jacobson ; plus récemment, Knus, Parimala et Sridharan en ont
proposé une définition explicite [2]. L’étude des formes traces permet de donner une
nouvelle définition de cet invariant [5][6] :

Définition 2 Le déterminant de 'involution o est d(o) = 2™ det (T,") € k*/k*2.

Dans le cas décomposé, on a le résultat suivant :

Proposition 4 Si A est l'algébre décomposée A = M, (K), et si o est linvolution
adjointe a la forme bilinéaire B, le déterminant de o est 1 si B est anti-symétrique,
et det(B) si B est symétrique.

Remarque : A nouveau, la forme B n’est définie qu’a multiplication par un scalaire
prés; cependant, le degré de A étant pair, son déterminant det(B) € k*/k*? est bien
un invariant de o.
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2.3 Classe déterminante d’une involution de deuxiéme espéce

Quand l'involution o est de premiére espéce, on peut montrer, par des méthodes
de cohomologie galoisienne, que les invariants de Hasse des formes traces ne dé-
pendent que du degré de 1’algeébre, de sa classe dans le groupe de Brauer, et du
déterminant de l'involution. Ils ne permettent donc pas de définir un nouvel inva-
riant de l'algébre a involution. Dans le cas des involutions de deuxiéme espéce, en
revanche, c’est 'invariant de Hasse, et non le déterminant, qui permet de définir un
invariant non-trivial de 1’algébre a involution. Précisément, on donne la définition
suivante [5] [6] :

Définition 3 La classe déterminante modulo 2 de (A, o) est

D(A, o) = @(—1, —1) + m(a,2) + wy (T,}), ou /o désigne comme précé-
demment un générateur de 'extension quadratique K/k.

Le fait que c’est un invariant non-trivial découle de la proposition suivante :
Proposition 5 Si A = M,(K), et si o est linvolution adjointe a la forme her-
mitienne H, alors la classe déterminante modulo 2 de (A,o0) est D (M, (K),0) =
(v, det(H)).

L’étude des formes traces permet donc d’associer a (A, o) différents invariants.
Ces invariants peuvent étre utiles, par exemple, pour étudier la décomposabilité de
(A, o). De tels résultats sont décrits dans [5] et [6].
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Conditions d’existence de solutions pour 1’équation du pendule simple.
Sandrine Tagni

Nous nous intéressons a I’équation du pendule simple et forcé. Ce systéme s’écrit

u”(t) +a?sinu(t) = f(t) sur [0, T],w(T) — u(0) = u'(T) —'(0) =0 (1)

ol a est une constante, 1" est la période de 'oscillation et f est la force appliquée sur
le pendule. Nous renvoyons a |3] pour plus de détails sur la construction du systéme.
Nous étudions les conditions suffisantes d’existence de solutions périodiques non
triviales pour le systéme (1). J. Mawhin et M. Willem [4, 5], ont étudié ce probléme
pour f de moyenne nulle. Nous appellerons moyenne de la fonction f sur [0, T, le
nombre :

M) = / £(s)ds.

Les solutions au systéme (1) correspondent aux points critiques de la fonctionnelle

Jr(u)) = %/0 |u/(t)|2dt—a2/0 (1—cosu(t))dt+/0 f(t)u(t)dt.

définie sur Hr, 'espace de Hilbert des fonctions T-périodiques de H'. Ils montrent
que J; a un minimum local strict u;. Ils démontrent aussi que Jy satisfait les condi-
tions du Théoréme du col [1]. Il existe alors une deuxiéme valeur critique ¢, différente
de Jy(uq) .

Notons que si f est non identiquement nulle et de moyenne nulle alors les deux
solutions ainsi obtenues, ne sont pas constantes.

Lorsque f n’est pas de moyenne nulle, la fonctionnelle J; ne vérifie pas la condi-
tion de Palais-Smale classique : il faut en trouver une version adaptée a la situation.
Nous considérons ’équation (1), ou f est une fonction constante. On pose

u”(t) + a?sinu(t) = A sur [0, T), u(T) — u(0) = o/(T) — u'(0) = 0 (2)
avec A € R.
1. Quelques conditions nécessaires d’existence de solutions non constantes

En intégrant la premiére équation du systéme (2) sur [0,77], on constate que si
i
A € {—a?, a*} alors les seules solutions du systéme (2) sont u = — mod 7. Ce cas

ne nous intéresse pas. De plus si u est solution de (2) , —u est solution de
u”’(t) + a?sinu(t) = —\ sur [0, 77,
w(T) —u(0) = (T) —u'(0) = 0.
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Et il nous suffit d’étudier le systéme (2) avec 0 < A < a? On appelle H}, I'espace
de Hilbert de fonctions T-périodiques de H'*!
Lemme Si s est une constante quelconque et a est une constante telle que

2

4dm
2
O<a Sﬁ,

I’équation :

u"(t) + a® {sin(u(t) +5) — %/OT sin(u(6) + s)de} =0 sur [0, 7],

wW(T) —u(0) = u'(T) —u'(0) = 0. (x)

n’a pas de sotution différente de la solution nulle dans [’espace FI}, des fonctions de
moyenne nulle de H}..
Il suffit de voir que la fonctionnelle associée a (*) est strictement convexe et

atteint son minimum en u = 0 dans H.
2

4m
Théoréme 1 5i 0 < a® < T et |\| < a?, alors l’équation (2) n’a aucune solution
non triviale dans H}.. Démonstration : L’équation (2) est équivalente au systéme
suivant

=u— M(u)

Nl =

"+ a® {sin[ﬂ + M(u)] — /OT sin[a(6) + M(u)]d@} =0 sur [0, 77,

o [T

—/ sin[a(0) + M(u)|dd = A,

T Jo

w(0) —a(T) =a'(0) —a'(T)=0 (3)
D’apreés le Lemme, pour chaque s fixé, I’équation

() + o {sin(ﬂ(t) +s) — % /O " in(ae) + s)dt} —0 sur[0,7]

w(0) —a(T) =a'(0) —d'(T)=0
a pour unique solution @ = 0. Dans ’équation (3), on a

s = M(u).

2

De plus, les seules solutions de (2) sont les constantes s telles que a®sins = .

2. Analyse dans le plan des phases et méthode de variationnelle
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Par une méthode du plan des phases, on cherchera des conditions suffisantes a ’exis-
tence d’une solution non constante, de I’équation (2). On vérifiera ensuite ces condi-
tions suffisantes par une méthode variationnelle. L’intérét de cette deuxiéme mé-
thode réside dans le fait qu’elle peut s’appliquer au cas du pendule double (voir
multiple).

Théoréme 2 Si on a )

47
|)\|<a2, ﬁ< va4—)\2 (4)
alors Uéquation (2) admet une solution périodique non constante.
Démonstration du Théoréeme : On a vu plus haut, que 'on pouvait encore écrire
A de la facon suivante
M= a’sinw

avec w € [0, 3[. La condition (4) devient

Par une méthode de plan des phases, on démontre que si v est solution non constante
de (2) , alors il existe une deuxiéme solution u de (2) dépendant de v telles que

ug = u(0) €Jw, ™ — w|, et u'(0) =0 (5)

Ensuite, on va démontrer que si u est une solution non constante de (2) avec les
conditions (5) alors il existe une fonction continue H :| w, 7 — w[— R telles que

_aT -~ . om\"2
— W,uol_1>r7£1_wH(uo) = 400, et ul(}%w H(up) = N

- On en déduit que

H (ug)

+00

]Lﬂ C H(lw,m —wl) .

Vcosw’

) Y S o
Par conséquent, si T < a” cosw alors il existe uy €] w, ™ — w| tel que

T
E = H(UO)

et la solution de (2) avec u(0) = ug, u'(0) = 0 est périodique de période 7.
Etudions le probléme par la méthode variationnelle. Soit J, : Hy — R, la fonc-
tionnelle associée au systéme (2) définie par

Ju(u) = %/0 |/ (£)]? dt — a2/0 (1 — cosu(t))dt + a*T M (u) sinw.
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Autrement dit, les solutions de (2) correspondent aux points critiques de J,,. On com-
mence par démontrer que w et 7 — w mod 27 sont les points critiques non constants
de J,. Ensuite on démontre que J, vérifie une version modifiée de la condition de
PaJais-Smale classique, [1], et .J,, satisfait les hypothéses du théoréme du col [1]. Par
conséquent, il existe une valeur critique ¢, := J,,(u,) définie par

¢, := inf max J,(u)
A€B ueA

B={yeC(0,1;H;);70)=m—wety(1) = -7 —w}

e Supposons que u, est un point critique constant non isolé, alors il existe un
autre point critique non constant.

e Supposons que u, est un point critique isolé. On démontre que u, est de type
mp, |2|, et que m—w mod 27 n’est pas de type mp. Par conséquent, u, est différent de
7 —w mod 27. Ensuite, nous utilisons un résultat sur les indices de Morse des points
critiques, de Hofer 2], pour démontrer que u, a un indice de Morse strictement

s
inferieur a deux. Or si T < a? cosw, I'indice de Morse de w est supérieur ou égale

a trois. Par consequent, u, est différent de wmod 2.

Finalement, si 47272 < a? cosw alors il existe une solution non constante a I’équa-
tion (2) pour A := a®sinw
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Groupes de Grothendieck associés a des sous-quotients
d’un groupe fini

Djouher Zobiri

Ce travail se situe dans le cadre de la description de la structure galoisienne
des objets arithmétiques associés a une extension galoisienne K/k de groupe de
Galois I" connaissant celle de sous-extensions K;/k; avec k C k; C K; C K bien
choisies. Pour avancer dans cette direction on introduit plusieurs notions de groupe
de Grothendieck associé a des sous-quotients de T.

Soient I' un groupe fini, F une famille de sous-quotients. On définit une F-
catégorie dépendant essentiellement des sous-quotients. Cette catégorie nous permet
d’introduire 3 types de suites exactes. Ainsi on obtient 3 nouveaux types de groupes
de Grothendieck qu’on note par :

Gy (AL, F) : le F-groupe de Grothendieck faible.
Go (AT}, F) : le F-groupe de Grothendieck exact.
Ggo (AL, F) : le F-groupe de Grothendieck.
La question principale qui nous préoccupe est la démonstration de la conjecture
suivante :

Conjecture : Pour toute famille F il existe des familles F¢, Fy et Fg telles que les
applications suivantes :

Ty : G;(C|T], F) — Hom (R#(r),z)

V]p— Tp([V]y) = x — <Xv, X >
Ty : Go (C[I'],F) — Hom (R (T'), Z)

Ve — Ty ([Vlo) = x — < Xv, X >
T, : Gs(C[T],F) — Hom <R}ilus(F),Z>

Ve — T5(Vle) + x = <Xv, X >

sont des isomorphismes.

Définition 1 Soit I' un groupe fini. Un sous-quotient de I" est un couple (A, X)) de
sous-groupes de I, tel que X soit distingué dans A.
Dans tout ce qui va suivre SQ(I") désigne 'ensemble de tous les sous-quotients

de T'et F C SQ() .

Définition 2 Soit F une famille de sous-quotients. Le groupe, Rx(I") , des caractéres
associés aux sous-quotients est le sous-groupe de R(I') engendré par la famille :

{Infk Inf& ¢ / (A, X) € F, ¢ € R(A/D)}.
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F-catégorie

Definition 3 Soient I' un groupe fini, ¥ C SQ(I') , A un anneau, et soient
V et V' deux A[l'l-modules. On appelle F-homomorphisme de V dans V' un A-
homomorphisme f défini sur V a valeurs dans V' et vérifiant pour tout sous-quotient
(A, ) dans F, la restriction f/x de f a V* est un A[A/Y]-homomorphisme de V*
dans V'*.

Définition 4 On définit la catégorie C'(A[['], F) comme étant la catégorie dont les
objets sont des A[l']-modules de type fini et les morphismes sont des F-homomor-
phismes. Elle sera appelée F-catégorie.

Suites exactes

Définition 5 Soient V, V' et V” des A[I']-modules tels que pour tout sous-quotient
0 = (A, Y) dams F, il existe f5, gs des A[A/X] -homomorphismes pour lesquels :

0 — V= Loy ym s s g

est une suite exacte en tant que A[A /3]— modules. Une telle suite est appelée

F-suite faiblement exacte et est notée par 0 — V' Vs % Rl V" — 0.
Definition 6 Soient V, V' et V" des A[l']-modules. Soient f et g deux A-homomor-

phismes et 0 — V' TV 4 V7 5 0 une suite exacte en tant que A-modules.

. . f .
Si pour tout § = (A, ¥) dans F les suites 0—s V= =5 V= IE VIS 0 o =
et g/x désignent respectivement les restrictions de f et g, sont exactes en tant que

AJA/¥]-modules, on dira que la suite 0 — V’ LV L5 V" —5 0 est une F-suite
exacte.

Definition 7 Soit 0 — V' 5 V %5 V" — 0 une F-suite exacte. Si g admet
une section s qui est un F-homomorphisme, on dira que cette suite est une F-suite
exacte scindée.

F-groupes de Grothendieck

Pour chaque type de suite exacte précédente, on définit respectivement un groupe
de Grothendieck (voir |Zo]).

Etude du F-groupe de Grothendieck faible G;(K|I'], F)

Lemme Soient I' un groupe fini, F C SQ(I') , K un corps de caractéristique zéro,
V et V' deur K[I'| -modules. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o i) [V]; = [V']; dans G;(K[T], F) .

e ii) il existe U" un K[I']-module tel que les deux K[I'|-modules V@ U’ et V' U’
sont F-faiblement isomorphes.

e iii) V= ~ V'® en tant que K[A/X]-module pour tout (A, ) dans F.
e iv) Les deux K[I']— modules V' et V' sont F-faiblement isomorphes.
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Théoréme 1 Soient I' un groupe fini d’ordre n, K un corps de caractéristique zéro
contenant les racines n*“™% de ['unité, ["application :

Ty : G¢(K[I'],F) — Hom (Rr(D)**,Z)
Vp — Te([V]y) + x— <Xy x>

est un isomorphisme.
Etude du F-groupe de Grothendieck scindé G4 (K[I'], F)
Famille compléte et complété d’une famille
Definition 8 Soient (A, X) et (A’, ') deux sous-quotients. On dira qu’ils vérifient
la propriéte g, si et seulement si, le sous-groupe A est inclus dams le normalisateur
de Y dans I' et le sous-groupe A’ est inclus dans le normalisateur de ¥ dans I' i.e.
A C Nr(¥)
(A, X) et (A’, ') vérifient la propriété p < et
A" C Nr(%)
Soit F une famille de sous-quotients. On dira que c’est une famille vérifiant la
propriété p si et seulement si tous ses éléments vérifient, deux a deux, la propriété
£
Définition 9 Une famille F vérifiant la propri’eté p est dite compléte, si et seulement
si, pour tous sous-quotients (A, ) et (A’;¥) dans F le sous-quotient (A U A/ ¥ U 3Y)
est dans F.
Definition 10 Soit F une famille vérifiant la propriété p. On appellera complété
de la famille F, la plus petite famille compléte contenant F et on la note F..
Théoréme 2 Soient I' un groupe fini d’ordre n, K un corps de caractéristique zéro
contenant les racines n'*m de lunité et F une famille vérifiant la propriété p.
L’application :

Ty : G (K], F) — Hom (Rz ()™, Z)
Vle +— T ([V]e) : x— <xvix>
est un isomorphisme.
Etude du F-groupe de Grothendieck exact Go(K[I'], F)
Théoréme 3 Soit F = {(A, %), (A,Y), (1,1)} une famille vérifiant la propriété o
et telle que X' ¢ A et ¥ ¢ A'. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

o 1) V] = [V

o i) Il existe n € N tel que n[V]gy = n[V']s.
o ii) [V]e = [V']e.

o iv) [V]o = Vo
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Théoréme 4 Sous les mémes hypotheéses que le théoreme 3.3. L’application
Ty : Go(K[T],F) — Hom (Rz(I)*, Z)
V]e +— To([V]o) @ x+— <xv, x>

est un isomorphisme.
Théoréme 5 Soient I' un groupe fini, V,V' deux K[T'|-modules et soit

F={(A%), (A, %), (1,1)}

une famille vérifiant la propriété p et l'une des inclusions ¥/ C A, ou bien, X C A.
Alors si on pose

Fo={(A%),(A%),(AUA,ZUY),(1,1)}.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
e i) [V]p=[V']o dans Go(K[T'], F) .
o ZZ) [V]O = [V’]o dans Go(K[F],fo) .
o i11) [V]; = [V’ dans G¢(K[I'], Fo) .

Théoréme 6 Sous les mémes hypothéses que le théoreme 3.5 et si on suppose de
plus que le corps K contient les racines n'*™** de ['unite’, alors I’ application :

Ty : Go(K[I],F) — Hom (Rz/(I)™", Z)
Ve == To([V]o) @ x+— <xv, x >

est un isomorphisme.
Cas cyclique

Soit I' = C), le groupe cyclique d’ordre n. Pour tout k divisant n, on désigne par
C}, le sous-groupe de C), d’ordre k. Posons

Fo= {(C’ppcm(m,m/)C’l/) V(Cm, Cl>, (Cm/, Clr) dans ./—", C;cCyC Cm} .
Théoréme 7 Soit K un corps contenant les racines n**™* de lunité. L application :

To : Go(K[C,],F) — Hom(Rx(C,),Z)
Ve += To([V]o) : x+— <xv, x>

est un isomorphisme.
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Rapport sur ’enquéte Forum des Jeunes mathématiciennes, 1997.

Parmi la trentaine de jeunes mathématiciennes présentes au forum, 18 ont ré-
pondu au questionnaire distribué sur place .

1. Les réponses quantitatives au questionnaire.

Dans les 18 équipes de recherche dont font partie ces jeunes mathématiciennes,
on peut comptabiliser une cinquantaine de doctorantes et une centaine de doctorants
(hommes) ; parmi leurs patrons de thése, se trouve un tiers de femmes.

Une bonne moitié d’entre elles ont déja participé a des congrés et y ont constaté
une proportion de femmes inférieure a 20%; treize jeunes mathématiciennes se
sentent minoritaires dans la communauté mathématique et sept pensent que ceci
a des effets négatifs dans leur développement de mathématicienne, une pense au
contraire que les effets sont positifs.

2. Les réponses qualitatives au questionnaire.

Elles ont apprécié la bonne humeur et la gentillesse générale, ’ambiance simple,
trés sympathique et chaleureuse et la bonne organisation du forum.

Elles ont aimé non seulement se retrouver entre jeunes et pouvoir nouer des
contacts mais encore voir des mathématiciennes ayant réussi et parler (pas seulement
sur le plan purement “professionnel”) avec des mathématiciennes de tous ages et de
personnalités diverses.

Elles ont apprécié la variété des sujets exposés, mathématiques et culturels, la
pluridisciplinarité dans les mathématiques, la qualité et I'intérét des exposés.

Enfin elles ont été enthousiasmées par les exposés sur les oeuvres des mathéma-
ticiennes pionniéres.

Voici d’autre part quelques critiques (dont nous essayerons de tenir compte en
1998) : les exposés des jeunes mathématiciennes étaient trop courts, trop chargés
et souvent difficiles & comprendre ; il y avait trop d’exposés en paralléle . Le temps
consacré au débat (en particulier aux statistiques dans le second degré et a I'univer-
sité) était trop court.

Enfin, elles auraient aimé des pauses plus conséquentes, un déjeuner en commun
pour éviter la dispersion dés le premier jour, moins de sessions en paralléle et plus
de temps pour chaque exposé; elles suggérent que l'on organise des exposés plus
généraux en sessions paralléles, que 'on demande une présentation plus ample du
domaine de recherche et de 'intérét de ’étude faite afin d’avoir une idée plus précise
des domaines de travail des jeunes mathématiciennes.
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