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��*�� ?��# ;�M=A# 3�
 AT ������$�� �����
�	��	���� ��� T ?�#� AT ��
 �� �����
��� ��� �� 
����� ���$��V �� ������$�� ���
��&	T��� �	 T A �
 ��
 ϕT �� ���$��V ����������� ��6	� �� QAT

��	� �� �������

�� H∞ ?��# 
������ @#� �� ;<=A# 4	 	
� ϕT ([x ⊗ y]) = x
T� y �
 	 �����	� ��� ��

������ ��� �	
���
�	� �$�����	
 �	
�	��� �&�	
 �	 ������ �	�
�		�� �� 1��&�5���
����
��*��# 4	 ��6	�
 ���� ��� ������� n,m(1 ≤ n,m ≤ ℵ0) �� �� ��W	 �����	
� %

"�#������ � ��  ����� n,m(1 ≤ n,m ≤ ℵ0) ��� �2�������� !��  ���� �	�� T ∈
������ 
�� ��� ���� ���	��� {fi,j, 0 ≤ i < n, 0 ≤ j < m}' 	� �5	��� !��5 ���	���� !�

"� ����� !� H, {xi, 0 ≤ i < n} �� {yj, 0 ≤ j < m} ���	���	���� [fi,j ] = xi
T� yj.

+������
�	�	�� � ��� ������� �����
 �� �������� ���(��
�	�� �
 �� �������� ��� �#�#�#	#
#
����	��	
 �� ��
 �	 ��	���� ��)���� �� ����6�� �������
�	�	�� � ��� �	���$���# 3��
� ��(

�����( �����	
�� ��	� ;@=' ;"= �
 ; =' 	�� 	�� ����� �	
������� � �	� �����
�����
�	
��X���	
� ��� ������� n,m.

+�� �����
�
� �����	
�� ��	� �� *�� ���
 	
 �
� $
�	�� �	 ����$��
�	 ���� 5���
����� 9���H' �
����	
 �	 
���� �� Q# �������� � Q�����( �# 1�� ��	� $
�	� ���
�	��
�	� ��)��	
�� �������
�	�	�� ��( ������� n,m# O��	
 ���		��� 	� �����
�
�'
	�� ������	� �� 	
�	 �� ���
������
� ���	 ����
��� �	�
���� �$�����	
 �	
�	�
��	�� *�� �� ��6	�
�	 ���	 �������� ����	%�� *�� ��� �	 �T�� ����	
���#

"�#������ $ &	� R ∈ L(R) �� �������� ��	��	�� ���������  ��	�� �� �	� σ ��

����	�� !� T ?�� ���A# 3� !	� 
�� R ��� !� ����	��	 	�� �����	���� � ����� � n ��� σ
�� � ��� ���� ?�A ≥ n ��� σf ��	� �5	��� R0' �� �������� � ��!�	���� ��� R ��� 
��

R|R0 �	� ��	��	������ �
�	"����� � Mσ ⊕ · · · ⊕Mσ︸ ︷︷ ︸
n

��� L2(σ)⊕ · · · ⊕ L2(σ)︸ ︷︷ ︸
n

6 Mσ ���

!�7�	 ��� % (Mσx)(e
it) = eitx(eit) ' x ∈ L2(σ)n, eit ∈ σ.

"�#������ % 3� ������� XT �� ����	�� ��5	�! ?��� ��	� ���	�A du ��� ��� ��

����	��� ?$A !�7�	�  ��� ��	� % �� ����	�� σ � �� ����·��� ?$A �	 ∀f ∈ L1(σ) '
||f ||1 ≤ 1' 	� �5	��� !��5 ��	��� (xn)n, (yn)n !��� �� ���� ��	�� !� H ������ 
�� %⎧⎪⎨

⎪⎩
limn→∞ || [f ]− xn

T� yn|| = 0

limn→∞ || xn
T� w|| = 0 ∀w ∈ H

limn→∞ || w T� yn|| = 0 ∀w ∈ H
3�
 T ∈ L(H) �	� �	
���
�	 �$�����	
 �	
�	��# 4	 �����	� ��� U+ ?����# BA ��
����
�
�	 ����
��*�� ��	����� ?�#�#�A ?����# �	 �(
�	��	 �����
��*�� ��	�����
?�#�#�#�AA (cf.[10]) # C������ �� 
������ �� �������
�	 �� Y��' U+ = S∗⊕R,B =
S∗⊕R∗ U R �
 R∗ �	
 ��� ����
���� �	�
����� �$�����	
 �	
�	�� �	
 ��� �����
�
��� ������� ����
����� ������� ���	
 	
�� ΣT �
 Σ∗T ������
�����	
#

 



1�� ������	� �	6	 �� �������
�	 ��		�*�� �� 1��&�5��� ���	� �	
���
�	

T ∈ L(H) ?��# �/< ��	� ;�M=A' � ����� % T =

(
T0 ∗
0 T1

)
����
�����	
 � �� ������

��
�	 �
��	��� H = H0 ⊕H1 U H0 ��
 ��6	� ��� H0 = {x ∈ H; lim
n→∞

||T nx|| = 0}#
4	 	
��� RH0 �� ���
�� �	�
���� �� �� �#�#� �� T0 �
 RH1∗ �� ���
�� �	�
���� �� ���#�#�#�
�� T1.
�����
� � &	� T ∈ �� �	� �� ���	�� n ��� 
�� 1 ≤ n ≤ ℵ0# &	 ���� (RH0) ≥ n
��� T\(XT ∪ Σ∗T )' ���� T ∈ 1,n.
�����
� � &	� T ∈ �� �	� �� ���	�� k ��� 
�� 1 ≤ k ≤ ℵ0# &	 ���� (RH1∗ ) ≥ k
��� T\(XT0 ∪ ΣT0)' ���� T ∈ k,1.
�����
� $ &	� T ∈ �� �	��� k, n !�� ���	��� ���� 
�� 1 ≤ k, n ≤ ℵ0# &	 �2�

� ���� (RH0) ≥ n ��� σ0 ⊂ ΣT0\XT �� ���� (RH1∗ ) ≥ k ��� σ1 ⊂ Σ∗T1\XT �"� 

σ0 ∪ σ1 ∪XT = T' ���� T ∈ k,n.
&������ ' 1�� $
�		� �	 ���
������� ��� ���( �������
�	� �����	
�� %
� �� ���� (RH0) ≥ n ��� T\(XT ∪Σ∗T ) �
 �� ���� (RH1∗ ) ≥ k ��� Σ∗1\XT ' ���� T ∈ k,n.
� �� mult(RH0) ≥ n ��� XT0 ∪ ΣT0\XT �
 �� ���� (RH1∗ ) ≥ k ��� T\(XT ∪ ΣT0) ' ����
T ∈ k,ι.

�� ����������

;�= �) ����-���# 0	 ����
��� ��	� ���������� �	�����	
 % ������6��
�	 ��
���(����� �� �# B	S# O�
��:�
�#' �@@ %"-� �' �! M#

;�= 8) ��� "	 	# 5��
��8�
�	 
������ �	� 
�� �
���
��� � ����
�� 	 ���$��

�����# O		# � :�
�#' �� %<!!�@�<' �!  #

;<= 8) ��� "	 	� �) �	��� ��! �) $��� �# C��� ����$��� K�
� �������
�	� 
 �	�
�����	
 ��$������ �	� ����
�	 
���&# �	 �Q:3 2���	�� �	����	�� ������ �	
��
����
���' 	��$�� -"# O#:#3#' ������	��' �! -#

;@= �) ���"����� �) 95���� ��! �) $��� �# Q�	���& ��
� �� � �	
���
�	# 9# 4���
��
� N���&' <@ %<@/�< M' �!!-#

;-= �) ���"����# 3����& � 
�� ����� Ambb# ������	
#

;"= �)�) 95���� ,��� & +� 1� ��� +���# C0 �	
���
�	� % C��� ����
�� �����
$��' 9���	 ����� �	� ���
������
&# 
 ������#

;/= $) 9�:# 4	 
�� �	�����	
 ��$����� ��$��� �	 Q�	��� ������# O�
��:�
�#

; = �) 3���������# 3�� ��� �	
���
�	� ��	� �� ������ Ambbn# 9# 4����
� N���&'
� %�M-���M' �!!�#

;!= �) ���!# O ���
�	 
 
�� �	�����	
 ��$����� ��$���# Q����
�	 +	�	 :�
���
��
���� 3���
&' �" %<</�@M�' �! @#

;�M= �) &-�0��� ��! �) �	��# ����	�� �	��&��� � ����
�� 	 ���$��
 �����# 1�
�
����	�' O��
�����' �!/M#
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!����������� �� Ǔq(B+)

3!	�� ������

+� ��������� ��� ��
��������� �� ���
��	�� ����$��� 	���
 �	 ��	���� ��� �����#
+� ��� �� �������� �)	� An �	 ��
 �	 �(����� % ���� �� ��� �� ���	 � �
� 
���
�
�	
������	
 ��	� ; = �
 ���� �� ��� n = 3 ����,
 �����	
�� ��� ��
���������
Z��������[ ?;-=A#

B	 �� *�� �	���	� U(G) ' ����$�� �	������	
� ���	� ����$�� �� +��' :#>#3��
�
� 
���
� �� ��� �� ���
��	�� ����$��� �� +�� �����$��� ?;/=A#

+� ������� � �� *��	
�6��
�	 � ����� �
 ���� ������ �� ��
����	�
�	 ��� ��
�
��������� �� Uq(sl(2)) ?;�=A ���� *�� �� ��� U(sl(2)) ���
� �	��� �����(� ?;@=A#
�� ���$��' ������� ��
 �(�����' *�� �� *��	
�6��
�	 ������6� ��� �
���
���� �� ��	

�� ������� ��	��$����	
 �� ����� ����
��������� ������$�� ��	� �� ������� ��
��� ������*�� �� ��� *��	
�*��#

C�	� ;�= �	
 �����
� ��� ��
��������� ������$�� �� U+
q (sl(3)) # +��
��� ���

��
��������� ������$�� �� U+
q (G) U G ��
 ����������� ����,
 ��)���� �
 ����


���*�� 	�� ��	� �
���� ������$�� �	������	
� *��	
�6�� �� �� ��������$�� $�
�����		� B+, Uq(B+) ' � ���
T
 �� ���� �����	
�� Ǔq(B+) #

+� 	
�
�	 q �����	��� �	 �����	
 		 	�� �� � ' 		 ����	� �� ���	�
�# 3��	

G �	� ����$�� �� +�� ����������� �� ��	� n, (aij) �� ��
���� �� ���
�	# 3��	

d1, . . . , dn ��� �	
���� 	�
�����' �������� �	
�� ��( ��	� ���� �	���$��' 
��� *�� (diaij)
��
 �&��
��*��#
��� k, j ∈ � �
 d ∈ �∗' ��	� %

[k]d = qdk−q−dk

qd−q−d P [k]d! = [1]d[2]d··· . . . [k]d P
[
k
j

]
d

= [k]d . . . [k − j + 1]d/[j]d!

O��� Ǔq(B+) ��
 �� � � ����$�� �	��	���� ��� ��� �����	
� Ǩi �
 xi(i = 1, . . . , n)
���� %

Ǩixj = qδijdixjǨi

�
 ��� ����
�	� �� 3���� *��	
�*��� %

1−aij∑
m=0

(−1)m
[
1− aij
m

]
di

x
1−aij−m
i xjx

m
i = 0, ∀i �= j = 1, . . . , n.

4	 �	
�� *�� Ǔq(B+) ��
 �	� ����$�� �� ��� ���� �� �
���
��� �		�� ��� %

Δxi = xi ⊗ 1 +Ki ⊗ xi, ΔǨi = Ǩi ⊗ �Ki,

Sxi = −K−1
i xi, SǨi = Ǩ−1

i , ε (xi) = 0, ε
(
Ǩi

)
= 1.

4	 ���	
�� ���� �� 
������ �����	
 %

��



�����
� � &	� θ ∈ Aut(Ǔq(B+) # (���� ��� ��� i,

θ
(
Ǩi

)
= aiǨσ(i) �
 θ (xi) = γiǨ

b1i
1 . . . Ǩbni

n xσ(i),

6 ai, γi ∈ ��, σ ��� �� �������	��� !� ������ !� /��.	� �� (bij) ∈ Mn(Z) �"� 

dibσ(i)j = djbσ(j)i.

+� 
������ $
�	� �$�
�
 � �	� �
���
��� ������ �� ����� ��� ��
���
������� ������$��# �� ��
 �	 �X�
 ������
�� ��� �� ����� ?6	�A Γ ��� ��
���������
�� ������ �� C&	H�	' ��� (��)2n' �
 ��� �	 ��������� S �� ��
����� ����6�	
 �	�
���	
�
� ��� ���	
 ��( �	
���� di *�� �&��
����	
 �� ��
���� �� ���
�	#
���� ���������	
' 	 � %

�����
� �

Aut
(
Ǔq

(B+
)) � (Γ ∝ S) ∝ ((��)2n

6 ∝ !��	��� �� ��!�	� ���	�!	�� �� �� S ��� �� ��������� �!!	�	� !�� ����	 ��

������	������ ��� ��� ���	��� di.

B	6	' ���� ��������' 	 $
��	
 ��� ��
��������� ������$�� �� ��� �� Ǔq(B
+) %

����������� � &	� θ ∈ AutHopf(Ǔq(B+)) # (���� ��� ��� i'

θ
(
Ǩi

)
= Ǩσ(i) �
 θ (xi) = γixσ(i)

	)�)

AutHopf

(
Ǔq

(B+
)) � Γ ∝ (��)n

�� ����������

;�= +) (��"� �) ������	�' C�����
�	� �
 ��
��������� �� *���*��� ����$���
*��	
�*���' ����	���
�	� �	 O���$�� ?�!!�A �M' �/ /�� M�#

;�= +) (��"� �) /����' 2�����
� ��� ��	����	
� ��� *�
��	
� �����
��� ��	����(
�� Uq(sl(2)) ��	� ������$�� *��	
�*�� �� Y�&����&����' �����$����
�	 �� ��0	��
�����
� �� 2����' C����
���	
 �� :�
����
�*���' !@#/#

;<= $) ���!��' O���$��� �	������	
�� *��	
�6��� % O�
�	 ����	
� �
 �������	
��

�	�' 0	������
� �� ����� \�' N���� �� C�
��
' �!!<#

;@= () +����' O K��� ��
������� � U(sl(2)) ' :�
�# ���# ���$# ����# 3�#'
?�!/"A'  M' "��"-#

;-= �) 0�����' 4	 
�� ��
������� ���� � k[X,Y]' >&
 0	��# +��
���� �	
:�
�# -' >&
 0	������
&' >�	H�	�&� � NH&' �!/�#
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Modèles markoviens de ressources partagées.

Florence Forbes

Les systèmes de ressources partagées sont constitués d'agents et de ressources en
quantité insu�sante. Les agents sont en compétition pour l'utilisation des ressources.
Ce qui peut entraîner des con�its et des blocages entre eux. L'évaluation des perfor-
mances de tels systèmes et la résolution des con�its de la manière la plus équitable
possible sont d'une grande importance pratique. Les applications les plus courantes
appartiennent au domaine de l'informatique. Elles concernent la gestion des bases de
données, les réseaux de communications et le calcul parallèle. L'aléatoire s'insère natu-
rellement dans ces modèles. Il permet de tenir compte des �uctuations sur les arrivées
des demandes de ressources et sur les durées d'occupation de ces ressources par les
agents. Mes travaux visent à proposer et étudier des modèles de ressources partagées
markoviens où les agents sont représentés par des automates stochastiques à états �nis
et le partage des ressources traduit par des synchronisations entre ces automates. Le
�processus des philosophes� est un exemple de tel modèle. Les automates ne peuvent y
prendre que deux états 0 ou 1. Les synchronisations sont de type exclusion mutuelle,
c'est-à- dire que deux automates voisins (sur le graphe représentant le système) ne
peuvent être simultanément dans l'état 1. Ce processus a été introduit par B. Ycart
[1] sur des graphes linéaires comme une version probabiliste du fameux �Dining Philo-
sophers' Problem� de Dijkstra. L'étude presentée ici correspond à une extension aux
cas de graphes dits échelles. Plus de détails pourront être trouvés dans [2]. Ce modele
illustre des notions théoriques importantes telles que la réversibilité, la troncature de
processus, l'existence d'un equilibre à forme produit, le calcul de fonctions de partition,
les propriétés de Markov sur les graphes. Des extensions du modèle ont également été
proposées dans [4].

Pour chaque agent les demandes de ressources arrivent selon un processus de Pois-
son de paramètre λ. Si les ressources demandées sont libres, l'agent devient actif et
occupe les ressources pendant un temps exponentiel de paramètre µ que nous pren-
drons dans la suite égal à 1. Dans le cas contraire, l'agent reste passif. Deux agents
vont donc pouvoir être actifs en même temps, s'ils utilisent des ressources di�érentes.
Dans un tel modèle, le partage des ressources peut être représenté par un graphe dont
les sommets représentent les agents. Deux agents sont reliés par une arête du graphe
s'ils ne peuvent être actifs en même temps, autrement dit s'ils partagent au moins une
ressource. A titre d'exemple, un réseau avec n liaisons (les agents) qui nécessite l'uti-
lisation d'un même et unique bus, correspond au graphe à n sommets tous connectés
(clique). Considérons donc un graphe G = (S,E) où S est un ensemble de sommets
et E un ensemble d'arêtes. Notons ηt = (ηt(x), x ∈ S) la con�guration du système à
l'instant t, avec ηt(x) = 1 si l'agent x est actif et ηt(x) = 0 s'il est inactif. L'évolution
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du système dans le temps est décrite par un processus de Markov (ηt)t≥0 à valeur dans
l'espace AG des con�gurations admissibles. Ces con�gurations sont les éléments de
{0, 1}S qui n'ont pas de sommets voisins sur G à la valeur 1. Pour des graphes �nis,
il est facile de voir que le processus des philosophes est irréductible sur AG et a une
unique mesure stationnaire notée µG. Cette mesure a la propriété d'être réversible et
d'admettre une forme produit :

∀η ∈ AG , µG[ η ] = µG [ 0G ] · λ
∑

x∈S η(x), (1)

où 0G est la con�guration où tous les philosophes sont inactifs. Le calcul de cette me-
sure se réduit donc à celui de la constante de normalisation µG[0G] dont l'inverse est
encore appelée fonction de partition et notée ZG. Cette fonction de partition est un
polynôme en λ. Le coe�cient d'ordre k est le nombre de con�gurations admissibles
ayant exactement k philosophes à 1. Déterminer µG est donc essentiellement un pro-
blème de combinatoire. Cependant la taille de l'espace AG rend en général impossible
une énumération directe même par ordinateur. Notre objectif est donc de montrer que
pour une certaine classe de graphes que nous appelons échelles, la mesure réversible
du processus des philosophes peut-être calculée en un temps polynômial. Les graphes
échelles sont obtenus en faisant le produit cartésien d'un cycle, d'une ligne ou d'un
arbre avec un sous-graphe �xé. Cette structure particulière permet de réduire le calcul
de la mesure stationnaire à des produits de matrices. Les matrices impliquées sont
l'analogue des matrices de transfert en mécanique statistique. D'autres parallèles avec
cette discipline peuvent être faits. Certains paramètres de performance s'identi�ent à
des paramètres thermodynamiques. Dans le cas du produit d'un arbre régulier in�ni
avec une clique, il est également possible de mettre en évidence des phénomènes de
transition de phase et de généraliser des résultats de Kelly [3].
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Démonstration analytique et démonstration probabiliste

pour un résultat d'unicité

Myriam Fradon

Il y a essentiellement deux façons de dé�nir la dérivée d'une fonction : par intégra-
tion par parties (dé�nition au sens des distributions) ou par dérivation direction par
direction (dé�nition au sens de Gâteaux). C'est pourquoi l'espace de Sobolev H1 des
fonctions L2 à dérivéeL2 admet deux dé�nitions équivalentes :

H1 =

{
f ∈ L2(dx)|∃∇f ∈ L2(dx)∀u ∈ C∞

c

∫
∇fudx = −

∫
f∇udx

}
=

{
f ∈ L2(dx)|∀k ∈ Rd∇f(x+ sk) · k =

df(x+ sk)

ds
∈ L2(dx)

}
Cet espace H1 est un espace de Hilbert lorsqu'on le munit de sa norme ||f ||2H1 =
||f ||2L2 + ||∇f ||2L2 et il est habituel de noter H1

0 l'adhérence dans H1 de l'espace C∞
c

des fonctions C∞ à support compact dans Rd. On sait que lorsqu'on se place sur Rd

tout entier, ce qui est le cas ici, on a l'égalité : H1 = H1
0 .

Question : Cette égalité est-elle toujours vraie si on remplace, dans la dé�nition de
H1, la mesure de Lebesgue dx par une autre mesure de référence ?

La nouvelle mesure de référence doit être assez régulière pour que l'intégration par
parties soit dé�nie. On prend une mesure de la forme ϕ2(x)dx où ϕ ∈ H1 Dans ce
cas, on sait que l'égalité ci-dessus reste vraie (cf [7] et [8]) mais les démonstrations
existantes consistaient en un mélange sophistiqué d'Analyse et de Probabilités, alors
que le problème peut être vu comme purement analytique ou (via la théorie des formes
de Dirichlet) purement probabiliste. Dans l'article [1], P. Cattiaux et moi-même pro-
posons une preuve analytique et une preuve probabiliste de ce résultat. Le but de
l'exposé était de donner une idée des techniques utilisées dans ces preuves, et de mon-
trer à quel point il peut être pratique d'utiliser certains outils d'Analyse Fonctionnelle
en Probabilités, ou certains outils probabilistes pour traiter des problèmes d'Analyse
Fonctionnelle.

Sur Rd, on �xe ϕ ∈ H1, ce qui nous donne la nouvelle mesure de référence ϕ2dx.
On note L2(ϕ) l'espace des fonctions de carré intégrable par rapport à ϕ2dx et H1(ϕ)
l'analogue de H1 dans ce nouveau contexte :

H1(ϕ) =
{
f ∈ L2(ϕ)|∃∇f ∈ L2(ϕ)∀u ∈ C∞

c

∫
(∇f)uϕ2dx = · · ·

· · · = −
∫

f(∇u)ϕ2dx− 2

∫
fu

∇ϕ

ϕ
ϕ2dx}

=
{
f ∈ L2(ϕ)|∀k ∈ Rd∇f(x+ sk) · k =

df(x+ sk)

ds
∈ L2(ϕ)}

17



On munit cet espace de la norme ‖f‖2H1(ϕ) = ‖f‖2L2(ϕ) +
∥∥∇f

∥∥2
L2(ϕ)

, c'est alors un

espace de Hilbert, et on note H1
0 (ϕ) l'adhérence de C

∞
c dans cet espace de Hilbert. On

veut montrer que H1
0 (ϕ) = H1(ϕ) .

Líen avec les Probabilite± :
Quand µ est une probabilité et H un sous-espace de L2(µ) , on dit que E : H×H →

R est une forme de Dirichlet (cf [4]) si E est bilinéaire symétn.que positive, si H muni

de
√

||f ||2L2(µ) + E(f, f) est un espace de Hilbert et si, ∀f ∈ H, f = inf(1, sup(0, f))

véri�e E(f, f) ≤ E(f, f) . Toute forme de Dirichlet admet un générateur A dé�ni par
la relation E(f, g) = −(Af, g)L2(µ).

Si C∞
c est dense dans H, cette forme admet également un processus de Markov

associé, dé�ni comme le processus de semi-groupe de transition (etA)t>0. Par exemple, si
µ est la mesure de Lebesgue et si H = H1, alors E(f, g) = 1

2

∫
∇f.∇gdx et Af = 1

2
∆f ,

et le processus associé est le mouvement Brownien. Dans le cas qui nous intéresse,
µ = ϕ2dx et H = H1

0 (ϕ) , donc la forme de Dirichlet est Eϕ(f, g) = 1
2

∫
∇f.∇gdx et le

processus associé est solution de dXt = dWt +
∇ϕ
ϕ
(Xt)dt.

Preuve analytique :
Une première méthode pour démontrer que H1(ϕ) = H1

o (ϕ) est d'utiliser une
suite régularisante (Jε)ε>0. Pour toute f ∈ H1(ϕ) , Jε ∗ f est C∞ et on a (Jε ∗

f)ϕ
L2(dx)

−−−−−−−−→ fϕ et (Jε ∗ ∇f)ϕ
L2(dx)

−−−−−−−−→ ∇fϕ et de plus, grâce à la relation

∇(fg) = f∇g + g∇f , on peut montrer que (Jε ∗ ∇f)−∇(Jε ∗ f)ϕ
L2(dx)

−−−−−−−−→ 0 ce
qui implique la densité de C∞ dans H1(ϕ) . Un rapide raisonnement de troncature
donne alors la densité de C∞

c .

Preuve probabiliste :
Une deuxième façon de démontrer l'égalité H1(ϕ) = H1

0 (ϕ) est d'utiliser la loi Qϕ

du processus associé à la forme Eϕ. On explicite Qϕ grâce au théorème de Girsanov,
puis on montre que sous Qϕ, la probabilité de (inf{t ≥ 0/ϕ(Xt) 6∈] 1n ;n[} < +∞) tend
vers +∞ quand n → +∞. Ceci signi�e que, localement, on peut se ramener par des
techniques de théorie du potentiel au cas où ϕ2dx et dx sont équivalentes. La densité
de C∞

c dans H1 implique alors celle dans H1(ϕ) .

Applications et extensions :
Soit µ une mesure sur Rd On note Qµ la loi du processus partant de µ et solution de

dXt = dWt+
∇ϕ
ϕ
(Xi)dt. On dit que µ est stationnaire si la loi de Xt sous Qµ est µ pour

chaque instant t, on dit que µ est réversible si sous Qµ le processus t → XT−t a même
loi que t → Xt, et on dit que µ est d'énergie �nie si f |∇ϕ

ϕ
|2dµ < +∞. Une application

importante du résultat de densité des fonctions C∞
c dans H1(ϕ) est le résultat suivant :
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Théorème 1 Toute mesure stationnaire d'énergie �nie est réversible.

La démonstration repose sur un résultat de minimisation d'entropie de Cattiaux
et Léonard [2] et sur le théorème de retournement du temps de Föllmer [3].

Pour �nir, il est à noter que la plupart des résultats présentés ici dans le cas �Brow-
nien + Drift� peuvent être étendus à des processus de matrice de di�usion quelconque
(cf [5] ou [6]).
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Les suites universellement représentatives en moyenne.

Catherine Gamet

Notre domaine de recherche est la théorie ergodique, et plus précisément l'étude
de théorèmes ergodiques multidimensionnels. Les résultats qui ont été exposés dans le
cadre de ce forum ont été obtenus en collaboration avec Dominique Schneider (docteur
de l'Université Louis Pasteur, Strasbourg) et font l'objet d'un article accepté pour
publication aux Annales de l'Institut Henri Poincaré.

Nous considérons un espace d'épreuves (Ω,B,P) que nous supposons complet, sur
lequel nous dé�nissons une suite {Sk, k ≥ 1} de vecteurs aléatoíres à valeurs dans
Zd, d ≥ 1.

Soit (Y,A, µ, T ) un système dynamique mesuré, c'est-à-dire la donnée d'un espace
probabilisé (Y,A, µ) , la donnée d'une transformation mesurable, bijective, T sur Y ,
compatible avec l'action de Zd et telle que Tµ = µ. Introduisons maintenant la notion
de suites universellement représentatives.

Dé�nition 1 Une suite de vecteurs aléatoires S = {Sk, k ≥ 1} à valeurs dans Zd,
d'espace d'épreuves (Ω,B,P) est universellement représentative pour Lp, p > 1, s'il
existe Ω0 ⊂ Ω presque sûr tel que pour tout ω ∈ Ω0 nous avons :

pour tout système dynamique mesuré (Y,A, µ, T ) , pour tout f ∈ Lp(µ) ,

µ

{
y : lim

N→+∞

1

N

N∑
k=1

f
(
T Sk(ω)y

)
existe

}
= 1.

Par exemple pour d = 1, la suite {pk + θk, k ≥ 1} où pk désigne le kième nombre
premier et {θk, k ≥ 1} une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées et possédant un moment d'ordre strictement positif, est universellement
représentative pour Lp, p > 1 (voir [9] à ce sujet).

Toujours dans le cas où d = 1, M. Lacey, K. Petersen, D. Rudolph et M. Wierdl
(cf. théorème 5, [8]) ont montré

Théorème 1 Soit X = {Xk, k ≥ 1} une suite de variables indépendantes, identi-
quement distribuées, telle que EX1 6= 0 et E(X1)

2 < ∞. Alors, la suite

S =

{
k∑

j=1

Xj, k ≥ 1

}

est universellement représentative pour Lp, p > 1.

21



Dans le cas où d ≥ 2, ils ont obtenu le résultat suivant (cf. théorème 7, [9]) : Si
f ∈ L2(µ) , alors

lim
N→∞
N∈N

1

N

N∑
k=1

f∞T Sk existe, µ-presque partout,

où N =
{[

∈⊔ log⊔] , t ∈ N∗} .
Les techniques utilisées par M. Lacey, K. Petersen, D. Rudolph et M. Wierdl dans

[9], telles que la loi du logarithme itéré de Hartmann-Winter ne permettent pas d'ob-
tenir la convergence ponctuelle pour l'index total. C'est la raison pour laquelle ils ont
précisé cette situation avec le théorème suivant (cf. théorème 8, [9]) :

lim
N→∞

1

N(logN logN)
1
4

N∑
k=1

f∞T Sk = 0, µ-presque partout .

Il est donc naturel de s'interroger sur le problème de la convergence en moyenne
des moyennes ergodiques du type précédent. Plus précisément, nous introduisons la
notion de suite aléatoire universellement 2-représentative en moyenne.

Dé�nition 2 Une suite de vecteurs aléatoires S = {Sk, k ≥ 1} à valeurs dans Zd, d'
espace d'épreuves (Ω,B,P) est universellement 2-représentative en moyenne, s'il existe
Ω0 ⊂ Ω presque sûr, tel que pour tout ω ∈ Ω0 nous avons :

pour tout système dynamique mesuré (Y, A, µ, T ) , pour tout f ∈ L2(µ) ,

lim
N→+∞

1

N

N∑
k=1

f∞T Sk(ω) existe au sens L2(µ).

Nous obtenons alors le résultat suivant :

Théorème 2 Soit X = {Xk, k ≥ 1} une suite de vecteurs aléatoires indépendants,
identiquement distribués, à valeurs dans Zd et d'espace d'épreuves (Ω,B,P) . Supposons
qu'il existe δ > 0 tel que E|X1|δ < ∞.
Alors la suite de vecteurs aléatoires S = {

∑k
j=1 Xj, k ≥ 1} est universellement

2-représentative en moyenne.

Ce résultat est encore valable si T est une contraction positive de L2(µ) .
Dans le cas où la suite X = {Xk, k ≥ 1} désigne une suite de variables aléatoires

de Rademacher indépendantes, nous savons que la suite des sommes partielles n'est
pas universellement représentative (Cf. théorème 4 dans [9]). Plus généralement cette
situation se produit dès que E(X1)

2 < ∞ et EX1 = 0, et pourtant dans ce cas, la suite
des sommes partielles est 2-représentative en moyenne. Ceci fournit donc des exemples
de suites véri�ant un théorème ergodique en moyenne, mais pas ponctuellement.
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Solutions autosimilaires pour une équation

en milieux poreux avec terme source.

Anne Ke�a

Cet exposé est consacré à l'étude des solutions autosimilaires positives de l'équa-
tion parabolique dégénérée

φt(t, x) =|φ|q∆φ(t, x) + |φ|p−1φ(t, x)

(t, x) ∈]0,+∞ [×Rn

0 < q < 1 et p > q + 1

(1)

Les solutions autosimilaires positives de cette équation sont telles que si φ(t, x)
est solution de (1) alors il en est de même de φα(t, x) avec

φ(t, x) = αkφ(αlt, αx) ∀α > 0,

k =
2

p− q − 1
et l =

2(p− q)

p− q − 1
.

Si on pose r = 1x1t−
1
l et u(r) = φ(1, r) l'équation (1) pour φ(l, x) est équivalente

pour u(r) à : |u|qu′′(r) +
(
n−1
r

)
|u|qu′(r) + r

l
u′(r) + k

l
u(r) + |u|p−1u(r) = 0, ∀r > 0, (∗)

u(0) = x0 > 0
u′(0) = 0

(2)

Les principaux résultats énoncés sont montrés pour les valeurs de p et q véri�ant les
hypothèses suivantes :

0 < q < 1, p > q + 1, p− q <
n+ 2

n− 2
, k <

n

1− q
⇔ p− q − 1

1− q
>

2

n
.

Le but de cet article est de démontrer l'existence d'une solution autosimilaire
positive à symétrie radiale, de classe C1 et à support compact en espace de l'équation
(1). Pour celà on étudie les solutions positives de l'équation di�érentielle (2) véri�ée
par le pro�l des solutions autosimilaires et on montre le résultat suivant.
Théorème 1 Soit α = inf{x0 > 0, u(r, x0) > 0,∀r ≥ 0}, alors 0 < α < +∞,
il existe z = z(α) tel que u(r, α) > 0,∀r ∈ [0, α[ et u(z, α) = u′(z, α) = 0.

Pour démontrer ce théorème on dé�nit tout d'abord T ∗(x0) le temps maximal
d'existence d'une solution positive de l'équation (2) . On établit que si u(r, x0)
est strictement positive sur R+∗ alors T ∗(x0) = +∞, et limr→T ∗(x0) u (r, x0) =
limr→T ∗ (x0)u

′ (r, x0) = 0. Sinon on a T ∗(x0) < +∞, limr→T ∗(x0) u (r, x0) = 0 et
limr→T ∗(x0) u

′ (r, x0) ≤ 0.
On peut donc dé�nir les ensembles suivants :

A = {x0 > 0\T ∗ (x0) = +∞}
B = {x0 > 0\T ∗ (x0) < +∞}
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et
B = B1UB2

avec
B1 = {x0 ∈ B\u′ (T ∗ (x0)) < 0}
B2 = {x0 ∈ B\u′ (T ∗ (x0)) = 0} ,

La première étape de la démonstration consiste à montrer par des méthodes clas-
siques que A et B sont non vides. Ceci entraîne en particulier que 0 < α < +∞.
Ensuite on montre, grâce à l'analyse des solutions dans le plan de phase, que A est
un ensemble ouvert. En�n dans la troisième étape on prouve que B1 est aussi un
ensemble ouvert. On peut alors conclure que B2 est non vide et que α appartient à
B2, ce qui est le résultat énoncé dans le théorème.

Bibliographie

[1] H. Brezis, L.A. Peletier, D. Teman A very singular solution of the heat equation
with absorbtion. Arch. Rational Mech. Anal. p.186-209 (1986).

[2] M. Escobedo, O. Kavian Variational problems related to self similar solutions
of the heat equation . Nonlinear Anal. 11, pp.1103-1133 (1987).

[3] A. Haraux, F. B. Weissler Non-uniqueness for a semilinear initial value problem
. Ind. Univ. Math. J. 31, pp.167-189 (1982).

[4] D. D. Joseph, T. S. Lundgren Quasilinear Dirichlet problems driven by positive
sources . Arch. Rational Mech. Anal. 49, pp. 241-249 (1973).

[5] L. A. Peletier, D. Ternan A very singular solution of the porous medium with
absorbtion. J.Di�.eq. 65, pp. 396-410 (1986).

[6] L. A. Peletier, D. Teman, F. B. Weissler On the equation ∆u+ 1
2
x∇u+f(u) =

0, Arch. Rat. Mech. Anal. 94, pp.83-89 (1986).

[7] Y. W. Qi . Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, 123A, pp. 373-390,
(1993).

[8] F. B. Weissler Rapidly Decaying Solutions of an ordinary di�erential equation
with application to semilinear elliptic and parabolic partial di�erential equa-
tions. Arch. Rat. Mech. Anal. 91, number 3, pp. 247-266 (1986).

Laboratoire Analyse, Géométrie et Applications URA CNRS 742,
Institut Galilée, Université Paris Nord,

Avenue J.B Clément F-93430 Villetaneuse.
Kelfa@math.univ-paris13.fr

26



Stabilisation interne de l'équation des ondes.

Solange Kouémou Patcheu

Ce travail entre dans le cadre du contrôle des systèmes d'équations aux dérivées
partielles non linéaires.

Soit Ω un ouvert borné de Rn(n ≥ 1) , de frontière Γ régulière. On �xe deux
nombres p > 1, q ≥ 1 et on considère une fonction continue et strictement croissante
g, véri�ant les conditions suivantes :

g(0) = 0
c1|s|p ≤ |g(s)| ≤ c2|s|1/p, si |s| ≤ 1
c3|s| ≤ |g(s)| ≤ c4|s|q, si |s| > 1

(1)

Par exemple, la fonction

g(s) :=

{ √
s, si s ≥ 0

−s2, si s ≤ 0

véri�e (1) avec p = q = 2.
Considérons l'équation des ondes avec une perturbation non linéaire :

u′′ −∆u+ g (u′) = 0 dans Ω× (0,∞)
u = 0 sur Γ× (0,∞)
u(0) = u0 et u

′(0) = u1 dans Ω
(2)

D'après Haraux [3], pour (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) donné quelconque ; ce problème

admet une solution unique

u ∈ C
(
[0,∞);H1

0 (Ω)
)
∩ C1

(
[0,∞);L2(Ω)

)
et l'énergie E : [0,∞) → [0,∞) de la solution, dé�nie par

E = 1/2

∫
Ω

|u′|2 + |∇u|2dx,

est une fonction décroissante. Concernant la vitesse de décroissance, il est connu
d'après des travaux de Haraux [3] et Zuazua [8] que

E(t) ≤ c (Ω, u0, u1) t
−2/(p−1), t > 0.

Notre objectif est d'estimer la constante c(Ω, u0, u1) .
Théorème 1 Supposons que (n− 2)q ≤ n+ 2 dans (1). Alors on a l'estimation

E(t) ≤ c(Ω)
(
1 + E(0)

pq−1
q(p−1)

)
t

−2
p−1 , ∀t > 0 , (3)

où la constante c(Ω) dépend seulement de Ω.
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Ce théorème améliore des résultats antérieurs de Conrad-Leblond-Marmorat[2], Car-
pio [1] et Souplet [7], en a�aiblissant leurs hypothèses sur la fonction g et/ou en
rendant meilleures les estimations. Notre méthode est di�érente et semble être plus
simple.

Nous décrivons maintenant les idées de la démonstration. Il su�t de montrer que∫ T

s

E
p+1
2 ≤ c(Ω)

(
1 + E(0)

pq−1
2q

)
E(S), 0 ≤ S < T (4)

Pour conclure, on appliquera des résultats antérieurs de Komornik [4]. On multiplie

l'équation par uE
p−1
2 et on intègre par parties sur Ω× [S, T ] :

2

∫ T

S

E
p+1
2 dt =−

[
E

p−1
2

∫
Ω

u′udx

]T
S

+
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫
Ω

u′udxdt

+

∫ T

S

E
p−1
2

∫
Ω

(
2 |u′|2 − ug (u′)

)
dxdt

(5)

Il faut majorer le second membre. On applique les inégalités de Hölder et Young,
on trouve :

−
[
E

p−1
2

∫
Ω

u′u

]T
S

+

∫ T

S

E
p−1
2

∫
Ω

2 |u′|2 + p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫
Ω

u′u

≤ c(Ω)E(0)
p−1
2 E(S) +

∫ T

S

E
p+1
2 dt

(6)

En remplaçant le résultat trouvé dans l'identité précédente, on a∫ T

S

E
p+1
2 dt ≤ c(Ω)E(0)

p−1
2 E(S) +

∫ T

S

E
p−1
2

∫
Ω

|ug (u′)| dxdt (7)

Si on applique encore les inégalités de Hölder et Young, on obtient

E
p−1
2

∫
Ω

|ug (u′)| dx ≤ c(Ω)E
p
2 |E ′|

q
q+1 ≤ 1

3
E

p(q+1)
2 + c(Ω) |E ′| (8)

Ceci ne permet pas de conclure. Pour avoir une bonne majoration, il faut décomposer
d'une manière astucieuse E

p
2 :

Ep/2 |E ′|q/(1+q)
=
(
|E ′|q/(q+1)

E(pq−1)/2(q+1)
) (

E(p+1)/2(q+1)
)

(9)

Appliquant l'inégalité de Young avec les exposants q+1
q

et q + 1, on en déduit que

c(Ω)Ep/2 |E ′|q/(1+q) ≤ c(Ω)E(0)
pq−1
2q |E ′|+ 1

3
E

p+1
2 (10)

Substituant (8)-(10) dans (7) on trouve
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∫ T

S

E
p+1
2 dt ≤ c(Ω)

(
1 + E(0)

pq−1
2q

)
E(S) (11)

d'où (4). Prenant la limite quand T → +∞ on obtient∫ +∞

S

E
p+1
2 dt ≤ c(Ω)

(
1 + E(0)

pq−1
2q

)
E(S), ∀S ≥ 0 (12)

Appliquant un résultat de Komornik [4], théorème 9.1, p 124, on en déduit le théo-
rème.

Voir [5], [6] pour la démonstration détaillée et les résultats plus généraux.
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Reconnaissabilité de langages de numeration généralisés.

Nathalie Loraud

Nous nous intéressons à des systèmes de numération généralisés dans une base
(dn)n, où (dr})n est une suite strictement croissante d'entiers de premier terme 1,
appelée aussi échelle de numération. Tout entier naturel n admet un développement
du type :

n =
k∑

i=0

nidi

où les ni sont des entiers positifs ou nuls. Le mot ñ = nk . . . n0 associé à cette
écriture est unique si les inégalités n0d0 + · · ·+ njdj < dj+1, sont véri�ées pour tout
j = 0, . . . , k ; ce qui signi�e que nous utilisons l'algorithme �glouton� pour écrire les
entiers en base (dn)n. Nous renvoyons à [ ?] pour plus de détails sur ces systèmes de
numération dits �standards�
L'ensemble L(d) de tous les mots ñ est appelé le langage de la numération :

L(d) :=
{
nk . . . n0 ∈ Nk+1;∀j ≤ k, n0d0 + · · ·+ njdj < dj+1

}
La question principale qui nous préoccupe est de caractériser les échelles de numéra-
tion dont le langage est régulier, i.e. reconnaissable par un automate �ni ; c'est une
question posée par J. Shallit dans [8]. Nous rappelons, à cet égard, les dé�nitions
d'automate (�ni) sur un alphabet A, de langage sur A et de reconnaissabilité :

Un automate �ni sur A est un quadruplet A = (S,Φ, I, T ) où S est un ensemble
�ni appelé ensemble des états, Φ = (ϕa)a∈A est la famille des �èches de l'automate,
représentée par un graphe, I est un état distingué de S appelé état initial et T ⊂
S est l'ensemble des états terminaux. Un langage sur A est un sous ensemble L
du monoide libre A∗ engendré par A. Le langage L est reconnu par un automate
A si l'ensemble des mots de L coïncide avec l'ensemble des mots obtenus comme
inversion de la concaténation des étiquettes d'un chemin dans l'automate, partant
de I et aboutissant à un état terminal, ce qui veut dire que le mot nk . . . n0 est
dans le langage L si et seulement si l'on peut dé�nir successivement les états A1 =
Φn0(A0), . . . , Ak = Φnk

(Ak−1) . On dira que L est reconnaissable par automate ou
régulier s'il existe un automate �ni A qui le reconnait.

Nous allons étudier des classes particulières de suites, et déterminer dans chaque
classe, celles qui sont base d'un système de numération dont le langage est recon-
naissable par automate.

J. Shallit a démontré qu'une condition nécessaire est que la suite (dn)n soit ré-
currente linéaire à coe�cients dans Z, mais que ce n'est pas une condition su�sante.
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Nous obtenons les résultats suivants

1. Suites arithmético-géométriques

Théorème 1 Soit (dn)n une suite d'entiers naturels arithmético-géométrique de
coe�cients a et b dans Z(i.e. ∀n ≥ 0, dn+1 = adn + b) et de premier terme
d0 = 1.(dn)n est la base d'un système de numération dont le langage est régulier si
et seulement si (a > 1 et b ≥ 0) ou (a = 1 et b ≥ 1) .

Ce corollaire permet de voir 1'importance du choix de d1 pour l'obtention d'un
langage régulier (la récurrence étant �xée), ce qui répond à une question de G.
Hansel.

Corollaire 1 Soit (dn)n une suite d'entiers naturels véri�ant une relation de récur-
rence d'ordre 2 du type : ∀n ≥ 1, dn+1 = (a+ 1)dn − adn−1, où a ∈ Z, et de premier
terme d0 = 1. Alors L(d) est régutier si et seulement si (1 < a ≤ d1) ou (a = 1 et
d1 ≥ 2) .

2. Bases de Cantor

Soit (qn)n une suite d'entiers telle que : q0 = 1 et qn ≥ 2, pour tout n ≥ 1. Soit
(dn)n la suite dé�nie par : dn = q0 . . . qn , n ≥ O. C'est la base d'un système de
numération appelé système de Cantor associé à la suite (qn)n et le langage de cette
numération est donné par le lemme classique suivant :

Lemme 1 L(d) =
{
nk···n0 ∈ Nk+1;∀j ≤ k, nj < qj+1

}
.

Dans ce qui suit, on caractérise les bases de Cantor qui sont aussi récurrentes linéaires
à coe�cients dans Z.

Théorème 2 Soit (dn)n la base du système de Cantor associé à la suite d'entiers
naturels (qn)n. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) la suite (dn)n est récurrente linéaire à coe�cients dans Z;
ii) la suite (qn)n est ultimement péríodique ;
iii) la série Σ+∞

n=0dnX
n est N-rationnelle ;

i) le langage L(d) est reconnaissable par automate.

Exemples : quand on développe les entiers en base k, on obtient un langage recon-
naissable car dans ce cas dn+1 = kdn i.e (qn)n est la suite constante (k)n.
La représentation factorielle ne fournit pas, quant à elle, un langage régulier ;
en e�et, dn+1 = (n + 1)dn et (qn)n = (n + 1)n n'est pas une suite ultimement
périodique.
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3. Systèmes de numeration d'Ostrowski

Soit un nombre irrationnel α > 1. On note ∆(α) = [a0; a1, a2, . . .] son dévelop-
pement en fraction continue.

Pour tout n ≥ 0,
pn(α)

qn(α)
désigne le nieme convergent de α :

pn
qn

= [a0; a1, . . . , an] et

l'on a pour les deux suites (qn)n≥0 et (pn)n≥0 les relations de récurrence classiques :

q0 = 1; q1 = a1 et ∀n ≥ 2, qn = anqn−1 + qn−2;
p0 = a0; p1 = a1a0 + 1 et ∀n ≥ 2, pn = anpn−1 + pn−2

.

Si α > 1, la suite Qα = (qn(α))n est strictement croissante, de premier terme 1,
pourvu que a1 > 1 ; sinon on considère la suite Qα = (qn+1(α))n.Pour le système de
numération de base Qα le langage associé est donné par le lemme suivant :

Lemme 2 ([7]) Si α > 1 est un nombre réel de développement∆(α) = [a0; a1, a2, . . .],
alors

L(Qα) = {nk . . . n0; ∀j ≤ k, (0 ≤ nj < aj+1) ou (nj = ai+1 et nj−1 = 0)}.

Le système de numération de base Qα est appelé système de numération d'Ostrowski
relatif au nombre réel α, [7].
Le problème de la reconnaissabilité est totalement résolu pour ces langages. J. Shallit
a obtenu une caractérisation qu'il est possible de retrouver de façon simple. Il en
résulte que, ici aussi, pour qu'une échelle de numérotation donne un langage régulier,
il su�t qu'elle soit récurrente linéaire à coe�cients dans Z :

Théorème 3 Soit Qα la suite des dénominateurs des convergents d'un nombre réel
α > 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) L(Qα) est reconnaissable par automate ;
ii) ∆(α) est ultimement périodique ;
iii) α est un nombre quadratique ;
iv) Qα est récurrente linéaire à coe�cients dans Z.
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Topologie des germes jacobiens

Hélène Maugendre

Mes travaux de recherche portent sur la théorie des singularités de germes de
courbes planes complexes. Les domaines concernés par ce sujet sont :

• La topologie des singularités des hypersurfaces complexes.

• Les résolutions (plongées) des singularités des courbes planes.

• La théorie des noeuds.

• La monodromie entière des courbes planes.

• Les invariants polaires des courbes planes.

• Les revêtements rami�és et variétés de dimension trois (varitétés de Seifert et
de Waldhausen).

• La théorie des déformations.

Le point de départ des recherches e�ectuées dans le cadre de ma thèse est composé
des articles Courbes polaires et topologie des courbes planes, Ann. Scien. E.N.S.,
4ième série, t. 24, 1991, p.141-169, et sur le comportement des courbes polaires asso-
ciées aux germes de courbes planes, Compositio Mathematica, 72, 1989, p. 87-113)
de D.T. Lê, F. Michel et C. Weber. Dans le premier de ces articles, Une caractéri-
sation précise d'invariants du type topologique d'un germe de fonction analytique f
(appelés quotients polaires de f) y est donnée. De plus, dans le second article, D.T.
Lê, F. Michel et C. Weber ont étudié ces quotients à travers la résolution minimale
de f . Ils ont ainsi obtenu une méthode de calcul des quotients polaires de f , et ont
décrit leur comportement dans la résolution minimale de f. Dans le même esprit,
au cours de mon travail de recherches, j'ai été amenée à dé�nir une théorie géné-
rale qui m'a permis de caractériser de façon précise de nouveaux invariants de type
topologique et de les étudier en détail. Poursuivre plus loin l'étude de cette théorie
constitue le premier de mes objectifs. Je vais tenter de résumer ici, ce en quoi il
consiste précisément. Pour cela, il me faut tout d'abord expliquer succinctement la
théorie mise en place. Elle consiste à étudier le lieu jacobien d'une paire de germes
de fonctions analytiques de C2 dans C, noté (g, f) . Le lieu jacobien de (g, f) est
de�ni comme suit. Nous considérons, en l'origine, le germe d'application analytique
Φ donné par :

C2
,0

Φ−→ C2
,0

(x, y) 7−→ (g(x, y), f(x, y))
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Le déterminant de la matrice jacobienne de Φ est le germe D égal à :

D =
∂g

∂x

∂f

∂y
− ∂g

∂y

∂f

∂x
.

Nous appelons germe jacobien associé à (g, f) , le produit des composantes de D,
avec multiplicité, qui ne divisent pas f · g. Nous le notons Ĵ .

Remarques. - Si f =
R∏
i=1

f ri
i et si g =

S∏
i=1

g
sj
j sont des décompositions de f et g

en leurs facteurs irréductibles distincts, et si f̃ et g̃ désignent les germes réduits

f̃ =
R∏
i=1

fi et g̃ =
S∏

j=1

gj, alors :

Ĵ =
∂g̃

∂x

∂f̃

∂y
− ∂g̃

∂y

∂f̃

∂x
.

Si f et g sont à singularité isolée à l'origine, alors Ĵ = D.
Si Ĵ évalué en zéro est non nul, il est clair que f et g sont lisses et transverses

à l'origine. Sinon, le lieu jacobien de (g, f) , noté J , est le germe de courbe réduit,
lieu des zéros de l'équation Ĵ = 0.

Par exemple, si f(x, y) = y2 et g(x, y) = xa − yb, avec a > 1, alors Ĵ (x, y) =
axa−1.
La courbe J est donc l'axe d'équation x = 0. Par conséquent, J est lisse à l'origine.

Remarques. - Si le germe g est une forme linéaire transverse à f , alors le germe
jacobien de (g, f) est appelé germe polaire de f.

Le type analytique du lieu jacobien de (g, f) est un invariant du type analytique
de (g, f) . En e�et, s'il existe un isomorphisme analytique φ entre Φ1 = (g1, f1)
et Φ2 = (g2, f2) , alors D(Φ2) = u(x, y) · D(Φ1) , où u(0, 0) 6= 0. Par consequent,
Φ1 et Φ2 ont même lieu jacobien. Par contre, le type topologique du lieu jacobien
n'est pas un invariant du type topologique de (g, f) . Par exemple, les paires de
germes (y, x3 − y2) et (y, x3 − y2 + x2y5), ont même type topologique, mais leurs
lieux jacobiens respectifs sont {x = 0} et {x = 0}1j{3x + 2y5 = 0}. Ceux-ci ont
clairement un type topologique di�érent.

L'image par Φ de J est une courbe appelée courbe discriminante de (g, f) .
Nous la notons ∆. Désignons par (u, v) les coordonnées complexes de Φ(C2

0) . Par
dé�nition, {u = 0} = Φ({g = 0}) n'est pas une branche de ∆. Donc, si δ représente
une branche de ∆, il existe un nombre rationnel strictement positif qδ/pδ (où qδ est
premier à pδ), un entier strictement positif m et une paramétrisation de Puiseux de
δ de la forme :

u = v
qδ
Pδ

(
a+

∑
k∈N∗

bkv
k
m

)
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où a ∈ C∗, bk ∈ C.
Nous appelons ensemble des quotients jacobiens de (g, f) , l'ensemble constitué

des nombres rationnels qδ/pδ.
Remarque. - Dans le cas où g est une forme Iinéaire transverse à f , les nombres
rationnels pδ/qδ sont les quotients polaires de f dé�nis par B. Teissier et D.T. Lê.

Dans une première partie on donne une interprétation topologique précise des
quotients jacobiens de (g, f) , qui permet de les calculer, d'une part, en termes
d'enlacements d'entrelacs, et d'autre part, en termes d'exposants de contact dans la
résolution minimale de f · g. A l'aide de ces résultats on démontre que l'ensemble
des quotients jacobiens de (g, f) est un invariant du type topologique de (g, f) .

Puis on établit les relations qui existent entre les quotients jacobiens de (g, f)
et les quotients polaires de f (ce sont les quotients jacobiens de (ℓ, f) , où ℓ est
une forme linéaire qui ne divise pas f), de g, et de f · g. On étudie également le
comportement de croissance des quotients jacobiens de (g, f) dans la résolution
minimale du produit de germes f · g.

Une première application de ces résultats constitue la réponse à la question
suivante, posée par les professeurs D.T. Lê et C. Weber dans le cadre de leur étude
de la conjecture jacobienne :
Si J est lisse en l'origine, f ou g est-il lisse ?.
On montre que toute composante irréductible de f transverse à g et au germe
jacobien Ĵ est lisse et transverse aux autres composantes irréductibles de f . De
nombreux exemples indiquent que, si f et g ne sont pas transverses, on ne peut
pas espérer limiter la complexité topologique de la singularité du germe produit
f · g. Cependant, si f et g sont des germes transverses, je démontre qu'il existe
(a, b) ∈ N∗ × N∗, b ≥ a ≥ 2, tel que f · g soit topologiquement équivalent au germe
y(xa − yb) .
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Equations intégrales de frontière

pour des problèmes de plaques polygonales à bord libre.

Christine Nazaret

On se propose d'étudier la déformation d'une plaque mince polygonale à bord
libre sous chargement mécanique, par une méthode d'équations intégrales de fron-
tière. Notons Ω l'ouvert de R2 correspondant à l'intérieur de la plaque, de frontière
Γ = ∪N

j=1Γj,Γj étant le jeme côté du polygone.
Il s'agit de résoudre le problème variationnel{

Trouver u ∈ H2(Ω) tel que
a(u, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ H2(Ω)

(1)

où a(u, v) = Iν∆u∆vΩ + (1 − ν)∂iju∂ijvdx et ν est le coe�cient de Poisson du
matériau constituant la plaque (0 < ν < 1/2) .

Lorsque Ω est régulier, ce problème (1) est équivalent au problème aux limites
∆2u = f dans Ω

Mn(u) = ν∆u+ (1− ν)∂
2u

∂n2 = 0 sur Γ = ∂Ω

Kn(u) =
∂∆u
∂n

+ (1− ν) d
ds

(
∂2u
∂t∂n

)
= 0 sur Γ

(2)

dont la résolution par équations intégrales de frontière a été faite par Giroire et
Nédélec [3]. Les opérateurs Mn et Kn sont appelés moment �échissant et e�ort
tranchant.

Nous obtenons les r′ ∝ ultats suivants :

A. Problème variationnel

En utilisant un cadre général dé�ni dans [4] et en s'inspirant d'idées développées
dans [2], on dé�nit un opérateur TMK qui agit sur des couples (g, h) de H(Γ) sous

espace de ΓINi=1H
32̃(Γj) × H

1
2 (Γj) dont les éléments véri�ent certaines conditions

de compatibilité aux coins (cf. [4]). Dans un domaine régulier, l'opérateur TMK
coïncide avec (−Kn, Mn) .

De�nition 1 Pour u ∈ H2(∆2,Ω) = {v ∈ H2(Ω); ∆2v ∈ L2(Ω)}f nous dé�nissons
TintMK(u) ∈ (H(Γ)) ' par : ∀(g, h) ∈ H(Γ)

〈TintMK(u), (g, h)〉 = −
∫
Ω
∆2uRdx+

∫
Ω
{ν∆u∆R + (1− ν)∂iju∂ijR} dx

où R ∈ H2(Ω) est un relèvement de (g, h), i.e. γ0R = g et γ1R = h(γ0 et γ1 étant
les opérateurs trace et trace de la dérivée normale).
Pour u ∈ W 2

0 (42, Ω′) (cf. [3]), nous dé�nissons TextMK(u) ∈ (′H(Γ))′ de ma-
nière similaire sur Ω′ = R2\Ω. Nous dé�nissons aussi [TMK(u)] = TintMK(u) −
TextMK(u) .
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On transforme (1) en un problème équivalent (3) avec q = −TintMK(uE) où
uE = E ∗ f (E solution élémentaire du bilaplacien).

Lemma 1 Le problème suivant admet une unique solution dans V = H2(Ω)/P1(Ω)
(polynôme de degré 1)

Trouver u ∈ V tel que
a(u, v) = 〈q, (γ0v, γ1v)〉,
∀v ∈ V

⇔


Trouver u ∈ V tel que
∆2u = 0 dans Ω,
TintMK(u) = q.

(3)

A l'aide de [1], on montre que pour une plaque strictement polygonale et pour des
seconds membres f de (1) qui sont L2(Ω) ou des diracs dans Ω, la solution u est
dans Hs(Ω) avec s > 5/2.

2 Problème du bord

Notre but est de transformer notre problème en un système d'équations intégrales
sur le bord. Nous donnons ici une représentation intégrale des solutions de ∆2u = 0
dans Ω et Ω′, à l'aide de l'opérateur TMK.

Proposition 1 Soit u ∈ H2(Ω) ×W 2
0 (Ω

l) telle que ∆2u = 0 dans Ω ∪ Ω′. Alors il
existe p ∈ P1(R

2) tel que, pour tout y ∈ R2\Γ,

u(y) = 〈[TMK(u)], (γ0E(| · −y|), γ1E(| · −y|))〉+
∫
Γ

∂∆E(| · −y|)
∂n

(x)[u](x)dγ(x)

−(1− ν)

∫
Γ

∂2E(| · −y|)
∂t∂n

(x)
d

ds
[u](x)dγ(x)−

∫
Γ

Mn(E(| · −y|))
(
∂u

∂n

]
(x)dγ(x) + p(y)

On veut obtenir une représentation intégrale du type double couche de la solution
variationnelle du problème de Neumann biharmonique intérieur, où les inconnues
intermédiaires sur le bord sont les sauts [u] et [ ∂u

∂n
], comme dans [3]. Il nous su�t de

coupler notre problème intérieur à un problème biharmonique extérieur en imposant
à la quantité [TMK(u)] d'être nulle.

En�n du problème au bord obtenu par couplage, nous donnons une formulation
variationnelle sous forme d'équations intégrales portant sur les sauts. Cette formula-
tion présente des noyaux non intégrables que nous éliminons à l'aide d'une technique
développée par Nédélec pour obtenir un système d'équations intégrales.

3 Approximation

On se place dans le cas où Ω est une plaque carrée. Nous cherchons un espace
d'éléments �nis Vh approchant H(Γ) . La résolution de (3) se ramène à la résolution
d'un système linéaire que nous inversons. Nous obtenons alors les valeurs de [u], d

ds
[u]

et [ ∂u
∂n
] aux noeuds du maillage. L'étape suivante consiste à évaluer la solution à partir

de ces sauts et de la Proposition 3.1.
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Un exemple : uE(y1, y2) = 4y31 − 5y32 − 3y21 + 4y22.
Figure 1 : déformation de la plaque : uE exacte et calculée
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Propriétés de moyenne des fonctions CR sur une hypersurface.

Victoria Paolantoni

Si f , fonction donnée sur M , hypersurface lisse de Cn, est la restriction d'une
fonction holomorphe sur un voisinage de M alors f est annulée par les champs de
vecteurs (¬Lj1≤j≤n−1, où (Ls·)1≤j≤n−1 est une base des champs tangents complexes
holomorphes. Une fonction annulée par ces champs est dite de Cauchy-Riemann
(noté CR(M) ). Le problème qui s'est posé à de nombreux auteurs est le problème
réciproque, à savoir si une fonction CR donnée sur M peut se prolonger de fagon
holomorphe à un voisinage de M , d'un côté de M ou des deux côtés de M . Ce
problème est lié à la géométrie des points de M.

Précisons nos notations : M = {ρ (z1, zn) = 0} où p est une fonction dé�nissante
de M.

Lj =
∂ρ

∂zn
(0)

∂

∂zj
− ∂p

∂zj
(0)

∂

∂zn
si
∂p

∂zn
(0) 6= 0

On note Lzo la forme de Levi de M au point z0 ∈ M dé�nie pour w appartenant au
plan tangent complexe à M en z0 par :

Lz0(ρ)(w) =
n∑

j,k=1

∂2ρ

∂zj∂zk
(z0)wjwk

En 1911, E.E.Levi [3] démontre que pour un domaine strictement pseudoconvexe
(i.e dont les valeurs propres de la forme de Levi sont strictement positives) de C2

à bord lisse M , il existe des fonctions holomorphes qui n'ont pas de prolongement
holomorphe à travers M du côté pseudoconcave. Puis en 1956, Lewy [4] a montré
que tout germe de fonction CR se prolongeait au côté pseudoconvexe. Le résultat
décisif dans ces questions d'extension de fonctions CR est donné par Trépreau [7]
en 1986. Si M est une hypersurface C2 de Cn et z0 ∈ M toute fonction CR près
de z0 se prolonge d'un côté de M si et seulement si M ne contient aucun germe
d'hypersurface complexe passant par z0. Cette condition géométrique correspond à
la notion de minimalité introduite par Tumanov [8] en 1988. Tumanov généralise le
théorème de Trépreau à des variétés de codimension supérieure à 1. Ces résultats
utilisent la technique des disques analytiques. On considèrera des disques ϕ : ∆ → Cn

holomorphes sur ∆ (disque unité de C) et de classe Cα(∆) , attachés à M (i.e

ϕ(∂∆) ⊂ M et Cα(∆) =
{
u : ∆ → R; |u|α = sup∆|u|+ supx,y∈∆

|u(x)−u(y)|
|x−y|α < ∞

}
).

En utilisant le théorème d'approximation de Baouendi et Trèves [7] et le principe
du maximum, on peut prolonger les fonctions CR(M) à la réunion

⋃
ϕ ϕ(∆) . Pour

les fonctions holomorphes dans un ouvert, on a des propriétés de moyenne. Le but
de notre travail est d'établir des propriétés de sous-moyenne pour les fonctions CR.
On dit qu'il y a extension holomorphe bilatérale de f ∈ CR(U)(U voisinage de 0
dans M ] si et seulement s'il existe un voisinage V de θ dans Cn tel. que f soit la
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trace sur V ∩ M d'une fonction holomorphe F sur V . Cette condition d'extension
bilatérale entraîne l'hypoellipticité de l'opérateur de Cauchy-Riemann annulant les
fonctions CR. On a alors la proposition suivante :

Proposition 1 Soit M une hypersurface de Cn contenant 0, U un voisinage de θ
dans M . On a les implications suivantes : (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii)
(i) Toute fonction f ∈ CR(U) se prolonge holomorphiquement des deux côle± de
l'hypersurface
(ii) On a l'estimation de sous-moyenne pour f :

(∗)|f(0)| ≤ C(V )

∫
V ∩M

|f(z)|dσM(z)

où V est un voisinage de 0 dans Cn

(iii) la non existence de fonctions pics pour M.

Ce résultat est connu de F.Trèves [7] et nous proposons une approche di�érente
basée sur les distributions valeur au bord [6] et le théorème du saut [2] de Chirka.
Le but principal de notre travail est de préciser la constante C(V ) de (∗) . Nos
démonstrations seront basées sur la construction de disques analytiques attachés à
M . On procède en deux étapes :
1ère étape : Estimation en des points d'un côté ou de l'autre de M.

On généralise un théorème de A.Boggess, R.Dwilewicz et A.Nagel établi en 1989
pour des hypersurfaces pseudoconvexes de type �ni [1]. On a une distance associée
aux hypersurfaces de type �ni et en utilisant les boules anisotropes BM(p, δ) asso-
ciées à cette distance [5] et des disques analytiques particuliers, on démontre sans
hypothèse de pseudoconvexité le théorème suivant :

Théorème 1 SoitM une hypersurface lisse dans Cn Soit p un point deM de type �ni
m. Il existe des constantes δ0, C, A strictement positives, un côté de l'hypersurface
Ω et un voisinage W de p dans Ω tels que :

∀Z ∈ Ω tel que π(Z) = p

et |Z − p| = CΛM(p, δ) où 0 < δ ≤ δ0

on a :

|u(Z)| ≤ A

|BM(p, δ)|

∫
ζ∈BM (p,δ)

|u(ζ)|dσM(ζ)

pour toute fonction u plurisousharmonique sur W et continue jusqu'au bord.

2ème étape : Estimation en des points de l'hypersurface M.
Dans le cas où on dispose d'une �stabilité� du type des points et de la propriété

d'extension bilatérale, on démontre que la constante C(V ) est de la forme Cte
|BM (p,δ)| où

|BM(p, δ)| est la mesure de la boule anisotrope. On démontre les théorèmes suivants :
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Théorème 2 Soit U ouvert de Cn,M ⊂ U hypersurface réelle lisse contenant θ.
Supposons que la forme de Levi de M en 0 admette une valeur propre positive et
une négative. Alors il existe un voisinage V de θ dans l'hypersurface, une constante
C > 0 et δ0 > 0 tels que pour toute fonction fCR(V ) on ait :

∀Z ∈ V et ∀0 < δ < δ0

|f(Z)| ≤ C

1BM(Z, δ)}

∫
BM (Z,δ)

|f(ζ)1dσM(ζ)

La démonstration de ce théorème utilise le fait que dans un voisinage de 0, tous les
points sont de type 2. Plus généralement, pour avoir des propriétés de moyenne, on
aura besoin de se placer sous l'hypothèse suivante de �stabilité� (S∗) :
Il existe une courbe transverse, réelle analytique C de M contenant 0 dont tous les
points sont de type �ni impair m.
Sous cette condition, nous utilisons les disques construits dans la démonstration du
théorème II.1 pour obtenir l'estimation suivante :

Théorème 3 Soit M une hypersurface de C2 de classe C∞ véri�ant l'hypothèse (S∗)
. Alors il existe un voisinage V de θ dans M , une constante C > 0 et δ0 > 0 tels que
pour toute fonction f CR(V ) , on ait : ∀δ ∈]0, δ0[,

|f(0)| ≤ C

|BM(0, δ)|

∫
BM (0,δ)

|f(ζ)|dσM(ζ)
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Sur la convergence faible uniforme des processus stochastiques.

Christine Sibeux

Soit (Xn,θ)n≥1 une suite de semi-martingales dépendant du paramètre θ ∈ Rm

dé�nies sur des espaces �ltrés (Ωn,Fn,Fn, P n) . Pour θ �xé, la convergence en loi
de la suite (Xn,θ)n≥1 vers une semi-martingale Xθ a été étudiée par de nombreux
auteurs (voir par exemple J. Jacod et A.N. Shiryayev [4] ou R.Sh. Lipster et A.N.
Shiryayev [5]). Lorsque cette convergence a lieu, d'après le théorème de représenta-
tion de Skorohod (cf R.M. Dudley [1]), il existe un espace probabílisé (Ω̃, F̃ , P̃ ) et

des processus X̃n,θ et X̃θ tels que les lois de X̃n,θ et de X̃θ sous P̃ coïncident avec
les lois de Xn,θ et de Xθ respectivement et tels que pour tout N ∈ N

sup
t∈[0,N ]∩Tθ

∣∣∣X̃n,θ − X̃θ
∣∣∣ P̃−p.s.−→ 0

avec Tθ = {s ≥ 0, 4X̃θ
s = 0}.

Nous cherchons sous quelles conditions supplémentaires, la convergence précé-
dente est uniforme (en θ) sur tous les compacts de Rm. Ce type de convergence
est très utile en statistique, notamment pour étudier la normalité asymptotique de
certains estimateurs.

Nous nous restreignons au cas où nous pouvons dé�nir des processus Xn =
(Xn,θ

t )t∈R+,θ∈Rm à trajectoires dans l'espace de Skorohod D(R+, Cloc(Rm)) des fonc-
tions dé�nies sur R+ à valeurs dans Cloc(Rm) où Cloc(Rm) désigne l'ensemble des
fonctions réelles continues sur Rm, muni de la loi de la convergence uniforme sur tout
compact. Nous pouvons alors étudier la convergence en loi, dans D(R+, Cloc(Rm))
, de la suite (Xn)n≥1. Les résultats classiques sur la convergence faible � valables
dans tout espace D(R+, S) où S est un espace polonais � donnent des conditions
qui s'expriment à l'aide du module de continuité dans D(R+, Cloc(Rm)) , qui est
dé�ni de la façon suivante : si (Ki)i≥1 désigne une suite de compacts croissant vers
Rm et si X est une fonction réelle sur R+ × Rm, nous posons pour tout i, N ∈ N et
h > 0

W i
h,N(X) = inf

{tj}
tj+1−tj>h

max
0≤j≤n

sup
s,t∈[tj ,tj+1[

sup
θ∈Ki

∣∣Xθ
s −Xθ

t

∣∣
où la borne inférieure est prise sur toutes les subdivisions 0 = t0 < . . . < tn+1 =
N(n ≥ 1) de l'intervalle [0,N] véri�ant tj+1 − tj > h pour j = 0, . . . , n − 1. Nous
cherchons des conditions en termes prévisibles pour assurer la convergence en loi
dans D(R+, Cloc(Rm)) des processus Xn.

Dans un premier temps, en utilisant les travaux de L.Yu. Vostrikova [6] et [7],
nous obtenons un critère de convergence en loi dans D(R+, Cloc(Rm)) . Ensuite,
nous exprimons les conditions obtenues en termes prévisibles à l'aide des résultats
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classiques sur la convergence des processus et des estimations de K. Dzhaparidze,
E. Valkeila [2] et de I.A. Ibragimov, R.Z. Has'minski [3].
Convergence en loi dans D(R+, Cloc(Rm)) Dans cette partie, nous exprimons
les conditions assurant la convergence en loi dans D(R+, Cloc(Rm)) à l'aide de

W θ
h,N(X) = inf

{tj}
tj+1−tj>h

max
0≤j≤n

sup
s,t∈[tj ,tj+1[

∣∣Xθ
s −Xθ

t

∣∣
et Ki

h,N(X) = sup
0≤qt≤qN

sup
θ,θ′∈Ki

|θ−θ′|≤qh

∣∣∣Xθ
t −Xθ′

t

∣∣∣ .
Théorème 1 Supposons que pour tout i, N ∈ N, η > 0, θ, θ1, . . . , θl ∈ Rm,
(l ∈ N∗) et t, t1,. . . , tk ∈ R+, (k ∈ N∗) nous avons

(1) (Xn,θ1
t1 , . . . , Xn,θl

t1 , . . . , Xn,θ1
tk

, . . . , Xn,θl
tk

)
L(Pn)−→ (Xθ1

t1 , . . . , X
θl
t1 , . . . , X

θ1
tk
, . . . , Xθl

tk
) ,

(2) lim
a→+∞

lim
n
P n

(
sup
0≤s≤t

∣∣Xn,θ
s

∣∣ ≥ a

)
= 0.

(3) lim
h→0

lim
n
P n
(
W θ

h,N (Xn) > η
)
= 0,

(4) lim
h→0

sup
n≥1

P n
(
Ki

h,N (Xn) > η
)
= 0.

Alors, pour tout n ≥ 1f le processus Xn = (Xn,θ
t )t≥0,θ∈Rm est à trajectoires dans

D(R+, Cloc(Rm)) et la suite (Xn)n≥1 converge en loi vers un processus X̃ à trajec-
toires dans D(R+, Cloc(Rm)) et ayant les mêmes distributions �nies-dimensionnelles
que X.

Critères de convergence faible dans D(R+, Cloc(Rm)) en termes prévisibles

Nous nous restreignons ici au cas où pour tout θ ∈ Rm, Xθ est un processus de
di�usion qui est solution de l'équation di�érentielle stochastique

dXθ
t = b(t, θ,Xθ)dt+ c(t, θ, Xθ)dWt

avec Xθ
0 déterministe et W = (Wt)t∈R+ un mouvement brownien. Nous supposons

que les fonctions b et c véri�ent les conditions habituelles de Lipschitz, de croissance
linéaire, de continuité et de prévisibilité. Nous nous limitons également au cas où
pour tout θ ∈ Rm et tout n ≥ 1, le processusXn,θ est une semi-martingale localement
de carré intégrable. Dans ce cas, il existe un processus unique B̃n,θ prévisible, à
trajectoires à variation localement integrable, tel que

Xn,θ = Xn,θ
0 + B̃n,θ +Xn,θ,c +

∫
0

∫
R\{0}

xd
(
µn,θ − νn,θ

)
où Xn,θ,c désigne la partie martingale continue de Xn,θ, µn,θ sa mesure des sauts et
νn,θ son compensateur. De plus, la martingale locale

Mn,θ = Xn,θ,c +

∫
0

∫
R\{0}

xd
(
µn,θ − νn,θ

)
,
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qui apparaît dans la décomposition ci-dessus, est localement de carré intégrable.
Conditions du groupe I
Pour tout θ, θ′ ∈ Rm, tout L ∈ N et tout a ∈]0, 1], nous avons :
(1) Xn,θ

0
Pn

−→ Xθ
0

(2)

∫ L

0

∫
R\{0}

x ≤ I(|x|>a)dν
n,θ Pn

−→ 0

(3) sup
t≤L

|B̃n,θ
t −

∫ t

0

b
(
s, θ,Xn,θ

)
ds| Pn

−→ 0

(4) sup
t≤L

| < Mn,θ,Mn,θ′ >t −
∫ t

0

c
(
s, θ,Xn,θ

)
c
(
s, θ′, Xn,θ′

)
ds| Pn

−→ 0

Conditions du groupe II
Nous introduisons le processus prévisible Yn,θ,θ′ = (Y n,θ,θ′

t )t≥0 dé�ni par

Y n,θ,θ′

t =
∣∣∣Xn,θ

0 −Xn,θ′

0

∣∣∣p+ < Xn,θ,c −Xn,θ′,c >
p/2
t +

∣∣∣B̃n,θ
t − B̃n,θ′

t

∣∣∣p
+

∫ t

0

∫
R2\{0,0}

(x− y)≤dνn,θ,θ′)p/2 +

∫ t

0

∫
R2\{0,0}

|x− y|pdνn,θ,θ′

où νn,θ,θ′ désigne le compensateur de la mesure des sauts du processus
(Xn,θ, Xn,θ′) .

Nous supposons que pour tout i ∈ N, tout N ∈ N, il existe α > m et p ≥
max(α, 2) véri�ant, pour tout Fn-temps d'arrêt τ à valeurs dans l'intervalle [0,N],
les deux conditions suivantes
(4) sup

n≥1
sup
θ∈K

En(|Xn,θ
τ 1p) < +∞

(5) sup sup
θ ̸=θ

En(|Yn,θ,θ′

τ n ≥ 1θ1θ
′ ∈ K2 |p\|θ − θ′1α) < +∞.

Théorème 2 Supposons que les conditions des groupes I et II sont satisfaites.
Alors, pour tout n ≥ 1, le processus Xn = (Xn,θ

i )t≥0,θ∈Rm est à trajectoires dans
D(R+, Cloc(R

m)) et la suite (Xn)n≥1 converge en loi vers un processus X̃ à trajec-
toires dansD(R+, Cloc(R

m)) et ayant les mêmes distributions �nies-dimensionnelles
que X.
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Autour des fonctions harmoniques de type exponentiel,

quelques théorèmes d'unicité.

Raphaële Supper

Pour être identiquement nulle dans R2, il su�t à une fonction harmonique u :
R2 → R de type exponentiel (i.e. possédant dans R2 une croissance de la forme
|u(x, y)| ≤ Ceb|x+iy1 avec C et b des constantes > 0) de s'annuler sur Z × {0} et
Z × {a} où a ∈ N, 0 < a < π/b (voir [5]). Ce théorème d'unicité a été généralisé,
indépendamment en [8] et [10], aux fonctions harmoniques dans RN(N ∈ N, N ≥ 2)
de type exponentiel < π s'annulant cette fois sur ZN−1 × {0} et ZN−1 × {a}.

On propose ici une extension de ce résultat aux fonctions de l'espace HP,b,N

décrit dans la dé�nition ci-dessous, en renvoyant à [4] pour davantage de détails.
L'idée générale consiste à utiliser le fait qu'un élement u ∈ HP,b,N est certes une
fonction analytique dans RN mais qu'elle est de plus harmonique d'ordre in�ni, ce
qui permet d'assurer que u est restriction à RN d'une fonction ũ analytique dans
CN , avec le même type de croissance pour ũ dans CN que pour u dans RN , l'intérêt
des fonctions entières de type exponentiel résidant dans leur correspondance, via la
transformation de Fourier-Borel, avec les fonctionnelles analytiques (cf [6], [7]), un
outil très pratique pour étudier ces questions d'unicité (cf [9]).

De�nition 1 Étant donnés b ≥ 0 et P (X) =
∑

0≤k≤d ckX
k ∈ R[X] un polynôme de

degré d dont l'ensemble des zéros Zp dans C ne rencontre pas ]−∞, 0[, soit HP,b,N

l'espace des solutions u : RN → R de l'equation

P (∆N)u = 0 (1)

(avec P (∆N) =
∑

0≤k<d ck∆
k
N où ∆k

N de±igne l'opérateur laplacien dans RN1 itéré k
fois) pour lesquelles il existe C0 > 0 et Cd > 0 telles que

|u(x)| ≤ C0 exp (b‖x‖N) et
∣∣∆d

Nu(x)
∣∣ ≤ Cd exp (b‖x‖N)

pour tout x ∈ RN .

Il existe des polynômes exponentiels P0, P1, . . . , Pd−1, ne dépendant que de P,
notés dans la suite Pk(ω) =

∑
α∈ZP

∑
0≤q<dα

ck,α,qαomegaq (avec ck,α,q ∈ C, k =
0, 1, . . . , d− 1 et dα la multiplicité de α comme zéro de P ) tels que :

∆m
N = P0(m)Id+ P1(m)∆N + . . .+ Pd−1(m)∆d−1

N

pour tout m ∈ N, d'où (voir [1] pour une dé�nition de l'harmonicité d'ordre in�ni) :

Théorème 1 Toute solution u de (1) est une fonction harmonique d'ordre in�ni dans
RN . Plus précisément, elle est la restriction à RN de la fonction H, harmonique

dans RN × R, dé�nie par : H(x, t) =
∑
m∈N

(−1)m
t2m

(2m)!
(∆m

Nu)(x) .
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Noter que H(x, t) = Σα∈ZP
Σ0≤q<dQCα,q(x)Sα,q(t〉, où Cα,q(x) = Σd−1

k=0ck,α,q(∆
k
Nu)(x)

et Sα,q(t) = Σm∈N(−1)mαmmq t2m

(2m)!
= Pα,q(t)e

i
√
αf+Qα,q(t)e

−l̃
√
α∗, avec Pα,q etQα,q ∈

C[X] des polynômes de degré ≤ q.
Par ailleurs, on démontre (en utilisant le développement de Pizzetti [1] de la

moyenne super�cielle de u sur une sphère) que 4Nu,∆
2
Nu . .. ∆d−1

N u (et a fortiori
∆m

Nu pour m ≥ d) présentent eux aussi une croissance exponentielle :

Théorème 2 Pour toute u ∈ HPb,N et tout k ∈ {1, 2, . . . , d − 1}, il existe Ck > 0
telle que : |(∆k

Nu)(x)| ≤ Ck exp(b‖x‖N)pour tout x ∈ RN .

On en déduit que H possède une croissance de type exponentiel. Plus preci-
sément, on véri�e que, pour chaque ε > 0, il existe aε > 0 tel que, pour tout
(x, t) ∈ RN × R :

|H(x, t)| ≤ aε exp

[(√
b2 + I2P + ε

)
‖(x, t)‖N+1

]
en notant IP = maxα∈ZP

=m
√
α (avec la détermination principale du logarithme,√

α est bien dé�nie pour toute α ∈ ZP ). D'après le théorème 4.5 de [2], sa complexi-

�ée H̃ (i.e. la fonction entière dans CN+1 dont H est la restriction à RN+1) présente
elle aussi une croissance exponentielle : il existe pour chaque ε > 0, une constante
Aε > 0 telle que

|H̃(z, η)| ≤ Aε exp

[(√
b2 + I2P + ε

)
LN+1(z, η)

]
pour tout (z, η) ∈ CN × C.

Dans la comparaison de la croissance d'une fonction harmonique dans Rn avec
celle de sa complexi�ée dans Cn, l'apparition de la norme de Lie, dé�nie dans Cn

par :

Ln(z) =

√
‖z‖2n +

√
‖z‖4n −

∣∣∣∑1≤j≤n z
2
j

∣∣∣ (
≤
∑

1≤j≤n |zj|
)

(‖ · ‖n désignant ici la norme euclidienne de Cn) s'explique par le fait que la cellule
d'harmonicité dans Cn d'une boule euclidienne BR = {x ∈ Rn : ‖x‖n ≤ R}
est justement la boule de Lie BLR = {z ∈ Cn : Ln(z) ≤ R} (voir [1]) et que
le maximum sur BR d'une fonction harmonique dans Rn est relié au maximum sur
BLR de sa complexi�ée dans Cn (voir [2]).

En constatant (pour x �xé) que η 7→ H(x, η) est la transformée de Fourier-
Borel d'une fonctionnelle analytique qui apparaît, d'une part comme une combinai-
son linéaire de dérivées de masses de Dirac aux points i

√
α(α ∈ ZP ) et, d'autre

part, comme une fonctionnelle analytique portable par le disque DP,b = {ω ∈ C :

|ω| ≤
√

b2 + I2P}, on obtient, en considérant la transformation G (voir [3]) de cette
fonctionnelle :
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Théorème 3 Soit u ∈ HP,b,N . Si min
α∈ZP

|α| > b2 + I2P , alors u ≡ 0 dans RN ,

On constate de même que z 7→ H̃(z, 0) (i.e. la complexi�ée ũ de u) possède
une croissance de type exponentiel, plus précisément qu'elle appartient à l'espace
Exp(CN , DN

P,b) des fonctions entières f dans CN véri�ant les estimations suivantes :
pour chaque ε > 0, il existe Mε > 0 telle que

|f(z)| ≤ Mε exp

[(√
b2 + I2P + ε

)
(|z1|+ . . .+ |zN |)

]
pour tout z = (z1, . . . , zN) ∈ CN . (Cet espace est l'ensemble des transformées de
Fourier-Borel des fonctionnelles analytiques portables par le polydisque DN

P,b - voir
[6]).

Les
∂2jũ

∂z2jN
(j ∈ N) appartenant également à Exp(CN , DN

P,b) et leurs restrictions

aux hyperplans {zN = 0} et {zN = a} à Exp(CN−1, DN−1
P,b ) , on démontre :

Théorème 4 Soient a ∈ R∗ et u ∈ HP,b,N telle que β =
√
b2 + I2P < π et que ses

dérivées partielles
∂2ju

∂x2j
N

(j = 0, 1, . . . , d−1) s'annulent sur NN−1×{0} et NN−1×{a}.

Si |a|β < π, alors u ≡ 0 dans RN
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Sur la resommation de certaines séries divergentes.

Mathilde Toulouse

Etant donnée une équation di�érentielle linéaire homogène y′′ + hyt + ty = 0
de degré deux, où h et t ∈ C(x) , il n'existe pas toujours des solutions s'exprimant
à l'aide des fonctions classiques et de leurs primitives. Par contre, on peut trouver
des solutions formelles. Nous allons voir que ces solutions formelles permettent de
calculer, localement, de vraies solutions.

Nous allons étudier 1'équation (D) : z′′ = az. On peut toujours s'y ramener en

posant z = ye
∫

l
2h . Les singularités de (D) sont les pôles de a et éventuellement le

point à l'in�ni. Supposons que l'origine 0 soit un point singulier de (D) . Au voisinage
de 0, la fonction a admet un développement de Laurent : a(x) =

∑
n≥n0

anx
n, a0 6= 0.

On sait associer à l'équation (D) , un polygone de Newton au voisinage de 0, donné
ici par la �gure 1. Ce polygone admet une pente non nulle qui vaut (n0 − 2)/2, si
et seulement si n0 < 2. Dans ce cas, la singuIarite en 0 est dite irrégulière. Dans le
cas contraire, elle est régulière. On note k la plus grande pente �nie du polygone de
Newton de (D).

L'équation (D) admet deux solutions formelles, linéairement indépendantes,

ûi (x
ν)xαi(log x)pieqi(x

ν), i = 1, 2

avec pi, 1/
∫
ν ∈ N, αi ∈ C, qi ∈ C[x] et ûi ∈ C[[x]]. Si la singularité est régulière,

alors q1 = q2 = 0 et les séries formelles û1 et û2sont convergentes dans un disque
centré à l'origine. Si la singularitést irrégulière, les séries formelles û1 et û2 sont, en
général, divergentes.

Que peut-on espérer ?

On voudrait, par un processus de resommation, incarner , dans des régions à
préciser, les séries formelles û1 et û2 par de vraies solutions u1 et u2 de façon à ce
que

• la série formelle ûi soit le développement asymptotique de ui,

• la fonction ui(x
ν)xα′(logx)pieqi(x

ν) soit solution de l'équation (D).

Si la série ûi est divergente, elle ne peut pas être le développement asymptotique
d'une fonction holomorphe dans un disque épointé centré en 0. Il faut dans ce cas
polariser le problème dans une direction d et remplacer les disques épointés par des
secteurs ouverts bissectés par d.
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Développement asymptotique et k-sommation

Soit u une fonction holomorphe sur un secteur V de C∗. On dit que u est asymp-
tote sur V , au sens Gevrey k, à une série û =

∑
anx

n si pour tout sous-secteur fermé
W de V , il existe deux constantes positives CW et AW telles que

∀N ∈ N, |u(x)−
N∑

n=0

anx
n| ≤ CWAN

W (N !)1/k|x|N+1

Soit u une fonction holomorphe asymptote à 0, au sens Gevrey k, sur un secteur V .
On sait alors qu'il existe des constantes positives A et C telles que

|u(x)| ≤ Ce−A|x|−k

sur V.

Si le secteur V est d'ouverture strictement supérieure à π
k
ce type de croissance

implique que u = 0. Cette remarque permet de dire que s'il existe une fonction
holomorphe u asymptote, au sens Gevrey k, à une série formelle û sur un secteur
d'ouverture strictement supérieure à π

k
alors elle est unique.

On dit qu'une série formelle û est k-sommable dans une direction d s'il existe une
fonction holomorphe u, asymptote à û, au sens Gevrey k, dans un secteur bissecté
par d et d'ouverture strictement supérieure à π

k
.

Cas des series formelles solutions d'équations di�érentielles linéaires ho-

mogèmes d'ordre 2

On a [2] le théorème suivant.

Théorème 1 Les séries û1 et û2 sont k-sommables dans toute direction de C∗ sauf
éventuellement dans les directions de décroissance maximale de eq1−q2 et eq2−q1

Les directions de décroissance maximale de eq1−q2 et eq2−q1 sont appelées directions
singulières de l'équation. Elles sont, modulo 2π, en nombre �ni.

Regardons par exemple l'équation x3y′′ = y. Son polygone de Newton (cf. �gure)
a une pente non nulle qui vaut 1

2
. Cette équation admet une base de solutions

formelles :
û1(

√
x)x

3
2 e

2√
x et û2(

√
x)x

3
2 e

− 2√
x

Sur [0, 2π[ la seule direction singulière est 0. Dans toutes les autres directions, les
séries û1 et û2 sont

1
2
-sommables.

Pour les équations d'ordre superieur, on a un résultat similaire mais qui fait
intervenir de la multisommation, c'est à dire de la sommation avec plusieurs niveaux
k distincts.

k-sommation par la méthode de Borel-Laplace

Soit d une direction de C∗ et û =
∑

anx
n une série formelle k-sommable dans

la direction d. On sait qu'il existe alors des constantes A et C telles que |an| ≤
CAn(n!)1/k. La série

B̂(x) =
∑ an

(n!)1/k
xn
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Figure 1 : Polygone de Newton en 0 de l'équation (enveloppe convexe des cadrans
hachurés).

appelée transformée de Borel formelle de û est convergente. On note Φd le prolon-
gement analytique de sa somme dans la direction d. L'intégrale de Laplace :

u(x) = k

∫
d

Φd(ξ)e
−( ξ

x)
k

dξ ,

dé�nit une fonction holomorphe asymptote à û dans un secteur ]d − θ, d + θ[ avec
2θ > π

k
. C'est la somme de û dans la direction d.
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Interpolation complexe d'un espace de Banach et de son antidual.

Frédénque Watbled

On sait depuis longtemps que si X est un espace de Banach complexe de dimen-
sion �nie n, alors (X,X⋆) 1

2
est isométrique à l'espace de Hilbert ln2 . On sait aussi que

(Lp, Lq) 1
2
est isométrique à L2 pour tout p compris entre 1 et l'in�ni et 1

p
+ 1

q
= 1

(Cf par exemple [2]). On est donc naturellement amenés à se demander si l'interpolé
(X,X⋆) 1

2
est toujours isométrique à un espace de Hilbert pour un Banach complexe

quelconque X, où X⋆ désigne l'antidual de X, c'est-à-dire l'espace vectoriel X∗ où
l'on remplace la multiplication par un scalaire habituelle λx, λ ∈ C, x ∈ X, par
la multiplication conjuguée λ � x = λx. Pour pouvoir parler de l'espace interpolé
(X,X⋆) 1

2
il faut d'abord que le couple (X, X∗ soit compatible, c'est-à-dire que X et

X∗ s'injectent tous deux dans un même espace vectoriel topologique U , de manière à
pouvoir former leur intersection et leur somme. Rappelons la dé�nition des espaces
d'interpolation complexe, due à Calderón (Cf [2] ou [3]) : si (A0, A1) forme un couple
d'espaces de Banach compatible on dé�nit les normes suivantes sur l'intersection et
la somme :

‖a‖A0∩A1 = max (‖a‖A0 , ‖a‖A1)
‖a‖A0+A1 = inf

(
‖a0‖A0

+ ‖a1‖A1
, a = a0 + a1, aj ∈ Aj, j = 0, 1

)
,

qui en font des espaces de Banach. On appelle F(A0, A1) la famille des fonctions f
bornées continues sur la bande S = {z ∈ C, 0 ≤ <z ≤ 1}, à valeurs dans A0 +A1,
holomorphes sur l'intérieur S = {z ∈ C, 0 < <z < 1}, véri�ant f(j + it) ∈ Aj

pour j = 0, 1 et ||f(j + it)||Aj
tend vers zéro lorsque |t| tend vers l'in�ni, j = 0, 1.

L'espace F(A0, A1) muni de la norme

‖f‖F = max
j=0,1

supt∈R ‖f(j + it)‖Aj

est un espace de Banach, et on dé�nit, pour θ ∈ [0, 1], l'espace d'interpolation
complexe

(A0, A1)θ = {f(θ), f ∈ F (A0, A1)} ,

qu'on munit de la norme ||a||[θ] = inf{||f ||F , f ∈ F , f(θ) = a}, qui n'est autre que
la norme du quotient de F(A0, A1) par le sous-espace des fonctions qui s'annulent
au point θ. Les espaces (A0, A1)e sont intermédiaires entre A0 ∩ A1 et A0 + A1 et
on montre que l'intersection A0 ∩ A1 est dense dans (A0, A1)θ pour tout θ ∈ [0, 1]

Calderón dé�nit une deuxième méthode d'interpolation complexe en considérant
cette fois la famille G(A0, A1) des fonctions g continues sur S à valeurs dans A0+A1,
holomorphes sur S, véri�ant ||g(z)‖A0+A1 ≤ c(1+ |z|) , et g(j+ it1)−g(j+ it2) ∈ Aj
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pour t1, t2 ∈ R et j = 0, 1, avec

‖g‖G = max
j=0,1

supt1,t2∈R ‖
g (j + it1)− g (j + it2)

t1 − t2
‖Aj

< ∞

L'espace G(A0, A1) modulo les fonctions constantes et muni de la norme ‖‖·G est
un espace de Banach, et on pose

(A0, A1)
θ = {g′(θ), g ∈ G} ,

qu'on munit de la norme ‖a‖[θ] = inf {‖g‖G, g ∈ G, g′(θ) = a}. Calderón a montré
que l'espace (A0, A1)θ s'injecte dans l'espace (A0, A1)

θ mais c'est à Bergh ([1]) que
l'on doit de savoir que cette injection est isométrique.

Nous considérons ici deux cadres possibles dans lequel interpoler X et son anti-
dual : dans le premier on suppose qu'il existe un espace de Hilbert H et une injection
v d'image dense de H dans X. L'application adjointe v⋆ est alors une injection de
X⋆ dans H

∗
= H, ce qui permet d'identi�er X⋆ au sous-espace vv⋆(X⋆) de X. L'in-

tersection X ∩ X∗ est alors égale à X⋆ tandis que la somme X + X∗ est égale à
X. Cette situation a déjà été essentiellement considérée par Haagerup et Pisier ([4])
en ce qui concerne les espaces de Banach, et par Pisier ([5]) pour les espaces d'opé-
rateurs, où l'espace de Hilbert H est remplacé par l'espace d'opérateurs OH. Un
exemple typique est fourni par X = L1[0, 1], H = L2[0, 1]) et v = Id. Le théorème
est le suivant :

Théorème 1 Soit H un espace de Hilbert, soit v : H → X une injection d'image

dense. Alors X⋆ v⋆→ H⋆ = H
v→ X fournit un cadre pour interpoler X et X⋆, et dans

ce cadre (X,X⋆) 1
2
= H avec égalité des normes.

Dans le deuxième cadre on suppose qu'il existe un espace de Hilbert H et une in-
jection d'image dense v de X dans H. Remarquons qu'il su�t en réalité de connaître
une injection de X dans H car en restreignant l'espace d'arrivée on obtient une in-
jection d'image dense. L'application v⋆v permet alors d'identi�er X au sous-espace
v⋆v(X) de X⋆. Dans ce cas l'intersection de X et X∗ est égale à X tandis que
la somme est égale à X⋆. Un exemple typique de cette situation est fourni par
X = C[0, 1], H = L2[0, 1] et v = Id. Pour conclure à l'isométrie de (X,X⋆) 1

2
avec

H dans ce cadre on a besoin du fait, intéressant en lui-même, que (A⋆
0, A⋆

1)θ est
séquentiellement préfaiblement dense dans (A⋆

0, A⋆
1)

θ, ce qui entraîne en particulier
l'égalité de ces deux espaces dès que l'un des deux est ré�exif. On obtient le théorème
suivant :

Théorème 2 Soit H un espace de Hilbert, soit v : X → H une injection d'image

dense. Alors X
v→ H = H⋆

v⋆−→ X⋆ fournit un cadre pour interpoler X et X∗, et
dans ce cadre (X,X⋆) 1

2
= H avec égalité des normes.
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Débat : l'insertion des jeunes mathématiciennes

Une trentaine de jeunes mathématiciennes étaient présentes à ce débat animé par
Colette Guillopé, présidente de l'association femmes et mathématiques, Marie Fran-
goise Roy, organisatrice du forum, Juliane Unterberger et Sylvie Paycha, membres
de l'association. L'objectif de ce débat était de sensibiliser les jeunes mathémati-
ciennes au thème de la place des femmes dans les mathématiques et de recueillir
leurs impressions et expériences personnelles.

Statistiques : A�n de lancer le débat, quelques données statistiques ont tout
d'abord été présentées, les unes relatives à la proportion de �lles dans les �lières
scienti�ques de l'enseignement secondaire et supérieur, les autres à la proportion de
femmes dans les carrières d' enseignement et de recherche en mathématiques à l'uni-
versité. Ces statistiques sont publiées dans le numéro 1 de la revue femmes et math.
Les données statistiques de ces dernières années montrent que la proportion de �lles
n'a pas sensiblement progressé dans les séries scienti�ques, qu'elle a cependant légè-
rement augmenté dans les �lières scienti�ques du DEUG (DEUG A) et baissé dans
les �lières de médecine. Elles montrent aussi que la proportion de femmes recrutées
sur des postes d'enseignant-chercheur diminue avec le nombre de postes vacants.
Une analyse plus détaillée de l'évolution récente du nombre de femmes recrutées par
rapport au nombre total de recrutements sur des postes d'enseignants-chercheurs
est en cours.

Impressions de jeunes mathématiciennes :

Certaines mathématiciennes présentes n'ont pas ressenti de disproportion entre
�lles et garçons, femmes et hommes au cours de leurs études secondaires et de
leur formation universitaire. Les statistiques présentées les surprennent et ne corres-
pondent pas à l'impression qu'elles avaient.

Les �lles se dirigeraient cependant moins facilement vers une �lière scienti�que
que les garçons, moins par manque de goût que par manque de con�ance en elles.
Ce manque de con�ance se retrouve ensuite chez les mathématiciennes (jeunes et
moins jeunes) qui peuvent parfois être plus hésitantes que les hommes à soumettre
des articles pour publication alors que la liste de publications joue bien sûr un rôle
important pour le recrutement.

Certaines mathématiciennes présentes au débat ont cependant ressenti une dis-
proportion entre femmes et hommes au niveau de la préparation de la thèse, dans
les séminaires, les conférences. Il y a peu de directrices de thèse de mathématiques
en France ; il est pourtant intéressant de remarquer que parmi les jeunes femmes
présentes, plusieurs sont dirigées par une mathématicienne.

Des questions ont été posées quant aux répercussions pour les �lles de la mixité
dans l'enseignement. La mixité jouerait-elle en défaveur des �lles ?

-Les femmes rencontrent des di�cultés pratiques au cours de leur formation
universitaire, comme par exemple le manque de structures de prise en charge des
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enfants (crèche universitaire, garde d'enfants dans les centres de conférence) et le
manque de mobilité géographique lorsqu'elles ont une famille. Cette mobilité est
cependant utile en début de carrière surtout quand les postes se font rares.

Conclusions : Les jeunes mathématiciennes présentes ont trouvé intéressante l' ini-
tiative d'organiser un forum de jeunes mathématiciennes. Le fait qu'elles soient entre
jeunes leur a semblé propice à faire de ce forum un lieu de rencontres et d'échanges
agréable dans une ambiance détendue. Le caractère presque non mixte de la ren-
contre (pas de conférencier masculin, très peu de participants masculins) les a a
priori surprises. Cette caractéristique a pu selon certaines contribuer à créer une
atmosphère de con�ance durant cette rencontre. Elles espèrent pouvoir maintenir
des contacts qu'elles ont pu établir au cours de cette journée avec d'autres jeunes
mathématiciennes. L'ouverture thématique de la rencontre au cours de laquelle elles
ont pu écouter des exposés sur des domaines très éloignés du leur, leur a semblé enri-
chissant. Il s'est dégagé de cette journée un souhait quasi-unanime de recommencer
une telle initiative l'année prochaine.

compte-rendu rédigé par Sylvie Paycha

Echo d'une participante

Je ne peux donner que ma propre opinion, car je n'ai pas eu l'occasion de discuter
depuis avec d'autres participantes, mais en�n la voici.

Le bilan global est positif. Les exposés etaient intéressants, tout le monde ayant
fait un réel e�ort pour être compréehensible. L'un des avantages d'être entre jeunes
est qu'on ose facilement poser des questions. C'est aussi plus agréable pour celui qui
expose (on a vraiment l'impression de s'adresser à des collègues et pas de �passer
un oral� comme c'est parfois le cas). J'ai aussi apprecié, au débat du soir, d'avoir
en�n des données objectives sur la proportion de femmes parmi les matheux. J'avoue
avoir été surprise : je croyais, comme beaucoup, que cette proportion augmentait
lentement mais sûrement, ce qui n'est visiblement pas le cas.

Et je pense qu'il est aussi très important que les jeunes matheux aient l'occasion
de se rencontrer et apprennent à se connaître. Bref, j'ai apprecié au forum �jeunes
mathématiciennes� ce que j'avais déjà aimé au colloque �jeunes probabilistes� à Aus-
sois : de belles maths dans une ambiance plus détendue que d'habitude.

Mais j'avoue qu'à la journée de janvier, le fait de se retrouver entre �lles m'a paru
quand même un peu bizarre (nous sommes tellement habituées à faire des maths au
milieu d'une majorité de garçons... !)

S'il faut faire quelques suggestions, je dirai que :
Ce serait bien de faire un peu plus de �publicité� pour le forum les années prochaines,
ou de la faire un peu plus tôt. Il y a eu quelques problèmes d'information cette année.
Mais peut-être est-ce toujours le cas quand un colloque a lieu pour la première fois
(il faut dire aussi que les grèves de décembre n'ont rien arrangé).
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L'exposé sur l'évolution de la présence des femmes dans les domaines scienti�ques
pourrait-il avoir lieu un peu plus tôt (ou a la pause de midi) ? J'habite en province
et j'ai regretté de devoir manquer la �n pour ne pas manquer mon train. Pourrait-on
aussi avoir une photocopie de quelques-uns des tableaux les plus signi�catifs ? En
rediscutant de tout celà ensuite avec les thésardes de mon bureau (qui n'avaient pas
assisté au colloque) j'ai regretté de ne pas en avoir.

Myriam Fradon

Rapport d'une enquête auprès de jeunes mathématiciennes en France

A l'occasion du forum des jeunes mathématiciennes organisé par l'association
femmes et mathématiques en Janvier 1996 à l'I.H.P., une enquête a été menée sous
forme de questionnaire di�usé par correspondance à de jeunes mathématiciennes
en France. Parmi la trentaine de jeunes mathématiciennes présentes au forum, 16
ont répondu au questionnaire, 2 jeunes mathématiciennes ont répondu qui n'avaient
pas participé au forum. Nous rapportons ici sur les résultats de cette petite en-
quête. Celle-ci portant sur un très petit nombre de personnes, les résultats que nous
présentons ici ne doivent être considérés qu'à titre indicatif.

Description du questionnaire

Le questionnaire se divisait en trois parties.
- La première permettait d'évaluer la proportion de femmes parmi les doctorants
au sein de l'équipe ou du laboratoire et dans les séminaires auxquels assiste la
personne interrogée ainsi que son degré de participation à ces séminaires et groupes
de recherche.
-La deuxième partie comportait un premier groupe de questions d'ordre subjectif,
visant à apprécier dans quelle mesure la personne interrogée se sent plus ou moins
bien intégrée dans son équipe ou laboratoire. Un deuxième groupe de questions
portait sur ses liens avec le monde de la recherche extérieur à son laboratoire :
accès à une information suivie relative aux publications récentes, participations à
des conférences. Un troisième groupe de questions tentait de cerner le sentiment
chez la mathématicienne interrogée, d'appartenir ou non à une minorité au sein de
la communauté mathématique.
-Dans la troisième partie, il était demandé à la personne interrogée de donner son
opinion sur le forum auquel elle venait de participer.

Objectifs de l'enquête

L'enquête comportait deux objectifs. Le premier était de mieux connaître les
conditions de travail des jeunes mathématiciennes, le degré de leur intégration au
sein de la communauté mathématique, leur perception de leur statut de jeune ma-
thématicienne au sein ce cette communauté. Le deuxième était de les sensibiliser à
la question de la place de la femme dans les mathématiques à partir de son propre
parcours de jeune mathématicienne.
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Nous tenterons tout d'abord de dégager quelques conclusions des résultats des
deux premières parties de cette enquête et nous rapporterons ensuite quelques unes
des réactions au forum qui se sont dégagées des réponses à la troisième partie de ce
questionnaire.

Resultats de l'enquête

Parmi les doctorantes interrogées, 4 ont une directrice de thèse, 14 un directeur
de thèse. 3 d'entre elles assistent à un seul séininaire, 2 à un ou plus, 11 à au moins
deux séminaires, ceux-ci étant des séminaires spécialisés ou groupes de travail. Dans
l'ensemble les mathématiciennes interrogées se sentent assez bien intégrée dans leur
équipe (9 se sentent très bien intégrées, 5 se sentent plutôt bien intégrées, 2 se sentent
isolés) ou dans leur laboratoire (7 se sentent très bien intégrés, 8 se sentent plutôt
bien intégrées, 3 se sentent isolées). 10 sur 18 s'estiment bien informées de ce qui se
passe dans leur laboratoire et dans leur université. Elles ne semblent pas ressentir
l'aspect minoritaire de la représentation des femmes parmi les mathématiciens en
général au niveau de leur équipe ou laboratoire, que ce soit dans les séminaires ou
groupes de travail qu'elles fréquentent ou par la proportion de doctorantes parmi tous
les doctorants dans leur équipe ou leur laboratoire (qui �uctue d'ailleurs beaucoup
d'une réponse à l'autre). Par contre, l'aspect minoritaire de la representation des
femmes parmi les mathématiciens en général semble être ressenti à l'extérieur de
leur université dans le cadre de congrès par exemple ; 14 parmi 16 personnes qui ont
répondu ont eu l'impression d'avoir constaté une proportion de femmes inférieure
à 20 pour cent en moyenne dans les congrès auxquels elles ont assisté, 2 personnes
estiment cette proportion comprise entre 20 et 50 pour cent. Elles ont participé
pour 8 (parmi 16 réponses à cette question) d'entre elles à au moins 3 conférences à
l'extérieur de l'université et pour 6 d'entre elles à une ou deux conférences.

Les impressions sur le forum

Dans l'ensemble, le forum a été jugé de manière très positive. L'accueil cha-
leureux avec lequel les participantes ont été reçues, la convivialité de la rencontre
ont été mentionnés plusieurs fois dans les réponses. Ont aussi été relevés , l' aspect
pluridisciplinaire de cette rencontre, la diversité des thèmes et le fait qu'une telle
rencontre permet d'établir des contacts scienti�ques.

Certaines ont émis quelques réserves, notamment sur le fait que la rencontre
soit exclusivement féminine, ce qui les a parfois surprises au premier abord. Dans
l'ensemble, elles conviennent cependant a posteriori que ceci a pu en contre partie
contribuer à les mettre á l'aise, sans crainte d'être jugées. D'autre part, bien que
les organisatrices aient insisté sur la nécessité d'une présentation accessible au plus
grand nombre, certaines participantes ont trouvé certains exposés peu accessibles.
Des suggestions ont été faites pour la prochaine rencontre de ce type, en particulier
que des �mathématiciennes seniors� fassent part de leur experience de mathémati-
ciennes et qu'il y ait plus de temps pour les débats et échanges informels.
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Nous espérons avoir rendu compte aussi �dèlement que possible des réponses au
questionnaire que nous avions soumis aux participantes à ce forum et nous remer-
cions vivement toutes celles qui y ont répondu.

Sylvie Paycha, Julianne Unterberger
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