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Amélioration de la forme de Horner pour l’évaluation des polynômes univariés
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Comportement à distance finie des tests fondés sur les graphes PP

Näıma Bessah

Résumé : Désignons par Fm et Gn les fonctions de répartition empiriques
de deux échantillons indépendants de tailles respectives m et n et soient F−1

m

et G−1
n les fonctions quantiles empiriques correspondantes. La statistique de

test de Bahadur Kiefer est définie par :

BK(Fm,Gn) = Sup0<s<1

∣∣FmG
−1
n (s) +GnF

−1
m (s)− 2s

∣∣
Nous nous intéressons à la comparaison de ce test avec le test classique de
Kolmogorov- Smirnov, par une approche finie et sous l’hypothèse de conti-
guité des distributions.
Introduction: Les tests d’hypothèses (ou tests statistiques) nous permet-

tent de décider si une hypothèse (appelée hypothèse nulle et notée H0) est
acceptée ou rejetée avec un taux d’erreur α.
Parmi ces tests, celui de Kolmogorov Smirnov à deux échantillons nous per-
met de décider si deux échantillons indépendants provenant de deux popula-
tions différentes ont même fonction de distribution ou pas.
Le but de cette étude est d’introduire le test de Bahadur Kiefer et de le com-
parer au test de Kolmogorov Smirnov.

Définitions: SoientX1,X2,...,Xm et Y1,Y2,...Yn deux échantillons indépendants
de lois respectives F et G inconnues
Les fonctions de répartition empiriques sont définies par

Fm(x) =
1

m
#{1 ≤ i ≤ m,Xi ≤ x} et Gn(y) =

1

n
#{1 ≤ i ≤ n,Yi ≤ y}

le symbole # désigne le cardinal de l’ensemble.
Les fonctions inverses sont appelées fonctions empiriques quantiles et définies
par : F−1

m (s) = inf {x,Fm(x) ≥ s} et G−1
n (s) = inf{y,Gn(y) ≥ s } pour 0 ≤

s ≤ 1 Notation : On pose N = mn
m+n

Le processus P-P plot empirique de F contre G est défini par :

Amn(s) = N1/2
(
Fm(G−1

n (s))− F (G−1(s))
)

Sous l’hypothèse nulle d’égalité des deux distributions : H0 : F = G,

Amn(s) = N1/2
(
Fm(G−1

n (s))− s)
)
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Remarque : La statistique de test de Kolmogorov Smirnov est définie par

‖
(
Fm(G−1

n (s))− s)
)
‖= sup

0<s<1
|
(
Fm(G−1

n (s))− s)
)
|

Le processus de type Bahadur Kiefer à deux échantillons est fondé sur les
graphes P-P; il est défini par :

Rmn =
√
N {Fm(G−1

n (s) +Gn(F−1
m (s)− 2s}

Théorème (p.deheuvels et d.m mason 1990b)
Supposons que F = G est continue et que m −→ ∞ et n −→ ∞. Alors
N1/4(log(N))−1/2 ‖ Rmn ‖−→d‖ B ‖1/2

où B désigne un pont brownien et ‖ f ‖= sup0≤x≤1 | f(x) |
La statistique de test de Bahadur Kiefer est définie par ‖ Fm(G−1

n (s) +
Gn(F−1

m (s) − 2s ‖ , sa loi est donc connue d’aprés le théorème précédent
.

Niveau de signification d’un test : Un niveau de signification, noté α,est
la probabilité maximum de rejeter une hypothèse nulle vraie.
L’ hypothèse nulle d’égalité des deux distributions H0 : F = G est rejetée au

niveau de signification α pour chacun des tests si

P (‖
(
Fm(G−1

n (s))− s)
)
‖> c1) = P (‖ Fm(G−1

n (s)+Gn(F
−1
m (s)−2s‖ > c2) = α

c1 = kαN
−1/2 et c2 =

√
kαN

−3/4(LogN)1/2

La valeur de kα est lue sur la table de Kolmogorov Smirnov pour α donné
(par exemple α = 0.05 kα = 1.36)

Puissance d’un test
Définition La puissance d’un test, notée β , est la probabilité de rejeter une
hypothèse nulle fausse.

Comparaison des deux tests : On a comparé les puissances βKS et βBK ,
obtenues par simulation, des deux tests de Kolmogorov Smirnov et de Ba-
hadur Kiefer respectivement; on s’est interessé, en particulier au cas où la loi
de F est uniforme sur [0,1] et au cas où la loi est gaussienne, l’alternative G
sera contigue à F par translation, dilatation ou contamination pour des tailles
d’ééchantillons égales (n = m = 200) ou différentes (m = 100 et n = 80)
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Quelques résultats de simulation
Tableau 1 : n = m = 200F˜U [0,1] et G˜U [am,1− am]

am βKS βBK βBK/βKS

1
3
√

m

0.044
[0.035,0.053]

0.0475
[0.038,0.0056]

1.067

2
3
√

m

0.0545
[0.044,0.064]

0.146
[0.13,0.161]

2.67

5
6
√

m

0.084
[0.071,0.096]

0.343
[0.322,0.364]

4.08

1√
m

0.136
[0.121,0.151]

0.629
[0.607,0.65]

4.62

4
3
√

m

0.321
[0.3,0.34]

0.963
[0.955,0.971]

3

2√
m

0.946
[0.93,0.95]

1 1.05

Tableau 2: n = m = 200F˜N [0,1] et G˜N [am,1]

am βKS βBK βBK/βKS

1
2
√

m

0.048
[0.039,0.057]

0.051
[0.041,0.06]

1.05

1√
m

0.0725
[0.061,0.083]

0.0605
[0.05,0.07]

0.83

3
2
√

m

0.13
[0.115,0.144]

0.097
[0.08,0.109]

0.74

2√
m

0.194
[0.177,0.211]

0.153
[0.137,0.169]

0.78

3√
m

0.396
[0.374,0.417]

0.292
[0.272,0.311]

0.73

6√
m

0.943
[0.93,0.95]

0.835
[0.81,0.85]

0.88
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Tableau 3 : n = 80, m = 200 F˜U [0,1] et G˜U [am,1− am]

am βKS βBK βBK/βKS

1
2
√

m

0.059
[0.049,0.069]

0.077
[0.065,0.088]

1.3

1√
m

0.131
[0.116,0.145]

0.446
[0.424,0.468]

3.4

3
2
√

m

0.489
[0.467,0.51]

0.946
[0.936,0.955]

1.93

Conclusion: Selon les situations de l’alternative, le test de Bahadur Kiefer

peut s’averer meilleur que le test de Kolmogorov Smirnov, le rapport des
puissances des deux tests peut dépasser 3 dans diverses situations en faveur
du test de Bahadur Kiefer, il y’a néanmoins quelques cas où le rapport se
montre légèrement inférieur à 1.
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Introduction à l’arithmétique des ordinateurs

Sylvie Boldo

Introduction

La puissance de nos ordinateurs augmente chaque mois et on peut par-
alléliser un même programme sur plusieurs ordinateurs. Tout cela permet de
faire des calculs de plus en plus compliqués mais on peut s’interroger sur la
validité du résultat de tels calculs [2].

De retentissants échecs tels que le bug du Pentium ou l’explosion d’Ari-
ane 5 ont démontré qu’il ne fallait pas croire aveuglément aux résultats d’un
calcul sur ordinateur. L’ordinateur ne peut calculer parfaitement et le résultat
fourni ne doit pas être pris comme parole d’évangile.

En effet, l’ordinateur n’a qu’une mémoire finie. Il ne peut donc pas ma-
nipuler des nombres réels infiniment précis mais ce qu’on appelle des nombres
à virgule flottante.

1 Les nombres à virgule flottante

En machine, un nombre à virgule flottante n’est qu’une suite de bits (0
ou 1). Ces bits se répartissent en 3 champs : le signe, la fraction et l’exposant
comme montré en figure 1.

signe

exposant 

fraction

Fig. 1 – Les champs d’un nombre à virgule flottante

La plupart des processeurs actuels respectent la norme IEEE-754 [7] qui
impose notamment deux formats de nombres à virgule flottante appelés sim-
ple et double précision. Un nombre en simple précision est composé de 32
bits : 1 pour le signe, 23 pour la fraction et 8 pour l’exposant. Un nombre en
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simple précision est composé de 64 bits : 1 pour le signe, 52 pour la fraction
et 11 pour l’exposant.

Notons s le signe, E l’exposant et f = b1b1 . . . bp la fraction du nombre à
virgule flottante avec bi = 0 ou 1. L’exposant est biaisé, ce qui signifie que le
vrai exposant e vaut E + biais. Sauf cas particuliers, la valeur du nombre à
virgule flottante est alors (−1)s × 1.f × 2e où 1.f = 1 +

∑p
i=1 bi2

−i.
En plus de tels nombres (dits normalisés), on peut représenter des nom-

bres plus petits (dits dénormalisés), ±∞, ±0 et NaN. Les deux zéros assurent
une cohérence des signes de l’inverse : 1

+0
= +∞ et 1

−0
= −∞. NaN, qui sig-

nifie Not A Number, est le résultat d’opérations telles que
√
−1, ∞ − ∞,

∞
∞ . . .

Comme le résultat exact d’une opération ne peut pas forcément tenir dans
le format voulu, la norme IEEE-754 définit quatre modes d’arrondi. L’arrondi
vers −∞ (�(x)) est le nombre à virgule flottante le plus grand inférieur ou
égal à x ; l’arrondi vers +∞ (	(x)) est le plus petit supérieur ou égal à x ;
l’arrondi vers 0 ou troncature (Z(x)) vaut �(x) si x ≥ 0 et 	(x) sinon et
l’arrondi au plus proche (N (x)) est le plus proche de x. Si deux nombres à
virgule flottante sont à égale distance de x, c’est celui dont la mantisse est
paire (qui finit par un 0) qui est choisi.

Pour toutes les opérations de base (+, − , × ,/,√), la norme impose que
le résultat renvoyé soit le même que si l’on avait calculé avec une précision
infinie et arrondi ensuite. On ne peut pas avoir un meilleur résultat qui soit
représentable dans le format voulu.

Ces propriétés sont très fortes et permettent de faire des preuves sur les
calculs flottants comme en [4]. Néanmoins, bien que l’arrondi soit correct,
le résultat n’est pas le résultat mathématique exact, ce qui peut créer des
résultats absurdes.

2 Quelques exemples de problèmes

L’algorithme Certains algorithmes ont la particularité d’être stables : si
l’on change un peu les données initiales, le résultat ne varie que très peu. Il
est préférable d’utiliser ces algorithmes car ils donneront presque à coup sûr
un bon résultat une fois implanté.
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Le programme Le programmeur peut oublier que certains évènements ex-
ceptionnels (appelés exceptions) peuvent se produire. Ce sont par exemple les
divisions par zéro ou les dépassements de capacité. Ainsi en double précision,
pour x = 260 et y = 1, le calcul de 1

(x+y)−x
fait une division par zéro, ce qui

est contraire à l’intuition puisque y est non nul !

Le processeur Si l’unité flottante du processeur présente des dysfonction-
nements, il est certain que certains calculs ne donneront pas le bon résultat.
Ce fut le cas du fameux “bug du Pentium” où certaines divisions n’étaient
pas précises du tout.

3 Quelques solutions

Les solutions sont nombreuses [1] et parfois originales comme l’utilisation
d’un arrondi aléatoire. Voici quelques autres possibilités.

Certains problèmes sont irréparables : en effet, si l’unité flottante ne donne
pas le bon résultat, il n’y a pas grand-chose à faire. Une solution est de
prouver de façon certifiée que les opérations du processeur sont correctes
comme l’ont fait Harrison (Intel) et Russinoff (AMD).

Une solution à beaucoup de problèmes serait de calculer avec plus de
précision [3, 6]. Cela permet de retarder les effets néfastes des dépassements
de capacité et des algorithmes instables.

Une solution utilisée mais coûteuse est le calcul par intervalles [5]. Le
résultat est alors un intervalle de nombres à virgule flottante qui contient le
résultat exact. Cela se fait par exemple en utilisant les propriétés des modes
d’arrondi IEEE-754.

Conclusion

Le résultat d’un calcul numérique complexe sur ordinateur est donc tout-
à-fait susceptible d’être faux sans que l’utilisateur en soit prévenu. De nom-
breuses recherches sont menées pour éviter des désagréments et les réponses
sont diverses et originales. Il est donc possible en utilisant certaines tech-
niques d’être sûr du résultat de son calcul.

La tendance actuelle est en effet à la garantie du résultat : on veut pouvoir
faire confiance aveuglément à la machine et ne pas se poser de questions,
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même si le calcul doit prendre plus de temps. Un moyen de donner des
garanties à l’utilisateur est de faire des preuves mais ces preuves sont sujettes
à l’erreur et ne peuvent donc être totalement rassurantes. On peut alors faire
vérifier ces preuves par des assistants de preuves qui vérifieront chaque cas
et chaque détail de la preuve avant de l’accepter. On a alors une garantie
nettement plus forte du résultat.
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Des squelettes dans des images 2D et dans des surfaces discrètes

Jasmine Burguet

1 Introduction

La géométrie discrète, c’est-à-dire l’étude de propriétés géométriques et
topologiques d’un ensemble discret, connait de nombreuses applications en
informatique notamment. Par exemple, en imagerie, une image 2D binaire
est composée de pixels (pour picture element), c’est-à-dire d’unités discrètes.
De plus, l’utilisation de nombres entiers supprime les problèmes d’approxi-
mation des calculs en flottants et le temps nécessaire pour les effectuer est
réduit. En pratique, on peut par exemple citer le projet de navigation dans
le corps humain Visible Human (http://visible-human.epfl.ch) qui utilise une
structure de stockage et des calculs discrets.

Nous allons nous intéresser plus particulièrement à la notion de squeletti-
sation, introduite dans [1]. En reconnaissance et analyse de forme, plutôt que
de travailler sur un ensemble discret X de grande taille, il est parfois plus
pratique de s’intéresser seulement à un sous-ensemble de X qui a les mêmes
propriétés topologiques et une forme similaire. On appellera ce sous-ensemble
squelette de X.

2 Quelques notions de base

Dans la suite, on considère un ensemble X de Z2 que l’on identifie à
un ensemble de pixels représenté par des carrés unitaires centrés sur leurs
coordonnées entières. On note X le complémentaire de X dans Z2. On définit
des adjacences sur les pixels : deux pixels sont dits 4-adjacents s’ils partagent
une arête et 8-adjacents s’ils partagent une arête ou un sommet. On pose
n ∈ {4,8}. On en déduit les notions de n-voisinage d’un pixel (Figure 2),
noté Nn(x) (l’ensemble des pixels qui lui sont n-adjacents), et de n-chemins
(Figure 3, un 4-chemin en gris foncé et un 8-chemin en gris clair).

Soient x,y ∈ X. On dit que x et y sont n-connectés si il existe un n-chemin
dans X joignant x à y. Cette relation est une relation d’équivalence sur les
pixels de X dont les composantes n-connexes sont les classes d’équivalence.
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4-voisinage 8-voisinage

Fig. 2 – Les voisinages d’un
pixel noir

Fig. 3 – Deux chemins de pix-
els

Sur la Figure 4, l’ensemble gris est composé de deux composantes 8-connexes
et de trois composantes 4-connexes.

Fig. 4 – Composantes n-connexes

Un squelette S de X est un sous-ensemble de X qui en est représentatif.
Par là on entend d’abord représentatif de la topologie de E : on doit conserver
le nombre de composantes connexes de X et le nombre de “trous” dans X (les
composantes connexes de X). La méthode de squelettisation d’un ensemble
repose sur la notion suivante :

Définition 1 : Soient x ∈ X. Le pixel x est dit n-simple dans X si sa
suppression de X ne modifie pas la topologie de X.

Sur la Figure 5, les pixels p1 et p2 sont simples dans l’ensemble gris, ce
qui n’est pas le cas de p3 (suppression d’une composante connexe de X), de
p4 (création d’une composante connexe de X) et de p5 (suppression d’une
composante connexe de X).

Définition 2 : Soit Y ⊂ X. On dit que Y est n-homotope à X si et seule-
ment si Y peut être obtenu à partir de X par une suppression séquentielle
de pixels n-simples.

On peut visualiser sur la Figure 6 deux exemples d’ensembles homotopes
ou pas.
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3 1

2

4

5

X

p
p

p p
p

Fig. 5 – Pixels simples?

Homotopes Non homotopes

Fig. 6 – Ensembles homo-
topes?

Fig. 7 – Un squelette décentré Fig. 8 – De meilleurs résultats

3 Des algorithmes plus ou moins efficaces

Afin de définir un algorithme efficace de squelettisation, il faut pouvoir
caractériser localement la notion de pixel simple. Tout d’abord, un pixel est
dit n-intérieur à X s’il n’a pas de n-voisin dans X. Alors on a :

Proposition 1 : Soit x ∈ X. Alors x est n-simple dans X si et seulement
si il n’est pas n-intérieur à X et si le nombre de composantes n-connexes de
X ∩N8(x) qui sont n-adjacentes à x est égal à 1.

Cette caractérisation est locale puisqu’elle n’intervient que sur le voisinage
d’un pixel. Nous pouvons alors définir des algorithmes de squelettisation.
La première idée est de tester séquentiellement la simplicité des pixels et,
le cas échéant, de les supprimer jusqu’à ce qu’il ne reste plus aucun pixel
simple. Mais l’ordre de test des pixels influence sensiblement la forme des
squelettes obtenus (Figure 7, où on applique un ordre lexicographique). Une
première amélioration consiste alors à faire une liste du bord de l’ensemble, de
supprimer les pixels simples de la liste, puis de recommencer avec le nouveau
bord (Figure 8).

Mais la méthode dont les résultats sont les plus satisfaisants est direc-
tionnelle. On définit d’abord les pixels Nord (respectivement Sud, Est, Ouest)
comme étant les pixels deX dont le 4-voisin au nord est dansX. On considère
alors successivement chaque direction D ∈ { Nord, Sud, Est, Ouest}, on sup-
prime séquentiellement les pixels D simples, puis on recommence jusqu’à ce
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qu’il n’y ait plus de pixel supprimable (Figure 9).

Fig. 9 – Composantes n-connexes

Maintenant, on désire conserver la forme générale de X. Pour ce faire,
afin de conserver les branches significatives de X, on impose à certains pixels
d’être insupprimables : les pixels de X qui n’ont qu’un seul voisin dans X.
On obtient alors des squelettes satisfaisants (Figures 10 et 11).

4 Surfaces discrètes et squelettes

Le calcul de squelettes dans les images binaires 2D est un processus main-
tenant bien connu. En 3D, il exite un analogue du pixel 2D que l’on appelle
voxel (pour volume element), représenté par un cube unitaire centré sur ses
coordonnées dans Z3. Ainsi, un objet 3D discret O est un ensemble fini de
voxels, dont la surface est composée de petits carrés, les surfels (pour surface
element), qui sont les faces des voxels ”en contact” avec le complémentaire de
O dans Z3. Des méthodes de squelettisation sur des ensembles inclus dans les
surfaces des objets discrets 3D ont été définies (Figures 12). Une application
de tel squelettes est présentée dans [2].

Fig. 10 – Un squelette trop
simple.

Fig. 11 – Un squelette correct.
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Fig. 12 – Squelettes dans des surfaces discrètes.
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IUT Département Informatique
BP 86

63172 Aubière CEDEX
France

burguet@llaic.u-clermont1.fr

http://llaic3.u-clermont1.fr/ burguet

15



16



Amélioration de la forme de Horner
pour l’évaluation des polynômes univariés sur les intervalles

Martine Ceberio

1 Introduction

La puissance des ordinateurs rend possibles des calculs toujours plus
lourds. Cependant, seul un nombre fini de valeurs reste représentable en ma-
chine. Aussi les quantités calculées résultent souvent d’arrondis qui peuvent
conduire à des erreurs tragiques. Afin de prendre en compte ces arrondis,
Ramon E. Moore [3] a introduit, à la fin des années 60, l’Arithmétique des
Intervalles (AI). Celle-ci est définie sur des ensembles de nombres appelés
intervalles, modélisant ainsi l’incertitude et gérant les erreurs d’arrondis.

Cependant, l’AI présente des points faibles, dont le problème de dépen-
dance, lié à la décorrélation des variables durant l’évaluation. Cela se traduit
par la surestimation de la quantité réelle recherchée, et par le fait que deux
expressions équivalentes sur les réels ne le sont pas forcément sur les inter-
valles. Pour cette raison, nous nous intéressons à rechercher une expression
dont l’évaluation s’approche le plus de la quantité réelle recherchée. En parti-
culier, nous rappelons le schéma de factorisation de Horner et nous proposons
ensuite une nouvelle forme qui améliore Horner de 27% en moyenne.

2 Notions préliminaires sur les intervalles

Définition 1 : Un intervalle (réel fermé) x est un ensemble défini par :

x = [x,x] = {x ∈ R | x ≤ x ≤ x}, où x = inf x ∈ R, x = sup x ∈ R

Afin de pouvoir représenter tous les intervalles fermés, les infinis {+−∞} sont
adjoints à R. Soit x ∈ IR, la largeur de x est w(x) = x − x. Soit ρ ⊂ R, le
plus petit intervalle contenant ρ est donné par Hull(ρ) = [inf ρ, sup ρ].

Les opérations de l’AI sont des extensions aux ensembles des opérations
correspondantes sur les réels. Soient les intervalles x,y ∈ IR et une opération
♦ ∈ {+,− ,× ,÷}, on a : x♦y = Hull({x♦y | (x,y) ∈ x× y}). Par exemple,
l’addition de x = [a,b] et y = [c,d] vaut z = x + y = [a+ c,b+ d].
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Les lois d’associativité et de commutativité sont préservées sur IR, mais
l’AI implique aussi des comportements indésirables. Par exemple, l’évaluation
de (x − x) sur x = [−1,1] vaut [−2,2], alors que ∀x ∈ R, (x − x) = 0. La
sous-distributivité remplace la distributivité et on a désormais pour tous
x,y,z ∈ IR, x × (y + z) ⊆ x × y + x × z. Par conséquent, sur les inter-
valles, les expressions factorisées fournissent des évaluations plus fines. Un
des principaux objectifs de l’AI est donc de trouver des formes factorisées
qui fournissent des évaluations fines sur les intervalles.

Cependant, en pratique, les réels sont remplacés par les nombres flottants.
Soit F l’ensemble de ces nombres, les seuls représentés en machine [2]. Soit
un réel a, a+ (resp. a−) est le plus petit (resp. grand) flottant supérieur (resp.
inférieur) à a. L’ensemble IF des intervalles flottants est le sous-ensemble de
IR des intervalles à bornes dans F. La différence entre l’arithmétique sur IF

et sur IR réside dans le fait que les calculs sur IF nécessitent d’être arrondis.
On arrondit les bornes inf. x à x−, et les bornes sup. x à x+ : on est ainsi
assuré de toujours contenir la quantité réelle recherchée.

3 Le schéma de factorisation de Horner

La forme de Horner d’un polynôme p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ amx

m

est définie par :

hp(x) = (. . . (amx+ am−1)x+ · · · )x+ a0

Le schéma de factorisation de Horner [1] fournit un algorithme efficace pour
l’évaluation sur les intervalles. Il est en effet constitué d’une séquence de
multiplications de polynômes dit intermédiaires{

pm(x) = am

pi(x) = xpi+1(x) + ai i = m− 1,m− 2, . . . ,0

Soit Op le plus petit intervalle contenant 0 et l’ensemble des zéros des poly-
nômes intermédiaires. Lorsque hp est évaluée en dehors de Op, Stahl [4] a
montré qu’aucune surestimation n’est observée par rapport à la variation
exacte de p sur les réels. En effet, l’évaluation des multiplications par l’AI
en dehors de Op s’effectuant sur les bornes des intervalles et en dehors des
zéros, les monotonies sont respectées. Cependant, lorsque hp est évaluée sur
un intervalle intersectant Op, les monotonies n’étant plus nécessairement re-
spectées, la forme de Horner entrâıne des surestimations mal contrôlées. Pour
cette raison, nous proposons un nouveau schéma de factorisation.
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4 Un nouveau schéma de factorisation

Les problèmes de la forme de Horner sont dus à la décomposition aveugle
des puissances. En effet, seule la décomposition de puissances paires en puis-
sances paires permet sous certaines conditions l’évaluation sur des intervalles
intersectant Op sans surestimation. Or d’autres décompositions interviennent
et impliquent une surestimation. En particulier l’introduction de puissances
impaires entrâıne systématiquement une surestimation. Nous proposons donc
un nouveau schéma de factorisation qui interdit la décomposition en puis-
sances impaires et limite leur nombre, tout en favorisant les puissances paires.

La forme factorisée que nous proposons est basée sur la reconnaissance
d’identités remarquables, c’est-à-dire sur le schéma suivant :

axα + bxα+β � bxα−β

[(
xβ +

a

2b

)2

−
( a

2b

)2
]

où α > β ∈ N sont de même parité. Ainsi, même si β est impair, la forme
factorisée ne contient globalement que des puissances paires.

Notons de plus que ce schéma ne concerne que des couples de puissances.
Or, dans une expression polynomiale quelconque, il existe donc un nom-
bre combinatoire de possibilités d’application de ce schéma. De nombreuses
stratégies sont donc possibles, parmi lesquelles :

– favoriser les schémas tels que α est impair et β minimum,

– favoriser les schémas tels que α = β.

De plus chaque stratégie peut être combinée avec la forme de Horner afin
d’éviter les puissances orphelines, et/ou de gérer les expressions polynomiales
ne contenant aucun schéma remarquable.

Quatre stratégies sont retenues pour être testées. Pour déterminer quelle
stratégie est la meilleure, des tests comparatifs sont effectués entre les diffé-
rentes stratégies et la forme de Horner seule sur un échantillon de 500 expres-
sions polynomiales générées aléatoirement. Chaque expression polynomiale
est ainsi évaluée sur un intervalle contenant 0, c’est-à-dire intersectant néces-
sairement Op. La stratégie qui s’avère être la plus efficace, notée h ◦ s0, est
celle qui :

– favorise les schémas tels que α est impair et β minimum,

– et est composée avec Horner.

En moyenne, on note une amélioration de 27% par rapport à la largeur de
l’évaluation des formes de Horner seules. D’autre part, des tests analogues
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sont réalisés avec des évaluations en dehors de Op, et on constate que h ◦ s0

y est équivalente à Horner. Ce résultat est d’autant plus intéressant que de
nombreuses techniques numériques utilisent les développements en séries de
Taylor, qui sont pour l’essentiel des polynômes.

5 Conclusion

Les points faibles de Horner sont éliminés. Sous les conditions de Stahl,
Horner comme notre méthode fournissent la variation exacte. En dehors de
ces conditions, notre stratégie améliore Horner.

Tout d’abord, notre méthode se restreint aux polynômes. Or les expres-
sions non-polynomiales peuvent être traitées par les développements de Tay-
lor. On peut imaginer combiner les deux approches. Notre schéma pourrait
ensuite être étendu aux fonctions trigonométriques. Enfin, un schéma est
également nécessaire pour traiter les expressions multivariées.
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La mäıeutique des destinées
ou comment accoucher de nouveaux problèmes ouverts

Annie Chateau

1 Introduction

Lorsqu’en 1900 Hilbert proposa sa liste de 23 problèmes ouverts, on peut
presque dire qu’il faisait avancer la recherche en mathématiques davantage
que s’il avait proposé 23 réponses à des problèmes déjà posés. En effet la pra-
tique mathématique ne consiste pas seulement en la résolution de problèmes,
vision simpliste suggérée hélas par la pratique scolaire, mais aussi en l’“art
de poser les bonnes questions”. Nous nous proposons de regarder l’aspect
“génératrices de problèmes” des destinées de Francis Nézondet ([4]). Si le
cadre choisi reste restreint aux problèmes formalisables en arithmétique, nul
doute qu’une généralisation à toute une foule de domaines est possible.

Nous présentons dans un premier temps les destinées, puis quelques ex-
emples de problèmes arithmétiques que leur étude a fait nâıtre, et enfin nous
nous interrogeons sur une possible classification des problèmes, induite par
une façon de penser “en destinées”.

2 Qu’est-ce que les destinées?

On commence par se donner un langage relationnel fini, et un domaine.
Par exemple, nous allons considérer la structure N (entiers naturels), mu-
nie de deux prédicats binaires ⊥ et <, interprétés respectivement par “être
premiers entre eux” et l’ordre strict usuel sur les entiers.

Une p-destinée est un arbre dont les branches sont toutes de hauteur
p, et dont les nœuds sont des éléments de la structure. L’ensemble des p-
destinées de cette structure représente un modèle particulier de l’ensemble des
formules du langage choisi satisfaisant aux deux conditions suivantes : elles
sont vraies dans le domaine, et elles ont une profondeur de quantification
inférieure ou égale à p. La profondeur de quantification d’une formule est
définie par induction sur la structure de la formule comme suit :
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Définition 1 : La profondeur de quantification d’une formule F , notée
q(F ), est définie par :

– si F est atomique, alors q(F ) = 0;

– si F = ¬G, alors q(F ) = q(g);

– si F = G ∧H ou F = G ∨H , alors q(F ) = max(q(G),q(H));

– si F = QxG(x) oùQ est un quantificateur ∀ ou ∃, alors q(F ) = q(G)+1.

Pour construire les p-destinées d’une structure X sur le domaine X et le
langage relationnel fini L, on procède en trois étapes :

Première étape : Construction d’une forêt exhaustive

On considère la forêt d’arbres construits de la façon suivante :

– Tout élément de X est racine de l’un de ces arbres;

– Tout nœud soit est une feuille, soit a pour fils tous les éléments de X ;

– Toutes les branches sont de hauteur p.

Exemple : Forêt exhaustive de hauteur 2 de la structure N :
0

0 1 2 4 5 ... 0 1 2 4 5 ... 0 1 2 4 5 ... 0 1 2 4 5 ...

1 2 3

...

Deuxième étape : Constitution des listes de relations

A chaque nœud on associe la liste des relations qu’il vérifie avec ses
ancêtres (lui y compris).

Exemple :
4

9

1

 

1    1,   1    9,   1<9
1    4,   1<4

9    9,   9    4,   9>4

4    4 On obtient alors des destinées exhaustives
portant comme information tous les cas pos-
sibles exprimables avec moins de p quantifi-
cations. Il reste un problème : l’information
est présente à plusieurs reprises (et les arbres
sont infinis).

Troisième étape : élimination des redondances

On réalise des simplifications en partant des feuilles : dans chaque sous-
arbre de hauteur 2, on ne garde qu’une feuille de chaque classe d’isomor-
phisme entre les feuilles, puis dans chaque sous-arbre de hauteur 3, on ne
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garde qu’un représentant de chaque classe d’isomorphisme entre les sous-
arbres de hauteur 2, etc. On obtient alors des destinées essentielles. Si
on réalise enfin une simplification en ne gardant dans la forêt qu’une seule
destinées par classe d’isomorphisme entre les destinées, on obtient une p-
transversale.

Exemple : Une p-transversale de hauteur 2 de la structure 〈N, ⊥ , <〉 :
0 1 2 3

0 1 2 0 1 2 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 6

< << < < < <> > > >= = => > =

avec lui-meme

avec le père

^

Une définition plus formelle des destinées peut être trouvée dans [1] ou [2].
Une p-transversale résume l’ensemble des formules de profondeur de quan-
tification inférieure ou égale à p qui sont vraies dans la structure choisie.
Construire la p-transversale revient donc à connâıtre cet ensemble. On peut
de plus en déduire un algorithme de vérification pour les formules de pro-
fondeur de quantification inférieure ou égale à p (voir [2]).

3 Une usine à problèmes

3.1 L’exemple déclencheur

Les premières destinées qui ont été construites étaient aussi simples que
l’exemple présenté ci-dessus avec 〈N, ⊥ , <〉 et une profondeur 2. C’est en
cherchant un exemple de destinées moins trivial que Marcel Guillaume, Denis
Richard et Ji Lei Yin se sont attaqués à l’étude des 3-destinées de N muni du
successeur et de la coprimarité. Cette étude, détaillée dans [3], commence par
l’établissement de “schemas possibles de destinées”, en étudiant les propriétés
relatives de ⊥ et S (par exemple un nombre est toujours premier avec son
successeur), puis se prolonge par la recherche soit d’exemples satisfaisant
à ces schemas, soit de preuves de leur inexistence. On aboutit ainsi à cinq
problèmes ouverts correspondant à cinq destinées “possibles” mais dont on
ne sait pas si elles existent (et par ailleurs à 51 destinées distinctes dont
l’existence est avérée par la présence d’un exemple). Le plus simple de ces
problèmes se formule ainsi : “Existe-t-il un entier impair n congru à 2 modulo
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3, de la forme 2a +1, dont le nombre de facteurs premiers est 3 ou plus et tel
que l’ordre de l’un de ces facteurs modulo un autre est toujours impair?”.

3.2 Autres exemples

Dans certains cas, on sait construire automatiquement les p-transversales
pour tout p (par exemple, c’est le cas de 〈N, <〉 ou des structures H-bornées),
mais dans le cas des “constructions à la main”, on fait des rencontres intéres-
santes. Par exemple avec 〈N,P,+〉 (où P est le prédicat “être premier”), on
tombe sur une généralisation de la conjecture des premiers jumeaux dès la
hauteur 3 : “Quelle est la condition sur n pour qu’il existe k > n tel que k,
k + n et k − n soient premiers?”. De même on tombe sur la conjecture de
Golbach en construisant cette même 3-transversale. Si l’on arrive à construire
cette 3-transversale, on résout du même coup toutes ces conjectures. Ce n’est
évidemment pas une chose facile !

4 Vers une classification

Si l’on renverse le point de vue, on peut essayer d’estimer la difficulté d’un
problème grâce à la hauteur de la p-transversale qu’il faudrait construire pour
le résoudre. Cela revient à classifier les problèmes ouverts selon la profondeur
de quantification minimale d’une formule les exprimant. C’est évidemment
un peu réducteur, mais il n’est pas impossible de combiner cela avec des
mesures intrinsèques aux destinées, par exemple le degré d’une transversale,
défini comme étant la plus grande racine de la p-transversale construite en
choisissant les plus petits représentants des classes d’isomorphisme. Par ex-
emple, la 3-transversale de 〈N,S, ⊥〉 est de degré au moins 2227 − 1, tandis
que la 3-transversale de 〈N, <〉 est de degré 3.
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[1] Annie Chateau, Les théories du successeur et de la coprimarité, Mémoire
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Département Informatique - IUT des Cézeaux
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Sur les singularités dans le champs complexe des solutions de
certaines équations différentielles singulièrement perturbées.

Sadjia Chettab Aı̈t-Mokhtar

Introduction: Dans cette note, nous nous interessons à la localisation, la na-
ture et au mouvement des singularités des solutions d’une équation différen-
tielle singulièrement perturbée dans le champs complexe du type :

εu′ = f(x,u,a,ε) (1)

où f désigne une fonction analytique à valeurs dans C et définie sur un voisi-
nage d’un point (x0,u0,a0,0) de C4, telle que f(x0,u0,a0,0) = 0

Ce problème a été posé par j.l. callot [1] dans une prépublication datant
de 1992. En utilisant des outils de l’Analyse Non Standard,il a montré dans
le cas d’une équation de riccati lente-rapide 1 , l’existence d’une solution

maximale ua ∼ x
p
2 dans ] − 3π

p + 2
,

3π

p+ 2
[ lorsque |x| → ∞ et admettant des

lignes de pôles infiniment proches des lignes de Stokes arg(x) = ± 3π

p + 2
. De

plus il a observé que pour certaines valeurs du paramètre complexe a, ces
lignes se déplaçaient ou disparaissaient. Il conjecturait alors que ces valeurs
du paramètre sont les singularités logarithmiques de la fonction multiforme
dite ”indicatrice des pôles” qui à toute valeur du paramètre a fait correspon-
dre les affixes des pôles de la solution ua. Notre travail apporte des éléments
de réponse à cette question : Nous allons montrer en utilisant les résultats d’-
analyse transasymptotique d’o. costin [2], [3] que dans le cas d’une équation
de weber la conjecture est vraie. L’idée principale est d’associer à toute
solution de l’équation une unique solution transsérie, d’introduire dans la
solution transsérie une nouvelle variable pour obtenir un développement à
double échelle sous la forme:

∑∞
k=0 Fk(ξ)x

−k. Une correspondance entre les
singularités de F0 et celles de la solution est alors établie.

Equation de weber : C’est l’équation linéaire du second ordre:

v′′ = (t2 − a)v (2)

1. ε
p
2 u′ = xp − u2 + ε polynôme en x et en ε à coefficients analytiques en a
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où a est un paramètre complexe. L’équation de Riccati lente-rapide associée
à cette équation est:

εu′ = z2 − εa− u2 (3)

Pour tout paramètre a, il existe une unique solution ua ∼ −x dans ]
−3π

2
,
3π

2
[

lorsque |x| → ∞ . Mais pour a impair, ces solutions gardent le même com-
portement asymptotique pour tout x ∈ V (∞). On montre alors le résultat
suivant :
Théorème : Les entiers impairs positifs sont des singularités logarithmique

de la fonction Indicatrice des pôles associée à l’équation (3).
Solutions transséries et vraies solutions : Par des changements de vari-

ables, l’équation (3) se ramène à la forme :

y′ = −y − a

2x
y + y2 +

3− 4a+ a2

16x2
(4)

Lemme 1 : L’équation(4) admet une unique solution formelle ỹ0 =
∑∞

r=2 ỹ0,rx
−r

Définition 1(et proposition) : Une solution formelle à un paramètre de

(4) comme combinaison de séries de puissances et d’exponentielles est une
série de la forme :

ỹ(x,C) =
∑
k≥0

Ck e−kxx−k a
2 s̃k(x) (5)

où les s̃k sont des séries formelles :{
s̃k =

∑∞
r=0

ỹk,r

xr

s̃0 = ỹ0
(6)

Une telle solution existe et est unique pour tout paramètre C dés que la

valeur de ỹ1,0 est fixée (par exemple égale à 1).
Définition 2: Etant donnée une direction d ∈ C, on appelle transsérie sur

d toute solution formelle à un paramètre (5) qui est telle que si C �= 0 alors
�(x) > 0 sur d.
Ainsi (5) est une transsérie sur toute direction d du secteur ouvert défini par:

Strans = { x ∈ C : si C �= 0 alors �(x) > 0 }
Définition 3: On appelle lignes antistokes de (5), les deux directions de C,
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données par: ı̇R+ et − ı̇ R+

Dans un contexte beaucoup plus général que (4), une sommation de Borel
généralisée est définie dans [cost1]. Cet opérateur de sommation noté LB
opère sur toute solution transsérie (5) de (4) dans toute direction d de Strans

et produit une vraie solution y(x,C) = LBỹ(x,C). Inversement, toute solu-
tion y de (??) asymptotique à ỹ0 dans une direction d est représentée par
LBỹ, sur d pour une unique ỹ.
Développement à double échelle et formation des singularités Pour

arg(x) > π
2
, la transsérie explose parceque e−x devient grand. La divergence

de la transsérie révèle un changement dans le comportement des solutions
qui habituellemnet développent des singularités dans cette région.
Lorsque x est proche de ı̇R+, la convergence de (5) dépend de la vari-
able: ξ(x) = Ce−x x−

a
2 . Mais quand |x| → ∞, tout terme de la forme

Cke−kxx−k a
2 ỹk,0 est plus grand que tous les termes de la forme Cke−kxx−k a

2 ỹk,0x
−r.

Le terme dominant dans (5) est:

y(x) ∼
∑
k≥0

(Ce−xx−
a
2 )kỹk,0 =

∑
k≥0

ξk(x)ỹk,0 ≡ F0(ξ(x)) (7)

De plus si on tient compte de tous les termes de s̃k

y(x) ∼
∑
k≥0

(Ce−xx−
a
2 )k

∞∑
j=0

x−j ỹk,j ≡
∑
j≥0

x−jFj(ξ(x)) (8)

qu’on appelle développement à double échelle
A la différence du développement asymptotique classique (donné par le Lemme
1) qui est valide dans tout secteur strict de �(x) > 0 [4], le développement
(8) est valide dans un domaine qui s’étend dans une surface de Riemann
appropriée, à des régions où les solutions développent des singularités. Les
singularités dont il est question sont liées aux deux directions antistokes ı̇R+

et −ı̇ R+, leur localisation dépend de la constante C.
On note par Ξ l’ensemble (fini) des points singuliers dans le ξ-plan de F0,
par D un ouvert, relativement compact et connexe du recouvrement uni-
versel de C \ Ξ et par Dx la classe d’équivalence (modulo des homotopies)

dans {|x| > R, arg(x) ∈ [−π
2

+ δ,
π

2
+ δ]} \ ξ−1(Ξ) des chemins qui préservent

une certaine régularité. Nous avons alors :
Théorème :Supposons que F0 admet une singularité isolée ξs ∈ Ξ, et que la

projection de D à C contient un voisinage épointé de ξs

29



Alors, si C �= 0, y(x) est singulière à une distance au plus o(1) de xn ∈
ξ−1(ξs) ∩ Dx, lorsque xn →∞
Les xn sont donnés par:

xn = 2nπı− β ln(2nπı) + ln(C)− ln(ξs) + o(1) (9)

En revenant à la variable initiale, on montre que : 1) la constante C corre-
spondant aux pôles de la solution ua est à un facteur prés, la constante de
Stokes associée à l’équation de weber, 2) cette constante de Stokes est une
fonction analytiques de a, 3) les entiers impairs positifs sont les zéros de cette
fonction.
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Algorithmes de résolution d’équations différentielles linéaires
dans une extension exponentielle

Anne Fredet

Introduction

Au XVIIe siècle, on s’intéressait déjà à l’intégration sous forme finie et
aux équations différentielles d’ordre un. Ces problèmes apparaissent dans
différents phénomènes physiques, notamment en mécanique. Les travaux de
Liouville (1809–1882) servent généralement de point de repère à l’étude d’é-
quations différentielles linéaires de forme générale L(y) = any

(n)+ · · ·+a0y =
b. Une première étape dans la recherche de ces solutions sous forme close est
de considérer les solutions rationnelles :

Définition 1 Soient (k,′) un corps différentiel et L(y) = any
(n) + . . .+a1y

′
+

a0y une équation différentielle à coefficients dans k. Une solution rationnelle
de L est un élément y dans k tel que L(y) = 0.

Plusieurs années séparent les résultats théoriques et les résultats algorith-
miques. Par exemple, le premier algorithme complet d’intégration sous forme
finie a été proposé par Risch en 1960 alors que les résultats théoriques dataient
du milieu du XIXe siècle. De plus, la plupart des algorithmes développés
pour calculer les solutions rationnelles traitent des équations différentielles
linéaires à coefficients dans C(x) où C désigne un corps des constantes et x est
tel que x

′
= 1. Dans cet exposé, on va s’intéresser aux équations différentielles

linéaires à coefficients dans des extensions exponentielles et s’intéresser aux
récents algorithmes développés pour ce cas. coefficients dans une On verra
d’abord la méthode présentée dans [Singer, 1991]. Les améliorations pro-
posées ensuite mettent en évidence l’importance du système de générateurs
choisi pour définir l’extension.

Algorithmique

Soient (K,D) un corps différentiel et θ exponentiel sur K (i.e. θ tran-
scendant sur K, Dθ

θ
∈ K et on n’étend pas le corps des constantes). Soit

L = Dn + an−1D
n−1 + · · · + a0 un opérateur différentiel linéaire unitaire à

coefficients dans K(θ).
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Première méthode :
Dans [Singer, 1991], un algorithme de recherche de solutions rationnelles
d’équation différentielle linéaire à coefficients dans une extension exponen-
tielle est proposé, qui se décompose en trois étapes :

– étape 1 : Calculer le dénominateur
L’utilisation de développements p-adiques permet de prouver que les
polynômes apparaissant aux dénominateurs de solutions rationnelles
sont facteurs des dénominateurs des coefficients ai, et une équation
indicielle nous permet de borner l’ordre de ces polynômes. Un change-
ment de variable nous réduit à chercher des solutions polynomiales au
sens de Laurent.

– étape 2 : Borner le degré et la valuation
On considère une solution de la forme Y = yγθ

γ + · · · + yδθ
δ avec

les yi dans K tels que yγ �= 0 �= yδ où γ et δ sont dans Z, γ ≥ δ.
On cherche une borne supérieure sur γ et inférieure sur δ. On écrit
L comme un polynôme en θ : L =

∑ν
i=μ θ

iLi avec les Li dans K[D]
tels que Lμ �= 0 �= Lν où μ et ν sont dans Z, ν ≥ μ. On montre que
L(Y ) = 0 implique que Lν(yγθ

γ) = 0 et Lμ(yδθ
δ) = 0. On cherche alors

les solutions exponentielles de Lν et de Lμ (i.e. les solutions de la forme
e

∫
u pour un u dans K). Puis on regarde quelles solutions sont de la

forme fθα pour un certain f dans K et α dans Z. Il faut décider si
l’équation y

′
+ uy = 0 a une solution dans K(θ). On utilise pour cela

des résultats d’intégration (voir [Risch]). Les possibilités pour α nous
donneront les bornes cherchées.

– étape 3 : Calculer les coefficients
On écrit la solution sous la forme yγθ

γ + · · ·+ yδθ
δ et on l’injecte dans

l’équation. On obtient un système différentiel linéaire à coefficients dans
K. On utilise l’algèbre linéaire non-commutative (voir [Poo60]) pour
diagonaliser ce système, et on calcule ensuite les coefficients.

Améliorations :
Dans [Bronstein, 1992], un autre algorithme permet de calculer la partie
normale du dénominateur (étape 1), évitant la factorisation des coefficients.
Dans [BF99] nous présentons des améliorations des étapes 2 et 3 pour des
extensions de la forme C(x, exp(

∫
g(x)dx)). Je généralise ces améliorations

à une classe plus large d’extensions exponentielles dans [Fre01]. Voici ces
améliorations esquissées dans le cas d’extensions exponentielles de C(x).
À l’étape 3, on remarque que le système obtenu à une forme particulière :
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Si L(Y ) = 0 alors M
−→
Y = 0 où M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∗ 0 · · ·
.
.
.

. .
.

∗ · · · ∗
.
.
.

.

.

.
0 · · · ∗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

et
−→
Y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

yδ
yδ+1
.
.
.
yγ−1
yγ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. On

utilise un analogue de l’équation aux récurrences permettant de calculer les
coefficients de solutions polynomiales d’équations différentielles linéaires à
coefficients dans C(x) (voir [ABP95]). Dans le cas des extensions exponen-
tielles, cette relation est différentielle puisque le corps de base n’est plus un
corps de constantes, et on a alors des problèmes d’existence de solutions.

À l’étape 2, on évite le calcul des solutions exponentielles de Lμ et Lν

qui ne sont pas de la forme souhaitée. On essaie de calculer directement les
solutions sous cette forme (et donc de trouver directement les exposants pos-
sibles) afin d’éviter l’utilisation de résultats d’intégration difficile à mettre en
place. On utilise pour cela des outils asymptotiques. Cela amène à introduire
deux définitions :

Définition 2 Une extension C(x,θ1, · · · ,θl) est une extension exponentielle
plate de C(x) si pour tous ci dans Q,

∏
θci

i est exponentiel sur C(x)

Définition 3 Une extension exponentielle plateC(x,θ1, · · · ,θl) est bien définie
si, pour tout sous-ensemble N ⊂ {1, · · · ,l},

– soit en notant
θ
′
i

θi
= uix

αi+· · · on constate que les uj sont Q-linéairement
indépendants pour les j ∈ N tels que αj = maxk∈N (αk),

– soit en notant
θ
′
i

θi
= ui

pαi
+ · · · et α = maxk∈N (αk) on constate que

α > 1 et les uj sont Q-linéairement indépendants pour les j ∈ N tels
que αj = α, ou bien que α = 1 et les uj et p

′
sont Q-linéairement

indépendants pour les j ∈ N tels que αj = 1.

J’ai proposé un algorithme qui, étant donnée une extension plate, calcule un
système de générateurs tel que l’extension soit bien définie (éventuellement à
extension algébrique près). Lorsque l’on s’intéresse aux solutions rationelles
d’équations différentielles linéaires à coefficients dans une extension exponen-
tielle bien définie, on se ramène à considérer des équations à coefficients dans
C(x), et à chercher des solutions fθγ1

1 · · · θγl

l pour f dans C(x) et γi dans Z.
En utilisant des développements à l’infini ou p-adiques pour un polynôme p
bien choisi, on peut calculer directement un ensemble fini de possibilités pour
(γ1, · · · ,γl), sans utiliser de résultats d’intégration difficile à implanter.
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Conclusion

On voit ainsi que si deux extensions sont isomorphes, et donc théori-
quement semblables, le choix du système de générateurs influe sur l’efficacité
de l’algorithme utilisé pour calculer les solutions rationnelles d’équations
différentielles linéaires. Cette approche se généralise à certaines extensions
exponentielles d’extensions monomiales.
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Laboratoire Gage - École polytechnique

91 128 Palaiseau cedex - France
fredet@gage.polytechnique.fr

http://www.gage.polytechnique.fr/ fredet

34



Sur les critères et les formules de résultant
pour l’inversion des applications polynômiales

Sihem Hachäıchi-Mesnager

K désigne un corps quelconque, X1,X2, Y1,Y2 désignent des indéterminées
sur K. On note X = (X1,X2) et Y = (Y1,Y2), K[X] l’anneau des polynômes
en X sur K et K(X) le corps des fractions de K[X]. Si f , g ∈ K[X1,X2,Y1,Y2]
et i ∈ {1,2}, j = {1,2} \ {i}, ResXi

(f,g) désignera le résultant de f et g
par rapport à Xi en tant que polynômes à indéterminée Xi et à coefficients
dans K[Xj ,Y1,Y2]. Enfin CdXi

(f) et degXi
(f) désignent respectivement le

coefficient dominant et le degré de f par rapport à Xi. On considère F =
(F1,F2) : K2 → K2 une application polynomiale donnée par ses fonctions
coordonnées Fi ∈ K[X] (i = 1, 2).

Si on s’intéresse aux problèmes d’inversion d’une telle application F en
termes de résultants, il est naturel de considérer les questions (1) et (2)
suivantes :

(1) Comment peut-on reconnâıtre par un calcul de résultant si F est in-
versible d’inverse polynomial, c.a.d ∃ G = (G1,G2) ∈ (K[X1,X2])

2 tel
que F ◦ G(X) = G ◦ F (X) = X ? et dans ce cas, comment obtient-on
son inverse G en termes de résultant?

(2) Comment peut-on reconnâıtre par un calcul de résultant si F est in-
versible d’inverse rationnel (ou encore birationnelle), c.a.d ∃ G = (G1,G2) ∈
(K((X1,X2))

2 tel que F ◦G(X) = G◦F (X) = X ? et dans ce cas, com-
ment obtient-on son inverse G en termes de résultant?

Ces problèmes d’inversion ont attiré l’attention de plusieurs auteurs, et la
première approche du problème (1) est due à McKay et Wang [3], mais leur
résultat ne répond que partiellement aux questions (1). En effet, il fournissent
seulement une formule explicite de l’inverse de F en fonction de certains
coefficients c, d et J , dans le cas particulier où F est supposée inversible et
sans termes constants. D’autre part, Adjamagbo et van den Essen [1] ont
apporté une réponse complète au problème (1). En effet, ils fournissent non
seulement un critère nécessaire et suffisant d’inversibilité de F reposant sur
l’existence de coefficients λ1 et λ2 dansK	, mais aussi une expression explicite
de l’inverse de F , lorsque F est inversible.

Compte tenu de ”l’état de la question” du problème (1), notre premier
objectif est d’établir le lien entre les coefficients c,d, J dans le théorème
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McKay et Wang et les coefficients λ1, λ2 dans le théorème d’Adjamagbo et
van den Essen. C’est l’objet du théorème ci-dessous.

Théorème Les coefficients λ1 et λ2 du théorème d’Adjamagbo et van den
Essen sont telles que :

λ1 = (−1)mJc et λ2 = (−1)k+1Jd.

avec :

m = degX2
F1(0,X2), k = degX1

F1(X1,0), J =
∂(F1,F2)

∂(X1,X2)

∣∣∣∣
X1=0,X2=0

c = ResX2

(
F1(0,X2)− F1(0,0)

X2
,
F2(0,X2)− F2(0,0)

X2

)
,

d = ResX1

(
F1(X1,0)− F1(0,0)

X1
,
F2(X1,0)− F2(0,0)

X1

)
.

L’intérêt principal de ce dernier résultat, est d’être à la fois un raffine-
ment du théorème d’Adjamagbo et van den Essen et d’avoir comme corollaire
le théorème de McKay et Wang. Cet intérêt est renforcé par le fait qu’on
prouve que dans la cas où F est linéaire, le critère résultant de ce théorème
est équivalent au critère classique de déterminant pour l’inversion des appli-
cations linéaires, et que les formules d’inversions du théorème en question
sont identiques aux formules classiques de Cramer.

Quant au problème (2) et en supposant que les coefficients de F sont ” en
position générique ” (c’est-à-dire ∀(i,j) ∈ {1,2}2,Fi /∈ K[Xj] et ∀i ∈ {1,2} et
j ∈ {1,2}\{i} , CdXj

F1(X1,X2) et CdXj
F2(X1,X2) sont premiers entre eux),

Abhyankar énonce une réponse complète à ce problème en termes presque
identiques à ceux d’Adjamagbo et van den Essen. Son critère d’inversibilité
repose sur l’existence de coefficients λ1,λ2 éléments de K∗ et non de K[X1] \
{0} et K[X2] \ {0} respectivement, comme on peut s’y attendre à priori.
Malheureusement, Abhyankar ne donne pas une démonstration explicite de
ce théorème. Sans doute induit en erreur par ce manque de démonstration,
Yu dans [4] cite le résultat d’Abhyankar en omettant l’hypothèse cruciale
de ”position générique”; il énonce ensuite une généralisation à un nombre
quelconque d’indéterminées suivie d’une démonstration qui est erronée même
dans le cas de deux indéterminées, comme le montre le contre exemple que
nous indiquons dans la suite.
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La réponse complète suivante au problème (2) a été apportée par Adja-
magbo et Boury [2], où ils supposent plus généralement que F est un couple
de fractions rationnelles à deux indéterminées:

Théorème (Adjamagbo et Boury) Soient F = (F1,F2) ∈ (K(X1,X2))
2

et (P1,Q1,P2,Q2) ∈ (K[X1,X2])
4 tels que Q1Q2 �= 0, F1 = P1

Q1
, F2 = P2

Q2
, P1 et

Q1 sont premiers entre eux, P2 et Q2 sont premiers entre eux. Alors les deux
propositions suivantes (i) et (ii) sont équivalentes:

(i) F est birationnelle.

(ii) ∃(R1,S1), (R2,S2) ∈ (K[Y1,Y2]\K)2 avec R1 et S1 premiers entre eux, R2

et S2 premiers entre eux, ∃λ1 ∈ K[X1] \ {0},λ2 ∈ K[X2] \ {0} vérifiant
(a) et (b) :

(a) ∀i ∈ {1,2}, F /∈ (K(Xi))
2.

(b) ∀i ∈ {1,2}, j ∈ {1,2}\{i}, ResXj
(P1−Y1Q1,P2−Y2Q2) = λi(SiXi−

Ri).

De plus, si F est inversible d’inverse rationnel noté G = (G1,G2), alors on a :

G1(Y1,Y2) =
R1(Y1,Y2)

S1(Y1,Y2)
, G2(Y1,Y2) =

R2(Y1,Y2)

S2(X1,Y2)
.

Une des particularités du théorème d’Adjamagbo et Boury sur laquelle
nous voudrions insister, est que les coefficients λ1 et λ2 sont des éléments
respectivement, de K[X1] \ {0} et K[X2] \ {0} et non de K∗ comme dans le
théorème d’Abhyankar. La question naturelle qui vient alors à l’esprit est :
dans le cas où F est polynomial ( et non pas seulement rationnel), ce point
de leur résultat peut-il être amélioré en prenant pour λ1 et λ2 des constantes
dans K∗?

Compte tenu de “l’état de la question” du problème (2), notre second
objectif est de préciser le lien entre les coefficients λ1,λ2 du théorème d’Adja-
magbo et Boury d’une part, et les coefficients de F d’autre part, de manière à
apporter une réponse à la question naturelle précédemment soulevée à propos
de ce théorème. C’est l’objet du théorème et du corollaire ci-dessous.

Théorème Avec les notations du théorème d’Adjamagbo et Boury[2], pour
tous i ∈ {1,2} et j ∈ {1,2}\{i}, le plus grand commun diviseur de CdXj

(F1(X1,X2)−
Y1) et CdXj

(F2(X1,X2) − Y2) est un élément μi(Xi) ∈ K[Xi] qui a le même
ensemble de racines que λi(Xi) dans la clôture algébrique K̄ de K.

Corollaire Soient F = (F1,F2) ∈ (K[X1,X2])
2 et μi(Xi) ∈ K[Xi] le plus

grand commun diviseur de CdXj
(F1(X1,X2)−Y1) et de CdXj

(F2(X1,X2)−Y2)
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avec i ∈ {1,2} et j ∈ {1,2} \ {i}. Les conditions (i) et (ii) suivantes sont
équivalentes:

(i) F est inversible d’inverse rationnel tel que μi ∈ K∗ pour i ∈ {1,2}.
(ii) il existe deux couples (R1,S1) et (R2,S2) d’éléments de K[Y1,Y2] \ K

avec R1 et S1 premiers entre eux, R2 et S2 premiers entre eux, et λ1,λ2

éléments de K∗ vérifiant :

ResX2(F1 − Y1,F2 − Y2) = λ1(S1X1 − R1),

ResX1(F1 − Y1,F2 − Y2) = λ2(S2X2 − R2).

L’intérêt principal de ce dernier théorème, est d’être à la fois un raf-
finement du théorème d’Adjamagbo et Boury et d’avoir comme corollaire,
le théorème d’Abhyankar dont il fournit enfin une démonstration explicite.
Quant au corollaire, il permet également d’apporter une réponse négative à la
question naturelle précédente, c’est-à-dire d’exhiber un couple de polynôme
F élément de (K[X1,X2])

2 d’inverse rationnel et dont les coefficients λ1,λ2

ne sont pas des éléments de K∗ en prenant F1 = X2
1X2 et F2 = X1X2. Ce

qui apporte un contre exemple à l’énoncé de Yu [4] et montre que les trans-
formations linéaires génériques sont nécessaires pour garantir la validité du
Théorème d’Abhyankar.
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Régularité des configurations micromagnétiques
ayant une énergie de paroi nulle

Myriam Lecumberry

Considérons un échantillon fin d’un matériau ferromagnétique. On sup-
pose que l’échantillon fin est un cylindre de base Ω ⊂ R2 et d’épaisseur ε.
Une magnétisation spontanée est générée dans le matériau. On la note u, elle
est de norme constante, que l’on prendra égale à 1. On supposera qu’il y a
invariance par translation, ce qui nous ramène à un problème en dimension
2 sur un domaine Ω de R2.
Les énergies du problème sont les suivantes:

– L’énergie d’échange ( qui pénalise les variations de u ):
∫
Ω
|∇u|2,

– L’énergie démagnétisante: la magnétisation u est compensée par un
champ Hu défini sur R2 par{

div(ū+Hu) = 0 dans R2

rot(Hu) = 0 dans R2

où ū est l’extension de u par 0 hors de Ω. L’énergie qui en résulte est∫
R2 |Hu|2,

– L’énergie d’anisotropie ( qui privilégie une direction pour u ),

– L’énergie due au champ magnétique extérieur.

On supposera que le matériau est anisotrope et que le champ extérieur est
nul. Les deux dernières énergies sont donc nulles. L’énergie totale dépend de
l’épaisseur ε de la manière suivante:

Eε(u) =

∫
Ω

ε

2
|∇u|2 +

1

2ε

∫
R2

H2
u

Un des principaux problèmes est de comprendre le comportement asympto-
tique d’une famille de configurations uε, ε > 0, dans H1(Ω,S1), ayant une
énergie Eε(uε) uniformément bornée quand ε→ 0.

Les résultats qui suivent ( Théorème 1 et Proposition 1 ) ont été démontrés
dans [4].

Théorème 1 :
Soit εn → 0 et un ∈ H1(Ω,S1) tel que un admet un relèvement φn ∈ H1(Ω,R)
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( ie un = eiφn p.p. ). Supposons que Eεn(un) ≤ C et ‖φn‖L∞ ≤ N . Alors, il
existe u et φ dans Lp, ∀ p <∞ tels que, modulo une extraction,
φn → φ et un → u dans Lp, fort ∀ p <∞.
De plus, u et φ vérifient

i) div ū = 0 dans D′(R2),

ii) u = eiφ p.p. in Ω,

iii) div(φu+ u⊥) est une mesure de Radon sur Ω.

u⊥ désigne la rotation d’angle π
2

de u = (u1,u2), i.e u⊥ = (−u2,u1).
On note par D′(R2) l’espace des distributions sur R2.
Une mesure de Radon sur Ω est une application linéaire sur l’espace des fonc-
tions continues à support compact dans Ω.

CL est l’ensemble des couples (u,φ) tel que u et φ sont limites dans L1 de
suites (un) et (φn) dans H1(Ω) vérifiant un = eiφn p.p. dans Ω et telles que
Eεn(un) et ‖φn‖L∞ soient uniformément bornées.
La mesure div(φu + u⊥), ∀(u,φ) ∈ CL, est liée aux troncatures T au définies
par {

T aφ = inf(φ,a)
T au = eiT aφ

de la manière suivante:

div(φu+ u⊥) = −
∫

R

divT au da (10)

Proposition 1 :
Si (u,φ) ∈ CL, alors∫

|div(φu+ u⊥)| ≤
∫ ∫
|divT au| da ≤ lim inf

n→∞
Eεn(un)

quelque soit la suite un = eiφn , φn ∈ H1(Ω), telle que Eεn(un) et ‖φn‖L∞

soient uniformément bornées, et φn → φ dans L1.

Remarques :

1. Si on suppose que un ∈ H1(Ω) vérifie Eεn(un)→ 0 et que un → u dans
L1, alors u vérifie div T au = 0 dansM′(Ω× R).

2. Si u est régulière ( par exemple u ∈ H1(Ω) ), alors div u = 0 implique
que div T au = 0.
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Essayons maintenant de voir à quel point la mesure div T au caractérise le
manque de régularité de (u,φ) ∈ CL. Le résultat suivant est démontré dans [3].

Théorème 2 :
Soit (u,φ) ∈ CL. Il y a équivalence entre

1. divT au = 0, dans D′(Ω×R).

2. φ ∈ H1/2(Ω).

De plus, si 1. ( et 2.) est vrai, then quelque soit ω ⊂⊂ Ω, φ est Lipschitz dans
ω et les ensembles de niveaux de φ dans ω sont des lignes droites qui ne se
coupent pas dans ω.

Idée de la preuve :
L’équivalence se démontre en utilisant l’interprétation cinétique du problème,
donnée dans [4]:

∇xχ(x,a).(eia)⊥ = −∂a(div T au), dans D′(Ω×R) (11)

où χ est défini sur Ω × R par χ(x,a) = 1 si φ(x) ≤ a et χ(x,a) = 0 sinon.
Si 1. est vrai, le terme de droite dans l’égalité (2) est nul, la régularité H1/2

est obtenue de manière standard grâce à un lemme de moyenne cinétique
démontré dans [2].

Supposons maintenant que 1. est vrai, alors d’après (1), div(φu + u⊥) = 0.
Rappelons que div u = 0. Il existe donc deux fonctions Lipschitz g,h telles
que {

u = ∇⊥g dans Ω
φu+ u⊥ = ∇⊥h dans Ω

où ∇⊥ = (− ∂
∂y
, ∂
∂x

).

On définit Ψ sur Ω à valeurs dans R2 par Ψ(x,y) = (g,h), ∀(x,y) ∈ Ω. Ψ is
Lipschitz et Jac(Ψ) = 1 dès qu’il est défini. On peut alors appliquer à Ψ un
théorème d’inversion locale généralisé:
Pour presque tout (x0,y0) ∈ Ω, ∃V , voisinage de (x0,y0), ∃W , voisinage de
Ψ(x0,y0), tels que Ψ : V → W est inversible. De plus, Ψ−1 est Lipschitz sur
W . Pour chaque fonction f définie sur V , on note f̃ = f ◦Ψ−1.
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Proposition 2 :
φ̃ est une solution faible de l’équation de Burger sur W , i.e.

∀ ṽ ∈ C∞
c (W ),

∫
W

φ̃
∂ṽ

∂g
+
φ̃2

2

∂ṽ

∂h
= 0

De plus, pour toute fonction S ∈ C2(R,R),

∀ ṽ ∈ C∞
c (W ),

∫
W

S(φ̃)
∂ṽ

∂g
+ F (φ̃)

∂ṽ

∂h
= 0,

où F est défini par F ′(t) = tS ′(t), ∀ t ∈ R.

En particulier, φ̃ est une solution entropique. Par un argument d’unicité
locale pour les solutions entropiques de lois de conservation ( cf [1] par ex-
emple ), on conclut que φ̃ ∈ BVloc(Ω). Cette régularité est suffisante pour
définir les caractéristiques de φ̃ ( courbes sur lesquelles φ̃ est constante ). On
montre alors que ce sont des lignes droites qui ne se coupent pas.
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Méthode de décomposition de domaine
pour des équations au dérivées partielles

Véronique Martin

Introduction

Ces dernières décennies, les mathématiques appliquées ont connu un succès
grandissant dans les milieux industriels. En effet, là où des essais effectués
en taille réelle étaient coûteux, la simulation numérique offre une grande
souplesse dans la résolution du problème étudié.

Dans un premier temps, on choisit les équations qui proviennent de la
physique et qui rendent compte du phénomène étudié. Ensuite il s’agit de
résoudre ces équations. La plupart n’ayant pas de solution analytique, nous
en calculons une approximation de façon numérique à l’aide d’outils infor-
matiques.

Toutefois les problèmes étudiés sont de plus en plus complexes et certaines
applications demandent plus de mémoire qu’un seul ordinateur ne peut leur
en fournir. Une solution proposée est de décomposer le problème initial en
sous-problèmes de plus petite taille qui pourront être gérés chacun par un
seul ordinateur. Ensuite un échange d’informations selon un processus itératif
permet d’obtenir la solution globale (voir [4], [6]).

1 Méthode de décomposition de domaine

Nous présentons la méthode sur un problème très simple. Sur l’intervalle

I = [0,1], on considère l’équation −C2u +
d2u

dx2
= 0 avec C > 0, et les

conditions limites u(0) = 1 et u(1) = e1/C . On en connait la solution u = ex/C .
Nous allons résoudre ce problème par décomposition de domaines i.e. nous

introduisons deux sous-domaines I1 et I2, avec I1 = [0,1
2

+ L[, I2 =]1
2
,1] et

L < 1/2 la taille du recouvrement.
Mettre en place une méthode de décomposition de domaines revient à

résoudre le problème suivant. Nous possédons deux ordinateurs ; le premier
résout l’équation de diffusion sur I1 avec u(0) = 1 et une condition en x =
1/2 + L à définir. Le deuxième résout également l’équation mais sur I2 avec
u(1) = e1/C et une condition à définir en x = 1/2. Comment obtenir la
solution globale sur I à partir de ces deux machines?
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Pour obtenir la solution sur I il est nécessaire que les deux ordinateurs
s’échangent des informations au niveau des interfaces artificielles (x = 1/2 +
L, x = 1/2). Historiquement le premier algorithme proposé est le suivant :⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
−C2d

2u

dx2

k+1

+ uk+1 = 0 sur I1,

uk+1(0) = 1,
uk+1(1/2 + L) = vk(1/2 + L),

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
−C2 d

2v

dx2

k+1

+ vk+1 = 0 sur I2,

vk+1(1/2) = uk+1(1/2),
vk+1(1) = e1/C .

(12)
La figure (13) montre les différentes étapes de l’algorithme et comment il

converge vers la solution du problème global.
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Fig. 15 – Robin λ = 1/C

Ensuite on peut améliorer la vitesse de convergence de cette méthode
en changeant les conditions de transmission. On remplace donc dans l’algo-
rithme (12) les conditions en x = 1/2 +L et x = 1/2 par les conditions dites
de Robin :

(
du

dx

k+1

+ λuk+1)(1/2 + L) = (
dv

dx

k

+ λvk)(1/2 + L)

(
dv

dx

k+1

− λvk+1)(1/2) = (
du

dx

k+1

− λuk+1)(1/2).

avec λ à définir. Les figures (14) et (15) montrent le résultat pour deux valeurs
de λ. On voit que d’une part il faut moins d’itérations à cette méthode que
pour celle de Dirichlet pour converger et que ce nombre d’itérations dépend
du choix de λ.
On note que dans ce dernier cas le recouvrement L peut être pris égal à 0.
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2 Application à l’équation de convection dif-

fusion

On s’intéresse ici à l’équation de convection diffusion (13) qui régit l’évolution
d’un polluant soumis à une force extérieure (par exemple du vent) dans un
domaine donné Ω, de frontière ∂Ω.⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Lu ≡ ∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
− ν	u = f dans Ω

u(.,0) = u0

u = g sur ∂Ω

(13)

On décompose Ω en deux sous-domaines Ω1 et Ω2, et on note Γ l’interface
commune qui est supposée rectiligne. L’objet de cette étude est d’écrire un
algorithme de décomposition de domaine appliqué à cette équation avec pour
objectif d’obtenir la convergence la plus rapide possible.

On connait les conditions de transmission (au niveau de l’interface) qui
donnent une convergence de l’algorithme en deux itérations ; elles sont données
par l’opérateur de Dirichlet-Neumann (voir [3] pour les conditions limites ab-
sorbantes). Elles ne sont pas utilisables du point de vue numérique, on est
alors amené à les approcher par des opérateurs différentiels en temps et en
la variable définie sur l’interface. Ceci conduit à l’algorithme (14), (15) .⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Luk+1 = f dans Ω1×]0,T [
uk+1(·,0) = u0 dans Ω1( ∂

∂x
+

a + p

2ν
+ q

∂

∂t
+ bq

∂

∂y

)
uk+1 =

( ∂

∂x
+

a + p

2ν
+ q

∂

∂t
+ bq

∂

∂y

)
vk sur Γ

(14)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Lvk+1 = f dans Ω2×]0,T [
vk+1(·,0) = u0 dans Ω2(∂

x
+

a− p

2ν
Id− q

∂

∂t
− bq

∂

∂y

)
vk+1 =

(∂

x
+

a− p

2ν
Id− q

∂

∂t
− bq

∂

∂y

)
uk sur Γ

(15)

Le résultat suivant valide cet algorithme. Sa démonstration repose sur des
estimations d’energie.
Théorème : L’algorithme (14),(15) definit un problème bien posé dans l’es-

pace de Sobolev ad hoc . Et la suite (uk,vk) converge vers u.

Pour le choix de p et q i.e. pour l’approximation des conditions exactes, on
peut faire un développement de Taylor en basses fréquences du symbole de
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Fig. 16 – Le problème
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l’opérateur Dirichlet-Neuman, ou choisir les valeurs de p et q qui minimisent
le taux de convergence de l’algorithme (voir [1] pour le cas stationnaire ).
On étudie le problème aux limites décrit sur la figure (16). La figure (17)
montre l’évolution de l’erreur numérique en fonction du nombre d’itérations
dans le cas des différents algorithmes proposés. On voit que la convergence
de la méthode de Dirichlet est très lente. La méthode de Taylor permet une
convergence plus rapide. Mais la méthode la plus rapide est encore la méthode
optimisée puisqu’elle prend en compte toutes les fréquences du phénomène.
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Un langage pour la programmation fonctionnelle

Armelle Merlin

L’un des enjeux principaux de l’informatique est de faire des calculs de
grande taille et d’être capable de prévoir le temps que prendront ces calculs.
Pour augmenter la rapidité des calculs, de nombreuses pistes sont explorées.
L’une d’entre elle consiste à programmer sur des ordinateurs massivement
parallèles. Pour assurer une programmation simple et portable, nous avons
étendu le langage fonctionnel CAML à l’aide d’opérations de communica-
tion entre processus sur le modèle BSP (Valiant [5]). Ce modèle permet
d’évaluer les temps de calcul de façon réaliste et portable. Il prend en compte
la taille des données, le nombre de processeurs utilisés ainsi que la latence
et la bande passante du réseau qui les relie. Pour rendre ce modèle de per-
formance effectif pour le programmeur, notre extension de CAML doit être
formellement modélisée à l’aide d’une machine abstraite ou machine à pile qui
décrit pécisément les calculs parallèles engendrés par un programme. Nous
présenterons ici les différents paradigmes de la programmation parallèle, le
modèle BSP, notre extension de CAML appelée BSMLlib, les machines ab-
straites et les résultats obtenus du point de vue de la prévisibilité des per-
formances.

Les ordinateurs parallèles sont des machines qui comportent une architec-
ture parallèle, constituée de plusieurs processeurs identiques concourant tous
au traitement d’une seule application. Le terme de massivement parallèle
est couramment utilisé lorsque le système à architecture parallèle comporte
de quelques dizaines de processeursà plusieurs dizaines de milliers de pro-
cesseurs, ou plus encore. Ce systèmes sont souvent scalables, c’est-à-dire que
leur puissance est extensible, dans une certaine plage, à peu près propor-
tionnellement au nombre de leurs processeurs. Plusieurs architectures types
caractérisent ce domaine :

– Les architectures M.I.M.D. ou encore à mémoire distribuée. Elles con-
cernent les calculateurs où chaque processeur dispose d’une mémoire
de données et de programme indépendante (Multiple Instructions Mul-
tiple Data), les échanges interprocesseurs s’effectuant par passage de
message.

– Les architectures SIMD (Single Instruction Multiple Data). Elles pro-
posent une mémoire de programmation centralisée pour tous les pro-
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cesseurs qui exécutent donc de manière synchrone le même programme
sur des données différentes.

Les éléments constitutifs d’un système massivement parallèle sont : les
processeurs, le réseau qui relie ces processeurs, la mémoire plus ou moins
répartie et la partie logiciel (langages et compilateurs pour la réalisation
d’algorithmes de traitements en parallèle des tâches, systèmes d’exploita-
tion...). Ces systèmes font intervenir des techniques de communication entre
les différents éléments du système, de cohérence mémoire, de parallélisation
et d’allocation des tâches, et de systèmes d’exploitation répartis. La ma-
chine PRAM (Parallel Random Access Memory) modélise, en le simplifiant,
le fonctionnement d’un architecture MIMD à mémoire partagée.

Le modèle Bulk-Synchronous Parallelism (BSP) est un modèle de pro-
grammation parallèle introduit par Valiant [5] pour offrir un niveau d’abstrac-
tion comparable aux modèles PRAM tout en permettant des performances
prévisibles et portables sur une large variété d’architectures. Un ordinateur
BSP contient un ensemble de paires processeur-mémoire, un réseau de com-
munication permettant l’échange de messages inter-processeur et une unité de
synchronisation globale qui exécute des demandes collectives de barrières de
synchronisation. Ses performances sont caractérisées par trois paramètres :
le nombre p de paires de processeur-mémoire, le temps l nécessaire à une
barrière de synchronisation et le temps g nécessaire à une 1-relation (phase
de communication où chaque processeur envoie ou reçoit au plus un mot).
Pour n’importe quel h le réseau peut réaliser une h-relation, c’est-à-dire une
phase de communication où chaque processeur envoie ou reçoit au plus h
mots, en temps gh. Un programme BSP est exécuté comme une séquence
de super-étapes, chacune étant au plus divisée en trois phases successives et
logiquement disjointes. Pendant la première phase, chaque processeur utilise
ses données locales pour du calcul séquentiel et pour demander des trans-
ferts de données vers ou depuis d’autres noeuds. Pendant la seconde phase,
le réseau effectue les transferts de données demandées. Pendant la troisème
phase, une barrière de synchronisation se produit, rendant disponibles pour
la super-étape suivante les données tranférées. Le temps d’exécution d’une
super-étape s est ainsi la somme du maximum des temps de calculs locaux,
du temps de communication des données et du temps de synchronisation
globale :

T ime(s) = maxi:processeurw
(s)
i + maxi:processeur h

(s)
i ∗ g + l
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où w
(s)
i = temps de calcul local du processeur i durant la super-étape s

et h
(s)
i = max{h(s)

i+ ,h
(s)
i−} où h

(s)
i+ (resp. h

(s)
i− ) est le nombre de mots transmis

(resp. reçus) par le processeur i durant la super-étape s. Le temps d’exécution∑
s T ime(s) d’un programme BSP composé de S super-étapes est la somme

des trois termes : W+H∗g+S∗l oùW =
∑

s maxi wi
(s) et H =

∑
s maxi h

(s)
i .

Le langage CAML, proche du λ-calcul, a été étendu [3] à l’aide d’opérations
BSP. Cette extension, le BS-λ, présenté succintement ici, est confluent.

Soient V̇ l’ensemble des variables locales et V̄ l’ensemble des variables glob-
ales. Le point ˙ symbolise un processeur précis du réseau, la barre ¯ symbolise
le réseau tout entier. Les termes locaux e sont des λ-termes représentant des
valeurs ou des programmes stockés dans la mémoire locale d’un processeur.
L’ensemble Ṫ des termes locaux est donné par la grammaire suivante :

e ::= ẋ | e e | λẋ. e | c

où ẋ dénote une variable locale arbitraire. Les termes globaux représentent
des fonctions d’un ensemble fixé de processeurs vers des valeurs. Le terme π e
représente un champ de données dont les valeurs sont données par la fonction
e. L’ensemble T̄ des termes globaux est donné par la grammaire suivante :

E ::= x̄ | E E | E e | λx̄. E | λẋ. E
| π e | E#E | E?E | E e→ E,E

La dénotation de π e a, au processeur ni, la valeur de e ni. Les formes E1#E2

et E1?E2 sont appelées application parallèle (apply-par) et get respective-
ment. Apply-par représente l’application point à point d’un champ de fonc-
tions à un champ de valeurs (phase de calcul pur d’une super-étape BSP). Get
représente la phase de communication d’une super-étape BSP : un échange
collectif de données avec une barrière de synchronisation. dernière forme de
terme global définit la conditionnelle globale synchrone. La signification de
E1

e→ E2,E3 est celle de E2 (resp. E3) si le champ de données dénoté par E1

a la valeur T (resp. F ) au processeur de nom dénoté par e.
Dans la sémantique équationnelle l’égalité des termes globaux est définie

par des règles basées sur la syntaxe et des règles de contexte qui déterminent
l’applicabilité des premières.

Le BSML est un langage purement fonctionnel de données parallèles conçu
pour programmer des algorithmes BSP. La BSMLlib est l’implantation du
formalisme BSλ.
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Une machine abstraite est le lien entre le langage compilé et son exécution.
Le langage est d’abord traduit sous forme d’une suite de commandes (c’est-
à-dire compilé). La machine exécute les commandes à l’aide de transitions.
Pour obtenir un langage dont l’exécution est mieux adaptée au parallélisme,
il parrait intéressant d’étendre une machine abstraite spécifique. La SECD,
[2], est une machine entièrement documentée. Son extension pour le langage
BSλ simplement typé [4] a été implanté et testé. Cela a permis de vérifier
que les constantes peuvent être calculées a priori. La BSP-CAM, extension
de la CAM, [1], permet d’avoir une gestion des environnements plus précise.
Dans les deux cas, il existe une machine abstraite en chaque processeur qui
exécute ses transitions de manière synchrone uniquement pour les opérations
BSP.

Le but du projet est une réalisation complète d’une version BSP du lan-
gage Caml. Les différentes étapes réalisées à ce jour ont permis de vérifier la
bonne structure du langage et ont mis en évidence les difficultés à surmonter
pour une implantation parallèle complète et efficace.
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Décidabilité de la théorie universelle
de certains semigroupes commutatifs

Céline Moreira Dos Santos

Définition 1 : Un semigroupe est la donnée d’un triplet (S,+ ,0), où:

– S est un ensemble;

– + est une opération associative, i.e., vérifiant (x+ y)+ z = x+(y+ z),
pour tous x, y, z ∈ S;

– 0 est un élément de S neutre pour l’opération +, i.e., vérifiant la pro-
priété x+ 0 = 0 + x = x, pour tout x ∈ S.

Un semigroupe est commutatif si son opération vérifie x + y = y + x,
pour tous x, y ∈ S.

Tous les semigroupes que nous considèrerons seront commutatifs.

Exemple 1 : Les structures usuelles (N, + ,0) et (N \ {0}, · ,1) sont des
semigroupes (commutatifs).

Définition 2 : Soient S et T des semigroupes. Un homomorphisme de
semigroupes f : S → T est une application de S dans T vérifiant les pro-
priétés suivantes:

1. f(0S) = 0T ;

2. f(x+ y) = f(x) + f(y), pour tous x et y ∈ S.

Un plongement f : S ↪→ T est un homomorphisme de semigroupes injectif,
i.e., vérifiant f(x) = f(y) =⇒ x = y, pour tous x et y ∈ S.

On s’interesse plus particulièrement à deux types de propriétés sur les
semigroupes: la simplifiabilité et le raffinement.

Définition 3 : Un semigroupe S est dit:

– simplifiable, si il satisfait: (x+ z = y+ z ⇒ x = y), pour tous x, y et
z ∈ S;

– fortement séparatif, si il satisfait: (x+ y = 2y ⇒ x = y), pour tous
x et y ∈ S;

– séparatif, si il satisfait: (2x = x + y = 2y ⇒ x = y), pour tous x et
y ∈ S.

On remarque que

simplifiabilité =⇒ séparativité forte =⇒ séparativité.
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Définition 4 : Un semigroupe S est un semigroupe de raffinement si,
pour tous a0, a1, b0, b1 ∈ S vérifiant a0 + a1 = b0 + b1, il existe des éléments
cij ∈ S, i, j ∈ {0,1} vérifiant ai = ci0 + ci1 et bi = c0i + c1i. Cette information
s’exprime avantageusement sous la forme d’une matrice de raffinement:

b0 b1
a0 c00 c01
a1 c10 c11

Cet énoncé est contraignant, mais beaucoup de semigroupes sont de raf-
finement, ou se plongent dans un semigroupe de raffinement.

Les liens entre semigroupes simplifiables et semigroupes de raffinement
sont activement étudiés actuellement, en théorie des anneaux (cf. [1]) et en
théorie des treillis (cf. [8]) tout particulièrement.

Nous donnons maintenant des résultats de décomposition. Il n’en existe
actuellement pas de semblables pour les semigroupes de raffinement.

Théorème 1 : (cf.[7]) S séparatif se plonge dans un produit de la forme∏
i∈I Ti ∪ {∞}, où les Ti sont des semigroupes simplifiables.

Théorème 2 : (cf.[5]) S fortement séparatif se plonge dans un produit de la
forme

∏
i∈I Ti⊕LJ(R), où les Ti sont des semigroupes simplifiables, et LJ(R)

est une sorte de puissance lexicographique des réels strictement positifs.

On se donne S une classe de semigroupes (commutatifs) close par produit
direct fini. En particulier, S pourra être la classe des semigroupes simpli-
fiables (resp. fortement séparatifs, séparatifs).

Définition 5 : On appelle

– formule atomique: toute formule de la forme (
∑n

i=1 aixi =
∑n

i=1 bixi),
où ai, bi, 1 ≤ i ≤ n sont des entiers positifs, et x1, . . . , xn sont des
symboles de variables;

– formule de Horn universelle: toute formule de la forme

ϕ(�x) : (∀�x)[ψ(�x)⇒ θ(�x)], (16)

où ψ(�x) = ψ1(�x)∧· · ·∧ψl(�x) est une conjonction de formules atomiques
et θ(�x) est une formule atomique.

Exemple 1 : Les énoncés exprimant la simplifiabilité, la séparativité forte et
la séparativité sont des formules de Horn universelles. L’énoncé exprimant le
raffinement n’est pas une formule de Horn universelle.
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Définition 6 : La théorie universelle de S est l’ensemble des formules de
Horn universelles qui sont vraies dans tous les semigroupes de S. On dit que
la théorie universelle de S est décidable si il existe un algorithme prenant
en entrée une formule de Horn universelle ϕ et déterminant si ϕ est vraie
dans tous les semigroupes de S.

Exemple 3 : L’énoncé (∀x,y)(x+y = 2y =⇒ x = y) appartient aux théories
universelles des semigroupes simplifiables et fortement séparatifs, mais pas à
la théorie universelle des semigroupes séparatifs.

Propriété 1 : Pour décider tous les problèmes de mot de S, il suffit de
pouvoir décider la théorie universelle de S.

Voici deux résultats classiques.

Théorème 3 : La théorie universelle de (R,+ ,0, ≤) est décidable (folklore).

Théorème 4 : La théorie du premier ordre de (N,+ ,0, ≤) (arithmétique de
Presburger) est décidable (cf.[2]).

Propriété 2 : La théorie universelle des semigroupes simplifiables est décidable.

En effet, pour qu’une formule de Horn universelle ϕ donnée soit vraie
dans tous les semigroupes simplifiables, il faut et il suffit qu’elle soit vraie
dans un certain quotient d’une puissance finie de Z; nous pouvons conclure
grâce au Théorème 2.

Corollaire 1 : (cf.[5, 7]) La théorie universelle des semigroupes séparatifs
(resp. fortement séparatifs) est décidable.

Question ouverte : La théorie universelle des semigroupes de raffinement
est-elle décidable?

De nouvelles techniques (cf. [6]) semblent assez prometteuses pour répondre
à cette question. Nous en donnons un léger aperçu.
Construction d’un semigroupe de raffinement (non simplifiable):

a0 c0
b0 d1 b1
c0 a1 c1

Nous obtenons c0 = a1+c1 = b1+c1, et nous pouvons réitérer l’opération (une
infinité de fois). On obtient un semigroupe de raffinement non simplifiable.
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Les ontologies pour l’optimisation

Mina Ouabiba

1 Introduction

L’optimisation globale est une branche particulièrement active des ma-
thématiques appliquées car elle correspond à un besoin industriel. Plusieurs
applications dans plusieurs domaines (automatique, biochimie, systèmes de
production, etc) se ramènent à la recherche d’optima globaux. Nous nous
intéressons à la résolution de problèmes continus non linéaires avec con-
traintes en utilisant un système basé sur la coopération de différents solveurs.
Depuis quelques années, plusieurs systèmes coopératifs ont été développés.
Mais, il n’existe pas d’architectures de coopération génériques [1].

L’ ingénierie de connaissance s’est orientée vers la construction de bib-
liothèques de composants génériques réutilisables afin de minimiser le temps
de développement, et de faciliter leur évolutions et leur maintenances. La plu-
part des méthodologies existantes (CommonKADS, Protégé II,..) décrivent
une base de connaissances en utilisant les trois concepts : tâche, PSM (mé-
thodes de résolution de problèmes ) et domaine. Une telle séparation entre le
traitement à faire, le raisonnement utilisé pour réaliser un traitement donné
et les données du domaine d’application nous permet de voir la construction
d’une base de connaissances comme un assemblage de ces trois composants
préalablement décrits et testés (figure1).

Nous allons modéliser les méthodes coopératives d’optimisation non li-
néaires basées sur l’analyse d’intervalle [2] et les techniques de satisfaction
de contraintes. Ce modèle intègre les trois concepts tâche, méthodes de
résolution de problèmes et domaine, ainsi que toutes les relations sémantiques
entre ces trois concepts. Ces relations seront décrites comme des entités
indépendantes des composants qu’elles lient donc pouvant être elles mêmes
réutilisées. la description de ce modèle sera réalisée à l’aide de la notion
d’ontologie.
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Tâche spécifique Tâche

Méthode de résolution spécifique

PSM

domaine spécifique

Domaine

Fig. 18 – Application ( ensemble de composants )

2 Présentation du problème

Considérons une fonction f : D ⊆ �n → � appelée critère, ou fonction
objectif. On se donne un ensemble de contraintes :

C = {x ∈ �n/gi(x) = 0,i ∈ I,hj(x) ≤ 0,j ∈ J}

où les fonctions gi et hj : �n → � sont définies sur �n. On définit un problème
d’optimisation par un triplet (f , C, D) ou par un couple (f , Ω) tel que Ω
représente l’ensemble des points admissibles qui est définit par:

Ω = {x ∈ D/x ∈ C}

Définition 1 : On appelle solution optimale d’un problème d’op-
timisation P=(f , C, D) (ou optimum global) une solution qui optimise (
maximise ou minimise ) f(x) sur l’ensemble de toutes les solutions.

Définition 2 : On dit qu’un vecteur x est un optimum local de P = (f ,
C, D) si et seulement s’ il existe un voisinage V(x)⊆ Ω de x tel que x soit
un optimum global du problème.

Notre objectif est de construire une bibliothèque de composants génériques.
Les approches orientées bibliothèque de composants qui ont été définies que
ce soit en ingénierie de connaissances ou en génie logiciel décrivent souvent
des composants de même type ou bien spécifiques à une application. Une
bibliothèque qui intègre des composants de différents type et les informa-
tions permettant de les assembler élargirait le champ de son utilisation et
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Fig. 19 – Les concepts et les liens

réutilisation. Les composants seront décris de manière indépendante les uns
des autres en utilisant la notion d’ontologie dans un souci de réutilisation et
de partage.

Nous allons tout d’abord définir ce qu’est une ontologie. La définition la
plus utilisée est celle de Gruber [3] “une ontologie est la spécification d’une
conceptualisation” . Elle définit le vocabulaire et la sémantique associée qui
permettent à deux agents de communiquer sur un domaine de connaissances
donné. Concrètement, une ontologie est une représentation d’un domaine à
l’aide d’une hiérarchie de relations de généralisation et de spécifications de
concepts et un ensemble de relations sémantiques entre ces concepts.

3 Description du modèle de coopération

Notre modèle se base sur trois concepts qui sont la tâche, les méthodes
de résolution de problèmes et le domaine.

– La tâche : spécifie une action et une méthode pour réaliser l’action qui
définit le but poursuivi par la tâche.

– La méthode de résolution de problèmes: représente la méthode qui
réalise une tâche. Elle peut être une primitive de résolution ou bien
composée de sous tâches.

– Domaine : représente la description des données d’un domaine partic-
ulier.
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Ces trois concepts sont liés pour construire une application. Afin de
pouvoir réutiliser ces trois concepts, par exemple réutiliser une méthode de
résolution pour réaliser plusieurs tâches dans différents domaines, des liens
sémantiques inter-concepts et intra-concepts ont été définit (figure 2).

Un lien inter-concepts est un lien entre deux concepts différents par ex-
emple la relation entre une tâche qui consiste à chercher un optimum local
et une méthode d’exploration locale.

Un lien intra-concepts est un lien entre deux concepts de même type par
exemple la relation qui définit la transformation symbolique de la fonction
objectif et les fonctions qui définissent les contraintes d’un problème d’op-
timisation. Cette transformation permet de réduire le nombre d’occurrences
des variables afin d’augmenter la précision des calculs d’intervalles.

Au niveau ontologique, une tâche est spécifiée par son nom, les données
d’entrée, les données de sortie, son but c’est à dire le problème à résoudre ainsi
que les liens qui lui sont attachés. La méthode de résolution de problèmes
est spécifié par son nom, son entrée, sa sortie, ses compétences (par exemple,
une méthode locale ou globale) à résoudre un problème, toutes les informa-
tions sémantiques (par exemple la convergence d’une méthode d’optimisation
nécessite la convexité de la fonction objectif) et les liens qui lui sont attachés.
La description d’un domaine pour différentes tâches et différentes méthodes
de résolution doit être faite suivant plusieurs niveaux de généricité. L’ontolo-
gie de domaine est décrite par les concepts d’un domaine tels que les relations
sémantiques inter-concepts, les propriétés de ces relations ( binaire, transi-
tive, etc ), les informations sémantiques ( contraintes linéaires, quadratiques,
fonction objectif convexe, etc ) et les différents liens qui lui sont attachés. Un
lien sémantique décrit une relation entre deux concepts qu’elle lient. Elle est
doté d’une sémantique et d’un comportement propre permettant aux entités
liées de communiquer et de collaborer.

4 Conclusion

Nous avons décrit d’une manière générale notre modèle qui définit une
bibliothèque permettant d’intégrer des tâches, des PSM et des domaines.
Pour cela, nous nous sommes basés sur les travaux effectués dans le domaine
du génie logiciel et de la représentation de connaissances.
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Reconnaissance automatique des parties du discours

Anna Pappa

Abstract
Cet article présente un système informatique, combinant l’intelligence ar-

tificielle et la linguistique, capable de reconnâıtre les parties du discours et
de faire émerger des structures du langage très variées sans aucune connais-
sance préalable. L’algorithme ne comporte pas de dictionnaire et il utilise un
minimum de règles grammaticales et syntaxiques.

1 Introduction

Le système développé est basé sur des règles grammaticales [1] qui sont
établies sans recours à l’étiquetage traditionnel [2]- même en utilisant des
procédures automatiques [3]- ou à d’énormes bases de données d’entrées lex-
icales. Il procède à la détermination de l’étendue de différents groupes (ou
syntagmes) syntaxiques qui composent une phrase : les syntagmes substantifs
(SS), les syntagmes verbaux (SV), et les syntagmes prépositionnels (SP), qui
se décomposent en une préposition suivie d’un SS ou SV. À la fin de l’analyse,
le système crée un dictionnaire séparant les mots en deux catégories : noms
et verbes. Le cadre de travail est énonciatif [4], structuraliste [5], fonction-
naliste [6] et prend en compte l’aspect dynamique du langage. Pour notre
analyse, nous avons utilisé un corpus (environ 4.000.000 de mots) de textes
français de différents auteurs sur des sujets et des styles différents.

2 Méthode suivie

La méthode que nous avons adoptée est basée sur l’étude des catégories
grammaticales - syntaxiques sans avoir recours aux connaissances lexicales.
Notre méthode fait partie des programmes qui utilisent :

– la division du système des règles en niveaux et,

– la méthode d’analyse morphologique (découpage et interprétation).

Les statistiques effectuées sur le corpus sont basées sur l’analyse distribution-
nelle [7]. Les régularités relevées forment les règles de notre système.
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3 Système réalisé

Les textes sont découpés en phrases. Les mots sont classées dans les
colonnes d’un tableau. Le noyau de ces phrases est la colonne qui com-
porte les mots dits grammaticaux (articles, pronoms, etc.), les colonnes qui
précèdent le noyau contiennent les mots qui se trouvent juste avant les mots
grammaticaux (MG)et constituent le contexte gauche (CG) et les colonnes
qui suivent contiennent les mots qui se trouvent après les MG et forment
le contexte droit (CD). Le tableau qui suit est un exemple, les phrases sont
issues des textes différents :
j’ ai un peu de fièvre depuis quelques jours

et voilà un jeune homme très bien fait et

les peuples des Nations Unies ont proclamé à instaurer

et qui la dévorait des yeux . CHAPITRE HUITIEME

Le développement de cette démarche a été basé sur les marques gram-
maticales [8] ou marques de repérage. Les mots sont distinctement séparés
en tenant compte des particularités de la langue française, par exemple les
mots composés. Le système est un “parseur” basé sur des travaux statis-
tiques [9] avec résolution des cas ambigüs 2, sans avoir étiqueté aucun mot
auparavant, et il détermine les groupes syntaxiques sans recours aux gram-
maires des arbres [10] compactées ou non [11]. Nous citons quelques règles et
nous décrivons leur fonctionnement:

N◦ CG2 CG1 Noyau CD1 CD2 CD3 CD4 CD5 CD6 Déc Cas Flag

1 * * * =Verbal * * * * * SV nég ou t.v 1

2 * * * * =De * =Relatif * * CD4=m.a Dét 4

La première ligne définit le rôle de chaque colonne. La première colonne in-
dique le n◦ des règles 3. Les deuxième et troisième colonnes contiennent le
CG du noyau. La quatrième colonne contient les mots grammaticaux, ensuite
viennent six colonnes 4 avec le CD du noyau. Les trois dernières colonnes in-
diquent la décision, où il est indiqué la marque d’arrêt (m.a) du syntagme,
le cas où la décision se justifie, et le flag qui nous permettra de constituer
notre dictionnaire à la fin du traitement. Nous présentons quelques exemples

2. Par exemple l’ambigüıté entre article défini et pronom personnel : le, la, les, l’.

3. L’étoile signifie n’importe quel mot, le “=”renvoit automatiquement à une fonction traitée par le

moteur(Parsing). Le moteur appelle la fonction la fonction (=Verbal) ou (=Relatif) et autres mentionnées

dans le tableau de règles.

4. Les statistiques ont montré qu’il est vraiment rare de rencontrer un SS -beaucoup moins un SV- qui

s’étend au-délà de 7 mots à son contexte droit après le déterminant.
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extraits des textes traités :
385 ruisseaux dont aucun ne va de droit fil , SV sub 1

134 donc comme une galerie de peintures dont les traits CD4=m.a Relatif 4

171 roule sur des choses indifférentes . Après d̂ıner , CD3=m.a Prép+SN 3

Notre analyse se termine avec la création d’un dictionnaire qui contient
les mots qui se trouvent immédiatement à droite des mots grammaticaux :
il y a des déterminants qui ne peuvent être suivis que par un nom (soit
substantif soit épithète) dans la plupart des cas, par exemple les possessifs
(sa maison). Pour ces cas où l’ambigüıté est peu probable (flag 1), nous avons
développé une procédure qui enregistre les mots 5 de la colonne CD1 dans un
dictionnaire. Les mots sont étiquetés en deux catégories verbale ou nominale:

N◦ CD1 Type Texte d’origine

282 abstinence nominal Paresse

62 armée nominal Luc

68 coin nominal Pin-Up

254 diable nominal Luc

4627 accablait verbal Les-Cenc

4523 accompagnai verbal domi

11 aller verbal Rêveries

161 apprirent verbal Luc

4 Conclusion

Le système développé procède à une analyse des marques (mots grammat-
icaux) sans connaissance préalable sur leur nature et leur fonctionnement. Les
taux de réussite sont répartis ainsi : 93% des cas résolus (reconnaissance des
SS et SV précédés ou non d’une préposition), dont le taux d’erreur varie entre
0 et 1%, et 7% les cas non résolus. L’algorithme est utilisé également pour
résourdre les cas ambigüs (entre article défini et pronom personnel). Cette
analyse peut s’effectuer à d’autres langues qui ont la même structure syn-
taxique que le français (en cours d’étude la langue grecque). La création
du dictionnaire à partir du contexte droit des mots grammaticaux peut
s’avérer précieuse pour un traitement où le système chercherait des infor-
mations supplémentaires dans les entrées lexicales dont le type grammatical
est déjà connu.

5. En leur forme fléchie
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Structure de treillis et modèle de Chip Firing Games

Ha Duong Phan

Resumé : Dans ce papier, nous étudions un système dynamique discret
classique, le Chip Firing Game, utilisé comme un modèle dans la physique,
l’économie et l’informatique [1, 2, 3, 11, 12]. Nous utilisons la théorie des
ordres et des treillis pour montrer que l’ensemble des configurations accessi-
bles à partir d’une configuration quelconque est un treillis, qui implique des
propriétés fortement structurelles.

Définition 1 : Un Chip Firing Game, (CFG) [2] est défini par la
donnée d’un (multi)graphe G = (V,E) orienté (appelé support du CFG) et
d’une répartition d’un certain nombre de jetons (chips) sur chaque commet
(la configuration initiale du CFG). La règle d’évolution est alors : si un som-
met a au moins autant de jetons que d’arcs sortants, on transfère un jeton le
long de chacun de ces arcs.

On peut supposer que les sommets d’un graphe sont indexés par des en-
tiers. Une configuration d’un CFG peut alors être représentée par un vecteur
c = (c1, . . . ,cn) tel que ci est le nombre de jetons de i-ème sommet. L’ensemble
des configurations accessibles à partir de la configuration initiale est appelé
espace des configuration. Cet ensemble est muni d’une relation, appelée re-
lation de successeur , induite par la règle d’évolution : a � b si et seulement
si la configuration b peut être obtenue à partir de la configuration a par une
application de la règle.

Nous montrons dans ce papier que l’espace des configurations d’un CFG
est fortement structurel. Pour cela, nous utilisons la thérie des ordres.

Définition 2 [5]: Un ordre est un ensemble muni d’une relation binaire
réflexive, transitive et antisymétrique. Considérons deux éléments a et b d’un
ordre. Si l’ensemble des éléments plus petits que a et b a un unique élément
maximal, on appelle cet élément l’infimum de a et b. De façon duale, si
l’ensemble des éléments plus grands que a et b a un unique élément minimal,
on appelle cet élément le supremum de a et b. Sidans un ordre, tout couple
d’éléments a un infimum et un supremum, alors cet ordre est un treillis.

Le fact que l’espace des confugurations d’un système dynamique a une
structure de treillis implique certaines propriétés importantes, comme la con-
vergence. De plus, cette convergence est très forte dans le sens suivant : pour
deux configurations de ce système, il existe une unique première configura-
tion obtenue à partir d’elles, et toute configuration qui peut être obtenue à
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partir d’elles peut être également obtenue à partir de cette première.
Dans la suite, nous présentons une classe spéciale de CFGs qui joue un rôle

central dans notre étude. Les supports de ces CFGs ne contiennent aucune
composante fermée.

Définition 3 : Une composante fermée d’un multigraphe G = (V,E)
est un sous-ensemble S de V non réduit à un élément et tel que :

- S est une composante fortement connexe (c’est-à-dire il existe un chemin
de n’importe quel élément de S à n’importe quel élément de S), et

- il n’y a aucun arc d’un sommet de S vers un sommet de V \S (S est
fermé)

Nous montrons que dans un CFG sans composantes fermées, la relation
de successeur n’a pas de cycles. elle induit donc un ordre sur les config-
urations accessibles. Nous étendons alors la notion de shot vector (voir par
exemple [6]) et nous démontrons que l’espace des configurations est un treillis
inférieurement localement distributif.

Lemme 1 Soit C une composante fortement connexe non fermée. A par-
tir d’une configuration a quelconque, il ne peut pas exister de suite non vide
d’application de la règle à des sommets de C telle qu’on obtienne à nouveau
a.

Ce lemme implique que si on n’applique la règele qu’à des sommets qui ne
sont pas dans des composantes fermées, on ne peut pas avoir de cycle dans
l’espace des configurations, et induit donc un ordre :

Théorème 1 [12] L’espace des configurations d’un CFG sans composante
fermée est ordonné par la clôture réflexive et trasitive de la relation de suc-
cesseur.

De plus, on sait [6] que les CFG sont des jeux fortement convergents.
En d’autre termes, ou bien un CFG ne s’arrête jamais, ou bien toutes les
séquences d’applications de la règle d’une configuration a à une autre b ont
la même longueur. Nous allons affiner ce résultat dans le cas des CFG sans
composantes fermées. Etant donné une telle séquence p, nous notons |p|i le
nombre d’applications de la règle au sommet i durant la séquence. Com-
mençons par prouver le résultat suivant :

Lemme 2 Etant donné un CFG sans composantes fermées, si deux sé-
quences s et t d’applications de la règle partent de la même configuration a
et amènent à la même configuration b, alors :

|s|i = |t|i pour tout sommet i.
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Ce lemme nous permet de définir le shot vector k(a,b) de deux configurations
a et b si b peut être obtenue à partir de a dans un CFG sans composantes
fermées : k(a,b) = (ka(a,b), . . . ,kn(a,b)) où ki(a.b) est le nombre d’applications
de la règle à i pour obtenir b à partir de a. Nous notons aussi |k(a.b)| la
somme

∑i=n
i=1 ki(a,b), c’est-à-dire le nombre total d’applications de la règle

nécessaires pour obtenir b à partir de a. Si a et b sont deux configurations
obtenues à partir de la même configuration O, on définit l’ordre k(O,a) ≤
k(O,b) si pour tout i, ki(O,a) ≤ ki(O,b). De plus, si a ≥ b, il est clair que
k(O,b) = k(O,a) + k(a,b).

Nous pouvons caractériser l’odre entre deux configurations obtenues à
partir de la configuration initiale O dans un CFG sans composantes fermées
en comparant leurs shot vectors comme suit :

Théorème 2 [12] Si a et b deux configurations obtenues à partir de la
même configuration O d’un CFG sans composantes fermées, alors :

a ≥ b⇔ k(O,a) ≤ k(O,b).

Nous pouvons maitement donner le résultat principal de ce papier :
Théorème 3 [12] L’ensemble de toutes les configurations obtenues à

partir de la configuration initiale O d’un CFG sans composantes fermées,
ordonné par la clôture réflexive et transitive de la relation de successeur,
est un treillis inférieurement localement distributif. De plus, l’infimum de
deux éléments a et b est définit comme suit : soit k un vecteur tel que pour
tout sommet i, ki = max(ki(O,a),ki(O,b)); alors la configuration c telle que
k(O,c) = k existe et elle est l’infimum de a et b.

Nous étudions maintenant la structure de l’esapce des configurations des
CFGs quelconques, en particulier ceux dont le support a des composantes
fermées. On peut remarquer que dans un tel cas on n’obient pas un treillis, ni
même un ordre. Par conséquence, nous proposons une extension naturelle des
notions présentées dans les parties précédentes, qui nous amènera à considerer
des espaces de configurations structurées en treillis infinis.

Une configuration étendue d’un CFG est un couple (i,c) où c est une
configuration, et i est le nombre total d’applications de la règle nécessaires
pour obtenir c à partir de la configuration initiale. On étend naturellement la
notion de la ralation successeur en disant que (i,a) � (j,b) si et seulement si
j = i+ 1 et b peut être obtenue à partir de a par une application de la règle.
Il est alors évident que l’espace des configurations étendues de n’importe quel
CFG ne contient pas de cycle. De plus, il possède une structure de treillis :
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Théorème 4 [12] L’ensemble des configurations étendues obtenues à
partir de la configuration étendue initiale (0,O) d’un CFG, ordonné par
la clôture réflexive et transitive de la relation de successeur, est un treillis
inférieurement localement distributif. De plus, l’infimum de deux éléments
a et b est définit comme suit : soit k un vecteur tel que pour tout som-
met i, ki = max(ki(O,a),ki(O,b)); alors la configuration (m,c) telle que
k((0,O),(m,c)) = k et m =

∑
i≥1 ki existe etelle est l’infimum de a et b.

Le modèle CFG est un mod̀le très général, beaucoup de modèles connus
peuvent être codés comme des CFGs spéciaux, à savoir les modèles suiv-
ants : Modèle de Piles de Sable (SPM) [3, 4, 7, 10], modèle L(n,θ), modèle
CFG(n,m) [10], le Jeux de cartes [8]. Grace à ces codages, on peut voir com-
ment des résultats de ces modèles peuvent être déduits à partir des résulatts
du modèle CFG.
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Symbole de Kronecker Torique

Herimampita Ratsimbazafy

La théorie des résidus analytiques peut être rapidement résumée de la façon
suivante (cf. [3]) :

Etant données n + 2 fonctions g et fi, i ∈ {0, . . . ,n}, à n + 1 variables xi,
holomorphes dans un voisinage de 0 ∈ lCn+1, telles que les fi ne s’annulent simul-
tanément qu’en 0, on définit, sous forme intégrale complexe, le résidu local en 0,

res0(ωg), de la forme différentielle ωg =
gdx0 ∧ ... ∧ dxn

f0...fn
.

Dans le cas où les fi sont des polynômes homogènes de degré d et g un polynôme
homogène de degré ρ = (n + 1)(d− 1), l’application associant g à res0(ωg), induit
un isomorphisme entre le lC-espace vectoriel,
lC[X0,...,Xn]ρ/〈f0, . . . ,fn〉ρ, des classes, modulo l’idéal 〈f0, . . . ,fn〉, des polynômes
homogènes de degré ρ, et lC.

D. Cox généralise cette approche analytique sur une variété torique projective
et complète sur lC. D’autres l’ont poursuivi en étudiant quelques propriétés de ce
résidu torique (loi de transformation, ...) (cf. [1]).

Dans le cadre algébrique, si (f) = (f1,...,fn) est une suite de n polynômes
de lC[X1,...,Xn], vérifiant certaines conditions, on considère le lC-espace vectoriel
quotient A = lC[X1,...,Xn]/〈f1,...,fn〉. On définit le bezoutien généralisé B(f)
associé à (f). On peut écrire :

B(f) =
∑

i

ai ⊗ bi ∈ A⊗A, où {ai},{bi} sont deux bases de A.

Le résidu (affine), appelé aussi Symbole de Kronecker affine, se définit alors comme
l’application linéaire de A vers lC telle que :∑

i

�(ai)bi = 1.

Dans [2], une première généralisation de cette approche, au cas torique est
amorcée. Elle permet de traiter le cas du Symbole de Kronecker dans le tore
associé à une suite de polynômes de Laurent.

Nous poursuivons cette généralisation, en définissant, le Symbole de Kronecker
torique pour le cas d’une variété torique complète et simpliciale.

73



Soit X une telle variété, de dimension n, associée à un polytope convexe rationnel
et fermé P , de IRn. On désigne par T son tore maximal, et par η1, . . . ,ηs les vecteurs
primitifs normaux rentrant à P . On note S = lC[X1,...,Xs] l’anneau de coordonnées
multihomogènes de X , et deg(Xj) le multidegré de Xj .

On considère n + 1 polynômes multihomogènes, F0,...,Fn ∈ S, vérifiant certaines
conditions.

On appelle multidegré critique pour les Fi, le multidegré ρ =
n∑

i=0

deg(Fi)−
s∑

j=1

deg(Xj).

On note par (F0,...,F̂i,...,Fn) la suite (F0,...,Fi−1,Fi+1,...,Fn).

Une partie I, à n éléments, de {1, . . . ,s} est dit ensemble simplicial si les n faces
de P , perpendiculaires aux vecteurs ηi,i ∈ I, se rencontrent exactement en un
sommet de P et si det(ηI) = det(ηi,i ∈ I) > 0. A chaque ensemble simplicial I, on
associe l’ouvert :

UI = {(x1 : ... : xs) ∈ X / xi = 1 ∀ i /∈ I}.

C’est une variété affine d’anneau de coordonnées : lC[XI ] = lC[Xi,i ∈ I]. Ces ou-
verts forment un recouvrement (affine) de X lorsque I varie.

Comme l’anneau de coordonnées de UI est un anneau de polynômes à n vari-
ables, on a besoin de n polynômes pour définir le symbole de Kronecker sur
UI . On obtient le symbole de Kronecker (affine) relatif à un polynôme Fi : �I

Fi
.

C’est une forme lC-linéaire sur lC[XI ]/〈F0I , . . . ,F̂iI , . . . ,FnI〉 (où FjI(Xk,k ∈ I) =
Fj(X1, . . . ,Xs) avec Xl = 1 pour l /∈ I).

Grâce à des résultats de compatibilité entre ces symboles de Kronecker (affines),
on obtient, par recollement, la restriction, �I1∩...∩Im

Fi
, sur l’intersection de m ouverts

UI1, ..., UIm , du symbole de Kronecker sur X .

On définit ensuite le symbole de Kronecker sur X , relatif à chaque Fi :

Définition 1 :
Si on désigne par p le nombre d’ensembles simpliciaux, on appelle Symbole de
Kronecker relatif à Fi, l’application lC-linéaire, �XFi

de Sρ/〈F0,...,Fn〉ρ vers lC
définie par :

�XFi
=

p∑
j=1

(−1)j+1
∑

1≤i1<...<ij≤p

�
Ii1

∩...∩Iij

Fi
.
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Afin de pouvoir définir le Symbole de Kronecker torique associé à
(F0,F1,...,Fn), on a le résultat suivant, qui donne une relation entre deux Symboles
de Kronecker relatifs �XFi

et �XFj
pour i,j ∈ {0,...,n}.

Théorème (théorème d’échange) :
Pour tout i,j ∈ {0,...,n}, on a : �XFi

(H) = (−1)i+j�XFj
(H).

Définition 2 :
On appelle Symbole de Kronecker torique sur X , l’application lC-linéaire, �X

de Sρ/〈F0,...,Fn〉ρ vers lC définie par :

�X (H) = (−1)i�XFi
(H), pour i ∈ {0,...,n}.

Notons que �X (H) dépend de l’ordre des variables [X1, . . . ,Xs].

Propriétés :
Loi de transformation
Soient F = (F0,...,Fn) et G = (G0,...,Gn) deux suites de polynômes telles que,

pour tout i ∈ {0,...,n} , on a : Gi =
n∑

j=0

Ai
jFj . On note D le déterminant de la ma-

trice de transformation ((Ai
j) 0≤i,j≤n), alors, pour tout polynôme multihomogène

H de multidegré critique ρ, on a : �X (H;F ) = �X (DH;G).

Valeur au Jacobien torique
Le Jacobien torique de F = (F0, . . . ,Fn) est, par définition, le déterminant :

J(F ) =
1

det(ηI)
∏
j /∈I

xj

∣∣∣∣∣∣∣∣
F0 ... Fn

∂F0/∂xi1 ... ∂Fn/∂xi1

...
∂F0/∂xin ... ∂Fn/∂xin

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Il ne dépend pas de l’ensemble simplicial choisi I = {i1, . . . ,in}.

La valeur du Symbole de Kronecker torique au Jacobien torique est égale au volume
normalisé du polytope P , c’est-à-dire :

�X (J(F );F ) = n! V ol(P ).
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Autour des fractals de Rauzy

Anne Siegel

Étant donné un système dynamique, une méthode classique pour étudier la
structure locale des orbites est de considérer l’application de premier retour sur
un ouvert bien choisi autour d’un point. Pour certains systèmes (automorphismes
hyperboliques du tore, difféomorphismes pseudo-Anosov des surfaces entre autres),
l’application de premier retour est conjuguée au système de départ. On dit alors
que le système original est autosimilaire. C’est le cas de l’addition du nombre d’or
sur le tore de dimension 1.

A partir du moment où un phénomène d’autosimilarité se produit, une substi-
tution est sous-jacente au système : après avoir découpé l’espace en suffisamment
de morceaux, la trajectoire des points de l’ouvert avant qu’ils y reviennent définit
une substitution. Le système dynamique symbolique associé à la substitution est
l’ensemble des codages, dans la partition, des trajectoires des points du système
dynamique. On s’intéresse au chemin inverse : quelles actions sont codées par une
substitution donnée? Ceci revient à caractériser les substitutions qui engendrent
un pavage périodique autosimilaire.

Systèmes substitutifs Une substitution ou morphisme itéré remplace les let-
tres d’un alphabet fini A par des mots finis non vides, par exemple 1 "→ 12, 2 "→ 1
sur l’alphabet {1,2}. On étend canoniquement sa définition à l’ensemble AZ des
mots bi-infinis. Un point périodique est un mot bi-infini stable par une itération
finie de la substitution. Si la substitution mélange suffisamment les lettres (condi-
tion de primitivité), les points périodiques d’une substitution ont même ensemble
de facteurs. Les mots bi-infinis ayant cet ensemble de facteurs forment un compact
stable par le décalage sur AZ. Ce système dynamique symbolique, appelé système
substitutif, est minimal et uniquement ergodique [3]. Il présente des propriétés
d’autosimilarité puisqu’engendré par un point périodique pour la substitution.

Substitution de Tribonacci et fractal de Rauzy La substitution de
Tribonacci σ est définie par 1 "→ 12, 2 "→ 13, 3 "→ 1. Sa matrice d’incidence,
obtenue par linéarisation, a pour polynôme caractéristique x3 − x2 − x − 1. Ses
valeurs propres non dominante sont deux complexes α et α tous deux appelés
nombre de Tribonacci. En particulier, la matrice d’incidence admet dans R3 une
droite dilatante et un plan contractant. On représente le point fixe de σ en une
ligne brisée de R3 en remplaçant chaque lettres du point fixe par le vecteur de
base de R3 correspondant. Cette ligne s’enroule autour de la direction dilatante.
Les sommets de la ligne brisée se projettent sur le plan contractant parallèlement
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à la droite dilatante sur un ensemble borné dont l’adhérence R est un compact
appelé fractal de Rauzy.

Cylindres du fractal de Rauzy et autosimilarité Trois sous-ensembles
du fractal de Rauzy se distinguent : les cylindres correspondent aux projections
des points de la ligne Ces cylindres constituent un recouvrement de R, et Rauzy
montrent dans [4] que leurs intersections sont de mesure nulles. Ainsi, les cylindres
pavent le fractal de Rauzy. L’autosimilarité du système substitutif se transmet
graphiquement sur l’ensemble R par le fait que chaque cylindre de R n’est rien
d’autre que la copie de R multipliée par un des complexes α, α2 ou α3. Ceci prouve
que le fractal de Rauzy est autosimilaire.

Un travail plus approfondi sur la combinatoire de la substitution, montre que
le fractal de Rauzy est l’ensemble des sommes de séries en α ayant pour coefficients
les suites de 0,1 qui ne contiennent pas trois 1 consécutifs : R = {

∑
i≥0 εi αi; εi =

0,1; εiεi+1εi+2 = 0} ⊂ C.

Dynamique du fractal de Rauzy Sur la ligne brisée, on se déplace de som-
met en sommet en utilisant les trois vecteurs canoniques. En particulier, on peut
translater chaque cylindre par le projeté du vecteur canonique correspondant, tout
en restant dans R. Ceci définit un échange de morceaux représenté à la Figure 20.
Il est naturel de coder, dans la partition définie par les cylindres, l’action de cet
échange de morceaux surR. Rauzy montre que l’application de codage est injective
en mesure, surjective dans le système substitutif associé à la substitution de Tri-
bonacci. Ainsi, il existe un isomorphisme mesurable entre l’échange de morceaux
de R et le décalage sur le système substitutif.

Pavage périodique Le quotient de C par un réseau donné projette l’échange
de morceaux surR sur une translation torique. Selon [4], ce passage au quotient est
neutre (injectif en mesure) : les décalés deR selon un réseau donné ne s’intersectent
pas. Puisqu’ils recouvrent C par le théorème de Kronecker, on construit ainsi un
pavage régulier (voir figure 20).

L’utilisation couplée de la dynamique, des propriétés d’autosimilarité et de la
théorie des nombres impliquent ainsi les énoncés équivalents suivants :

– géométriquement : le fractal de de Rauzy engendre un pavage périodique et
autosimilaire de C,

– dynamiquement : le système dynamique engendré par la substitution de Tri-
bonacci est mesurablement isomorphe à une rotation sur un tore,

– spectralement : ce système dynamique est à spectre purement discret.

78



Plus généralement, quelles sont les substitutions qui engendrent un pavage
périodique autosimilaire? D’un point de vue spectral, de telles substitutions en-
gendrent un système dynamique qui est à spectre purement discret.

Fig. 20 – fractal de Rauzy : translation par morceaux et pavage périodique.

Fractals de Rauzy pour les substitutions de type Pisot On peut
construire un fractal de Rauzy pour toute substitution dont la matrice a un espace
dilatant de dimension 1 et telle que la ligne brisée correspondant à un de ses points
fixes reste à distance bornée de cette droite dilatante. La valeur propre dominante
de la matrice est alors un nombre de Pisot, et une telle substitution est dite de
type Pisot. Notons que si la matrice d’incidence n’est pas de déterminant ±1, le
fractal de Rauzy a des composantes p-adiques.

Comme pour la substitution de Tribonacci, le fractal de Rauzy a une structure
autosimilaire et est recouvert par d cylindres correspondant aux lettres de l’alpha-
bet, mais rien ne permet d’affirmer que les cylindres s’intersectent sur un ensemble
de mesure nulle. Une condition suffisante a été mise en évidence : cette condition
purement combinatoire, dite de cöıncidences, signifie que les points périodiques de
la substitution ont suffisamment de parties communes. Sous cette condition, les
cylindres du fractal de Rauzy s’intersectent sur un ensemble de mesure nulle [1].
On peut alors définir un échange de morceaux sur le fractal de Rauzy de la substi-
tution. Cet échange de morceaux est isomorphe en mesure au système substitutif
de départ.

Notons qu’on ne connâıt aucun exemple de substitution de type Pisot sans
cöıncidences. Récemment il a été prouvé que les substitutions de type Pisot sur
deux lettres sont toutes à cöıncidences. On conjecture que toutes les substitutions
de type Pisot vérifient la condition de cöıncidences (voir le survol [2], Chap. 7).

Condition de pavage Comme pour la substitution de Tribonacci, on peut
quotienter le fractal de Rauzy d’une substitution de type Pisot avec cöıncidences,
par un réseau tel que les vecteurs de l’échange de morceaux sont égaux après
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passage au quotient. Le système substitutif est alors représenté par une rotation sur
un groupe compact qui est le facteur équicontinu maximal du système substitutif
sous certaines hypothèses.

Autrement dit, les décalés du fractal de Rauzy d’une substitution par un réseau
donné recouvrent l’espace, mais il reste à prouver que ces décalés s’intersectent
sur un ensemble de mesure nulle. Ceci est démontré pour les substitutions sur
deux lettres. Aucun contre-exemple n’est connu. Un critère algorithmique existe,
qui permet de vérifier au cas par cas qu’il y a bien pavage (voir [2], Chap. 7).
On conjecture que la substitution de cöıncidences est suffisante pour qu’il y ait
pavage/spectre discret.
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Vérification de réseaux paramétrés par analyse d’accessibilité

Tayssir Touili

Les systèmes informatiques sont de plus en plus présents dans le contrôle de
tâches critiques et très complexes. Une erreur dans la conception de ces systèmes
peut avoir des conséquences graves et irréversibles. C’est pourquoi il est crucial de
disposer de méthodes rigoureuses pour les concevoir et de techniques automatiques
pour les vérifier.

Le problème de la vérification consiste à s’assurer qu’un système satisfait bien
ses spécifications. Ces dernières années, des méthodes de vérification automatiques
ont été développées et sont largement utilisées. Seulement, ces méthodes concernent
essentiellement les systèmes finis (à nombre fini d’états).

Nous considérons ici le problème de la vérification des réseaux paramétrés de
processus, c’est-à-dire, des réseaux comprenant un nombre arbitraire de processus
identiques. Il s’agit de vérifier un système quelque soit le nombre de ses com-
posantes. Des exemples de réseaux paramétrés sont les algorithmes d’exclusion
mutuelle, les protocoles de communication entre un nombre arbitraire de proces-
sus,...etc. La vérification de tels systèmes est hors de portée des techniques usuelles
de vérification pour les systèmes finis.

Nous réduisons le problème de la vérification des systèmes paramétrés au calcul
de l’ensemble des configurations accessibles. Cet ensemble étant infini (dû à la
paramétrisation), nous adoptons une approche symbolique basée sur la représenta-
tion d’un ensemble infini de configurations par un langage de mots (resp. d’arbres)
si la topologie du réseau est linéaire (resp. arborescente). Par exemple, dans le
cas des réseaux linéaires, nous représentons l’état global d’un système ayant n
processus par un mot de longueur n, en concaténant les états locaux des différents
processus. Un ensemble de configurations peut donc être représenté par un langage
de mots. Par exemple, l’ensemble des configurations d’un système qui vérifie la
propriété d’exclusion mutuelle peut être représenté par n∗cn∗ où c (resp. n) exprime
que le processus est (resp. n’est pas) dans la section critique.

Une action du programme peut être alors modélisée par une règle de réécriture
de mots (ou d’arbres). Ainsi, la règle a→ b exprime qu’une composante du système
passe de l’état a à l’état b.

Par exemple, si nous considérons le cas du “token passing protocol” où un
système est formé par un vecteur de processus, l’action qui consiste à faire passer
le jeton de la gauche vers la droite peut être modélisée par la règle (ou semi-
commutation) t⊥ → ⊥t où t (resp. ⊥) exprime que le processus a (resp. n’a pas)
le jeton. Initialement, c’est le processus le plus à gauche qui a le jeton, l’ensemble
des configurations initiales est donc représenté par t⊥∗.
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Nous réduisons alors le problème de la vérification au calcul de la fermeture
d’un langage régulier par un système de réécriture, c’est à dire au calcul de R∗(L),
où L est un langage régulier d’arbres ou de mots, et R est un système de réécriture.
Ce problème étant indécidable, notre but est de:

– Proposer des sous-classes L de langages réguliers etR de systèmes de réécriture
pour lesquelles le calcul de la fermeture de tout langage de la classe L par
un système de réécriture de la classe R est effectif.

– Définir une approche symbolique générale (semi-algorithmique) pour le cal-
cul de l’ensemble des accessibles.

Dans cet exposé, nous nous restreignons au cas des réseaux linéaires, c’est à
dire aux langages réguliers de mots sur un alphabet fini Σ. Nous présentons dans
ce qui suit deux résultats principaux:

1. Fermeture des APCs par semi-commutations

Dans un premier temps, nous considérons les semi-commutations, i.e., les règles
de la forme ab→ ba. Ces règles apparaissent de manière naturelle dans la modélisa-
tion d’un grand nombre de protocoles, tel que le “token passing protocol” considéré
précédemment. Notre but est alors de calculer R∗(L) pour un langage régulier L
et un ensemble de semi-commutations R. Seulement, ce type de règles ne préserve
pas la régularité. En effet, pour R = ab ↔ ba, le langage R∗((ab)∗) n’est pas
régulier puisque c’est l’ensemble de tous les mots de (a + b)∗ qui contiennent le
même nombre de “a” et de “b”. Nous voulons alors une sous-classe des réguliers
qui soit effectivement fermée par semi-commutations. Nous avons identifié la classe
des Alphabetic Pattern Constraints (APC):

Définition 1 : Un langage APC est une union finie de langages de la forme
Σ∗

0a1Σ∗
1 · · · anΣ∗

n, où les Σi sont des ensembles finis de lettres, et les ai sont des
lettres.

Cette classe de langages apparâıt naturellement dans la modélisation des en-
sembles de configurations des réseaux paramétrés. Par exemple, le langage Σ∗cΣ∗cΣ∗

représente l’ensemble des configurations qui ne satisfont pas l’exclusion mutuelle.
Nous avons montré que cette classe est effectivement fermée par semi-commu-

tations :

Théorème 1 [3] : Soit R un ensemble de semi-commutations, et L un langage
APC, alors R∗(L) est un langage APC et peut être effectivement calculé.

2. Calcul des accessibles par “regular widening”

De manière plus générale, nous adoptons une méthode semi-algorithmique
basée sur l’accélération de la terminaison du calcul, qui permet de calculer une
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sur-approximation de l’ensemble des accessibles. En effet, ceci s’avère suffisant
pour vérifier certains systèmes.

Le principe de cette méthode nommée regular widening [2, 5] consiste à deviner
automatiquement l’effet de l’itération de R un nombre arbitraire de fois sur un
ensemble régulier L donné: si une telle situation

L = L1.L2 et R(L) = L1.Δ.L2

est détectée, nous devinons qu’à chaque fois l’effet de R est d’introduire un “Δ” au
milieu, nous rajoutons donc L1.Δ∗.L2 à l’ensemble des accessibles. Un principe plus
général qui tient compte du cas où R introduit plusieurs croissances est défini dans
[5]. De manière plus générale, si nous représentons R par un langage de Σ×Σ, ce
même mécanisme permet de deviner l’effet de R∗, la fermeture reflexive-transitive
de R.

Ce principe peut être utilisé pour calculer l’ensemble d’accessibilité exact si
nous avons un test qui permet de décider si l’ensemble deviné est exactement égal
à R∗(L). Pour définir ce test, nous introduisons quelques définitions:

Définition 2 : Un système de réécriture R est nœthérien s’il n’existe pas une
séquence infinie de mots w0,w1, . . . tels que pour chaque i ≥ 0, wi+1 ∈ R(wi).

Définition 3 : Si R est un système de réécriture qui comprend les règles {li → ri},
R−1 est le système de réécriture qui comprend les règles {ri → li}.

Nous avons alors le résultat suivant dont une partie est due à [4]:

Proposition 1 : Si R ou R−1 est nœthérien alors L′ = R∗(L) ssi L′ = R(L′) ∪ L.

Ainsi, si R ou R−1 est nœthérien, nous pouvons utiliser notre regular widening
pour deviner l’ensemble des accessibles, et appliquer le test précédent pour nous
assurer que notre calcul est exact.

Notre méthode s’avère être assez puissante pour simuler plusieurs constructions
existantes. En effet, elle peut simuler le résultat du Théorème 1:

Théorème 2 [5] : Soit R un ensemble de semi-commutations, et L un langage
APC, alors R∗(L) peut être effectivement calculé par regular widening.

Dans [1], Abdulla et al. ont défini la classe des “règles de réécriture con-
textuelles” et ont donné une construction de R∗ pour toute règle R dans cette
classe. Notre technique est capable de calculer cette fermeture:

Théorème 3 [5] : Soit R une règle de réécriture contextuelle, alors R∗ peut être
effectivement calculé par regular widening.
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Conception d’un chiffrement symétrique par blocs

Marion Videau

1 Introduction

La cryptographie se définit comme un ensemble de procédés visant à protéger
une information contre toute forme d’utilisation malveillante par des tiers. Elle
recouvre donc plusieurs fonctionnalités dont les principales sont le chiffrement et
la signature. Cette présentation concerne la définition et les principaux critères de
conception d’un algorithme de chiffrement symétrique.

Un algorithme de chiffrement transforme, grâce à une donnée secrète appelée
clé, un message dit texte clair en un texte chiffré destiné à n’être lisible que du
destinataire légitime. Pour ce faire, on dispose de deux grandes familles d’algo-
rithmes, les algorithmes à clé secrète, dits aussi symétriques, et les algorithmes à clé
publique, ou asymétriques. Les systèmes à clé secrète, les plus anciens, nécessitent
le partage du secret entre les interlocuteurs. Les systèmes à clé publique datant
de 1976 apportent une solution au partage de la clé. Le destinataire possède une
clé dite privée connue de lui seul, lui permettant de lire tout message chiffré grâce
à sa clé publique, connue de tous. Cependant, le problème de la gestion des clés
se pose alors en d’autres termes et ces systèmes n’apportent pas une solution
définitive dans la mesure où leur lenteur les rend inaptes au chiffrement en ligne.
C’est pourquoi la plupart des applications utilisent des systèmes hybrides com-
prenant un chiffrement asymétrique pour l’échange de la clé secrète et un système
symétrique pour le chiffrement des données.

2 Étude d’un algorithme de chiffrement

Hormis les contraintes de vitesse ou de mémoire qui pèsent sur un algorithme
de chiffrement, le problème essentiel qui se pose est de pouvoir assurer un niveau
de sécurité suffisant au système. Afin d’en évaluer la sécurité, on est amené à faire
des hypothèses sur les conditions d’une éventuelle attaque visant à retrouver soit
le message d’origine soit la clé de chiffrement. On doit en outre qualifier, voire
quantifier, le contexte de l’attaque. On considère tout d’abord qu’on doit faire
reposer la confidentialité d’un échange sur le seul secret de la clé. L’expérience
prouve en effet qu’il est illusoire de compter sur le secret d’un algorithme qui
se trouvera toujours être éventé à plus ou moins longue échéance. On pose donc
comme principe qu’un attaquant a à sa disposition toutes les spécifications du
système.
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On définit en outre divers contextes d’attaques dont principalement celles à
chiffré seul, à clair connu et à clair choisi, pour lesquelles l’attaquant dispose re-
spectivement de quelques chiffrés ou de certains couples clairs-chiffrés, soit quel-
conques, soit correspondant à des clairs de son choix. Enfin, l’attaquant peut aussi
tenter de retrouver la clé par recherche exhaustive, c’est-à-dire par énumération
de l’ensemble des clés possibles pour le système. Si la clé est choisie aléatoirement
parmi les mots de k bits, l’attaque nécessite en moyenne 2k−1 déchiffrements.
Compte tenu de l’état actuel de la technologie, on recommande une taille de clé
supérieure à 80 bits. En général, on quantifie la faisabilité d’une attaque par le
nombre d’opérations de déchiffrement à effectuer. On considère que pour être sûr,
un système ne doit pas permettre des attaques donc le coût est significativement
inférieur à celui de la recherche exhaustive.

3 Le chiffrement itératif par blocs

On peut considérer un système de chiffrement par blocs comme une permuta-
tion d’un mot de n bits en un autre mot de n bits, la permutation étant indexée
par une clé de k bits.

Il s’agit d’un système qui divise le texte clair en blocs de taille fixe (en général
64 ou 128 bits) puis les chiffre successivement avec la même clé. Le chiffré est
ensuite obtenu par application d’un mode opératoire paliant la faiblesse d’une
simple concaténation de blocs.

L’idée générale d’un chiffrement itératif est de réaliser un algorithme à par-
tir d’unités élémentaires de chiffrement qui répétées un nombre suffisant de fois
produiront un chiffrement cryptographiquement plus résistant qu’une unité isolée.
Cette technique a été formalisée au début des années 70 par Horst Feistel. Les
notions fondamentales utilisées sont tirées de l’article fondateur de Claude Shan-
non, The communication theory of secrecy systems [1], où sont traitées les bases
mathématiques d’un système de communication chiffrée, à partir de la théorie de
l’information. Ont été dégagées en particulier les notions de diffusion et de confu-
sion.

La confusion permet de rendre inextricables les liens entre le message clair,
la clé et le message chiffré. La diffusion assure la propagation de l’information
contenue dans le texte clair et la clé dans tous les bits du texte chiffré.

Les itérations d’une unité élémentaire de chiffrement, ou fonction interne para-
métrée par une sous-clé dérivée de la clé mâıtre, permettent de répartir les per-
mutations de manière satisfaisante parmi l’ensemble des permutations des mots
de n bits afin que les liens entre le clair, le chiffré et la clé soient suffisamment
inextricables.
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Fig. 21 – Chiffrement itératif par blocs

4 Détails de la fonction itérée

Les algorithmes itératifs par blocs se répartissent essentiellement en deux grandes
familles suivant la structure de la fonction interne F : la structure de Feistel et la
structure substitution-permutation. Elles s’illustrent dans les deux standards suc-
cessifs de chiffrement à clé secrète : le DES choisi en 1977 et l’AES en 2000.
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Fig. 22 – Fonction itérée : à gauche d’un schéma de Feistel, à droite d’un
réseau substitution-permutation

Les chiffrements itératifs par blocs ne possèdent pas de théories mathémati-
ques complètes permettant de se prononcer définitivement quant à leur sécurité.
La fiabilité de tels systèmes se mesure d’abord en terme de résistance contre des
cryptanalyses connues. L’effort essentiel de formalisation a porté sur les propriétés
des fonctions F assurant la meilleure résistance aux deux principales attaques
génériques : la cryptanalyse différentielle présentée par Biham et Shamir en 1991
[2] et la cryptanalyse linéaire due à Matsui en 1993 [3]. Les caractéristiques relevées
ont conduit au concept de sécurité démontrable [4]. Les fonctions présentant des
propriétés de résistance optimale contre ces deux types de cryptanalyses sont
les fonctions presque parfaitement non-linéaires et les fonctions presque-courbes.
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Ces fonctions sont alors dotées de structures algébriques fortes, exploitables dans
d’autres attaques. Il est donc important de pouvoir énoncer de nouveaux critères
de sécurité concernant les fonctions utilisées dans des chiffrements itératifs par
blocs.
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Existence et unicité de solution pour le problème aux limites associé à
certains systèmes hyperboliques de lois de conservation

Nawel ZAIDI

Résumé: Les systèmes de TEMPLE sont des systèmes hyperboliques de lois de
conservation dont les ondes de choc et de raréfaction coincident, ils ont été intro-
duits par B. TEMPLE (1983).
Dans ce travail, on montre d’abord l’existence de solutions faibles entropiques pour
le problème aux limites associé à ces systèmes dans le cas d’une bande (a,b)×R+,et
ce par l’approximation parabolique.
On considère ensuite le cas particulier du système d’électrophorèse, X.GENG et
C.M. DAFERMOS ont montré l’unicité de la solution pour le problème de Cauchy
qui lui est associé par la méthode des caractéristiques généralisées. La positivité de
ses valeurs propres nous permet d’adapter cette méthode dans le cas d’un demi plan
(−∞,b)×R+ avec une donnée au bord constante; par la suite on utilise ces derniers
résultats pour montrer l’unicite de la solution dans le cas d’une bande(a,b)× R+,
pour ce faire on introduit un prolongement et on montre que le prolongement est
unique.
1.Introduction: Soit le système non linéaire de deux équations aux dérivées par-

tielles

(S) ∂tU + ∂xF (U) = 0

où F est un champ de vecteurs de R2 dans R2, U est une fonction vectorielle
inconnue de (a,b) ×R+ dans R2

(S) est dit hyperbolique si la matrice ∇F (U) admet deux valeurs propres dis-
tinctes, il sera dit de TEMPLE si ses ondes de choc et de raréfaction coincident.
Définition:On dira que la k-onde de choc coincide avec la k-onde de raréfaction
dans un ensemble U,si l’ensemble d’Hugoniot de tout point de U contient U
Ces systèmes apparaissent dans l’étude de simulation des réservoirs d’hydrocar-
bures, en élasticité et en chromatographie à multicomposants. En voici certains
exemples :

(S1)
{

∂tu + ∂x(uΦ(u,v)) = 0
∂tv + ∂x(vΦ(u,v)) = 0

(S2)

⎧⎪⎨
⎪⎩

∂tu + ∂x(
1

1 + u + v
) = 0

∂tv + ∂x(
kv

1 + u + v
) = 0

(S3) ∂tUi + ∂x

(
aiUi

U1 + ... + Un

)
i = 1,...,n
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(S1)apparait dans le problème de simulation des réservoirs d’hydrocarbures et
en théorie de l’élasticité, (S2) apparait dans l’étude de deux composants chro-
matographiques. (S3) est le système d’electrophorèse, il modélise la séparation de
n composants ioniques.
D. Serre (1987) a étudié l’existence de solutions pour le problème de Riemann et de
Cauchy associés à ce genre de systèmes avec donnée initiale à variations bornées,
il a montré que la solution est à variations totales décroissantes (résultat remar-
quable car habituellement propre aux équations).
C.M. Dafermos et X. Geng (1991) ont étudié le problème de Cauchy associé au
système d’électrophorèse; par la suite en s’inspirant de leur travail A. Heibig (1994)
a généralisé le résultat de l’unicité de la solution pour le problème de Cauchy as-
socié à un système quelconque de la classe de Temple.
2. Existence de solutions faibles pour le problème aux limites associé

à un système de Temple :On considère dans unebande (a,b)× R+ le problème
aux limites suivant:⎧⎨

⎩
∂tU + ∂xF (U) = 0, (x,t) ]a,b[×R+ (1.1)
U(x,0) = U0(x) x ∈ ]a,b[ (1.2)
Uvérifie une certaine condition au bord sur {a,b} × R+ (1.3)

où
.F est un champ de vecteurs de R2 dans R2

.U0 est une fonction vectorielle définie de (a,b) dans R2

.U est une fonction vectorielle de (a,b) × R+ dans R2

Le système de deux lois de conservation est supposé hyperbolique et appartenant
à la classe de Temple.

On montre le résultat suivant :

Théorème: Sous les conditions :
·F est de classe C2et ‖DF‖borné
·U0 ∈ (BV (a,b))2

⋂
(L∞(a,b))2

Le problème (1.1),(1.2) admet dans l’espace (BV ((a,b)×R+))2 une solution faible
entropique U
la condition au bord est formulée comme suit:

{
Ψ(U(a,t)) −Ψ(U1)−∇Φ(U1)(F (U(a,t) − F (U1) ≤ 0
Ψ(U(b,t)) −Ψ(U2)−∇Φ(U2)(F (U(b,t) − F (U2) ≤ 0

(1 .4 )

pour tout couple (Φ,Ψ) entropie- flux d’entropie.

3. Unicité de la solution pour le problème aux limites associé à l’élec-
trophorèse dans (−∞,b) ×R+ :On considère le système d’electrophorèse, un
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système particulier de la classe de Temple, dans (−∞,b) ×R+ sous la forme:

⎧⎪⎨
⎪⎩

∂tu− ∂x

(v

u

)
= 0

∂tv − ∂t

(
1
u

)
= 0

On montre le résultat suivant:
Théorème: Sous les conditions :

i)(u0,v0) est une fonction à variations bornées et à petites oscillations
i) l’invariant de Riemann induit satisfait une condition unilatérale de Lipschitz:
z0(y)− z0(x)

y − x
≥ −α pourx < y < b

alors le problème (S) défini par :⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂tu− ∂x

(v

u

)
= 0 (x,t) ∈ (−∞,b) × R∗

+

∂tv − ∂t

(
1
u

)
= 0 (x,t) ∈ (−∞,b) × R∗

+

(u,v) (x,0) = (u0,v0)(x,0) x ∈ (−∞,b)
admet une unique solution entropique à variations bornées.
4. Unicité de la solution pour le problème aux limites associé à l’élec-

trophorèse dans (a,b)× R+

Soit (E) le problème aux limites associé à l’électrophorèse dans (a,b)× R+

(E)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tu− ∂x

(v

u

)
= 0 (x,t) ∈ (a,b) × R∗

+

∂tv − ∂t

(
1
u

)
= 0 (x,t) ∈ (a,b) × R∗

+

(u,v) (x,0) = (u0,v0)(x) x ∈ (a,b)
(u,v) (a,t) = (u1,v1)(t) t ∈ R+

On montre le théorème suivant :

Théorème : Sous les hypothèses
i)(u0,v0) est une fonction à variations bornées à petites oscillations, et l’invariant
de Riemann induit vérifie:

z0(y)− z0(x)
y − x

≥ −α

ii)(u1,v1) est un vecteur constant
le problème (E)admet une unique solution à variations bornées.
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